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AVANT-PROPOS À L’'ÉDITION RUSSE 


Pénétrer les mystères de la nature ou résoudre les problèmes 
techniques actuels n’est point pensable sans construire de nouveaux 
modèles décrivant de façon détaillée et profonde les corps, les phé- 
nomènes, les interactions micro- et macroscopiques mécaniques ou 
physiques en général. 

En cherchant à répondre aux diverses questions générales que 
posent la structure de la matière, l’astrophysique, les propriétés 
essentielles des interactions dans de complexes organismes vivants 
ou des corps du monde minéral, on s'adresse constamment, comme 
l’affirment l'expérience et l’essence même de la science, à des con- 
ceptions, notions, lois, idées, méthodes de nature universelle. 

À l'heure actuelle, on dispose d'une information scientifique 
considérable, des théories développées et des données expérimentales 
sur le comportement des champs physiques, sur le mouvement et 
l'équilibre des fluides, du plasma et des corps solides déformables. 

Mettre en évidence les fondations communes et les liaisons 
intimes entre diverses théories et entre les phénomènes observés 
c'est aider à mieux comprendre l’état actuel de la science, à estimer 
à sa juste valeur les acquis scientifiques, à s'orienter de la meilleure 
façon dans la riche information recueillie. Tout cela est indispen- 
sable pour le développement fructueux de la science. 

Dans l’exposé des bases de la mécanique et de la physique, il 
nous à paru utile de nous guider du principe suivant : il ne faut pas 
perdre de vue que les notions et les relations introduites n'ont la 
signification qui leur est attribuée que dans le cadre d’un certain 
ensemble de modèles que l’on construit dans le but de décrire les 
classes déterminées de phénomènes réels. Ceci est également vrai 
pour les notions fondamentales telles que l’espace, le temps, la 
force. la température. etc. On sait que la notion de force newtonienne 
n’a pas de sens dans certaines interactions relevant de la mécanique 
quantique et qu'elle s'avère absolument insuffisante lorsqu'il s'agit 
de décrire les interactions mécaniques ayant lieu dans les modèles 
actuels compliqués des milieux continus. De même les notions 
« universelles » d’entropie et de température n'ont pas de sens et 
s'avèrent inutiles pour les modèles de la mécanique rationnelle. 

On voit donc qu'il est dépourvu de sens de parler des notions 
et des lois fondamentales en dehors de l’ensemble des classes de 
modèles, qu'elles soient très vastes ou étroites, introduites de façon 
explicite ou implicite par la théorie ou par l'expérience. En renon- 
çant à ce principe, en trop généralisant et en s’écartant de l'essence 
du problème, on risque de se perdre dans des raisonnements sans 
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matière sur le sens de la force, de l’entropie, etc. Par contre. les 
modèles concrets correctement introduits sont d’une clarté voulue 
et l’imprécision éventuelle est facilement éliminée. Mais, naturelle- 
ment, les modèles ne reflètent la réalité que d’une façon approchée 
et cela dans des domaines restreints; compléter, perfectionner, 
simplifier les modèles existants ou construire de nouveaux modèles 
est dans la nature du progrès continuel de la science. 

Il nous semble que le profit que tirera l’étudiant du cours de 
mécanique consiste moins à en apprendre les applications connues 
que surtout à appliquer les connaissances acquises aux problèmes 
qui seront l’objet de ses recherches ultérieures. 

Ces dernières années la nécessité est devenue évidente d'intro- 
duire au programme d'enseignement supérieur le cours de mécanique 
des milieux continus comme une base commune de développement 
de la thermodynamique, de la théorie de l’électromagnétisme, de 
l'hydrodynamique, de la dynamique des gaz, des théories d'élasti- 
cité, de plasticité, de glissement et de beaucoup d'autres chapitres 
de la physique et de la mécanique. Nous insistons surtout sur les 
liens organiques existant entre les domaines cités de la physique et 
de la mécanique qui semblent du premier abord tout différents les 
uns des autres. 

Ce cours de mécanique des milieux continus est donc conçu 
dans l'esprit des indications précédentes. Il représente une version 
amplifiée du cours professé par l’auteur pendant plusieurs années 
à l’Université de Moscou et dont le texte existait primitivement 
en 1966-1968 sous forme polycopiée. 

Le cours comprend deux tomes. Dans le premier tome sont 
exposées les méthodes mathématiques et les notions universelles, 
les bases de la thermodynamique et de l’électrodynamique. Nous 
espérons qu'un bref exposé des notions de base de ces disciplines 
sera utile non seulement aux lecteurs se spécialisant dans la méca- 
nique. Dans le premier tome on établit également les fondamentales 
équations physiques et relations complémentaires aux fortes dis- 
continuités, ainsi que les conditions initiales, les conditions aux 
limites et autres. En même temps on attire l'attention sur l’impor- 
tance des méthodes approchées, ayant trait, par exemple, à la linéa- 
risation des problèmes. C’est dire que le premier tome prépare les 
bases à la construction de modèles concrets des milieux continus 
et met en relief les éléments types des procédés de schématisation 
des problèmes posés. 

On donne également en supplément au premier tome deux articles 
dont la matière est organiquement liée au sujet du cours. Le premier 
traite de la théorie générale de la symétrie dans l’espace tridimen- 
sionnel, du problème de classification des cristaux à symétrie ponc- 
tuelle et de la théorie de la structure des fonctions tensorielles non 
linéaires de plusieurs arguments tensoriels. Le second est un exposé 
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systématique de la méthode générale de construction des modèles: 
complexes des milieux continus à degrés de liberté intérieurs, 
méthode basée sur l’équation variationnelle universelle. 

Nous souhaitons que le lecteur prenne connaissance de ces arti- 
cles, nécessaires à la lecture compétente d'ouvrages consacrés aux 
nouveaux théories et modèles de la mécanique des milieux continus. 

Le second tome traite des modèles concrets et des théories de: 
l'hydrodynamique, de la dynamique des gaz, de l’élasticité et de la 
plasticité. On y résout les problèmes types dans le cadre des modèles. 
classiques et l’on y établit les régularités les plus importantes qu'on 
rencontre dans de vastes classes de mouvements et de processus. 

Les paragraphes 6 à 10 du chapitre VIII sont consacrés à la. 
théorie générale des machines hydrauliques et des machines à gaz; 
ces paragraphes représentent un exposé revisé d’un cours « à option » 
donné par l'auteur à l'Université de Moscou. Certains résultats de 
cette théorie, intéressants pour les applications, trouvent une justi- 
fication plus stricte dans les paragraphes du chapitre VIIT consacrés 
à la théorie générale du mouvement d’un obstacle solide dans un 
fluide. 

La méthode déductive de l’exposé, le choix et la présentation 
de la matière concourent à construire un schéma logique du mou- 
vement des milieux continus et poursuivent ce but principal qui 
est de donner au lecteur, à partir d’un minimum nécessaire d'’infor- 
mation, en se limitant aux exemples les plus simples mais ayant 
une valeur pratique importante, une base indispensable pour bien 
comprendre les principes de la mécanique et les effets principaux 
connus accompagnant les mouvements des milieux continus. En 
d’autres termes, nous avons essayé d’éclaircir le problème au maxi- 
mum en partant du strict minimum d'information. 

Nous n'avons pas inclus dans ce cours certains chapitres imper- 
tants de l’hydromécanique et de la mécanique des solides, pensant 
que le lecteur trouvera leur exposé détaillé dans les cours et les 
ouvrages spéciaux. Il s’agit notamment de la théorie de l’écoule- 
ment plan des fluides, de la théorie de l'écoulement non stationnaire 
des gaz, de la théorie des ondes à la surface d’un fluide pesant, 
de la théorie plus détaillée de similitude et de dimension en méca- 
nique, de la théorie de la couche limite et de la turbulence, de la 
théorie développée de la plasticité et du fluage et de quelques autres. 
Le lecteur trouvera la liste des ouvrages complémentaires sur la 
mécanique des milieux continus à la fin du tome II. 

Les notes prises à mon cours par V. Rozantséva et M. Eglit 
ont servi de point de départ à cet ouvrage; ces dernières m'ont été 
d'un grand secours et ont contribué à améliorer l'énoncé de ma- 
nière notable par leurs remarques fécondes. J'exprime ma reconnais- 
sance la plus vive à V. Rozantséva et M. Eglit pour leur travail 
considérable qui a permis la parution de l'ouvrage proposé. 
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Je tiens à remercier V. Karlikov qui m'a beaucoup secondé dans 
l'exposé consacré à l’hydrodynamique et D. Ivlev, pour la rédac- 
tion du chapitre traitant des problèmes plans de la théorie de 
l'élasticité. 

J’adresse mes plus vifs remerciements à G. Bam-Zélikovitch, 
G. Stépanov et A. Tcherkez qui m'ont apporté une aide précieuse 
lors de la préparation et de la rédaction des chapitres concernant 
la théorie générale des machines à gaz et des machines hydrauli- 
ques. J’exprime également toute ma gratitude à I. Svechnikova 
qui a consacré tant d'efforts à cet ouvrage et à nombre de mes 
collaborateurs et de mes étudiants qui m'ont aidé à mettre au 
point la première version polycopiée de l'ouvrage. 


L. Sédov 
Moscou, décembre 1968 


AVANT-PROPOS À L’ÉDITION FRANÇAISE 


Cet ouvrage est la traduction de la deuxième édition russe, 
améliorée et complétée, du Cours de mécanique des milieux continus 
parue à Moscou en 1973. 

J'ai un grand plaisir d'y voir le moyen le meilleur pour les 
étudiants et les chercheurs français de faire connaissance avec les 
idées ct méthodes de ce Cours de mécanique des milieux continus. 
Il m'est permis d'espérer que ce livre stimulera l'intérêt aux domai- 
nes d'avenir de la mécanique des milieux continus dont les méthodes 
et l’essence se trouvent lices à la science et à la technique de nos 
jours. 

Je signale à l'intention du lecteur qu'il existe une traduction 
anglaise de la première édition russe de cet ouvrage, en quatre volu- 
mes, parue à la maison Wolters-Noordhoîft Publishing en 1971-1972. 


L. Sédov 
Moscou, juillet 1975 


CHAPITRE PREMIER 


INTRODUCTION 


$ 1. Objet et méthodes de la mécanique des milieux continus 


Objet de la mécanique des milieux continus. La mécanique des 
milieux continus est un vaste domaine de la mécanique consacré 
aux mouvements des corps déformables : gaz, liquides ou solides. 

La mécanique rationnelle étudie les mouvements d'un point 
matériel, des systèmes discontinus des points matériels et du corps 
rigide. En utilisant les données et les méthodes de la mécanique 
rationnelle, la mécanique des milieux continus envisage des corps 
matériels qui remplissent l’espace d'une façon ininterrompue, con- 
tinue, et dont les points changent de distance lors du mouvement. 

Outre les corps materiels usuels, tels que l'eau, l'air ou le fer, 
la mécanique des milieux continus s'intéresse également aux milieux 
particuliers que sont les champs : champ électromagnétique, champ 
de rayonnement, champ gravitationnel (d'attraction), etc. 

Les mouvements des fluides et des solides déformables que l’on 
observe en analysant les phénomènes naturels et en résolvant de 
nombreux problèmes techniques sont très variés. 

Nous sommes en mesure de diriger, d'une façon plus ou moins 
sûre, un grand nombre de mouvements des corps déformables s'ap- 
puyant sur la simple expérience personnelle quotidienne. Les obser- 
rations journalières créent un sentiment de réalité et un « bon 
sens » qui permettent souvent de prévoir et de réaliser les effets 
mécaniques nécessaires. 

Pourtant, les cas complexes exigent que s'accumulent et se 
concentrent les faits expérimentaux schématisés et que s’élaborent 
des méthodes spéciales d'études pratiques et théoriques. De telles 
recherches ont abouti à la création et au développement de la méca- 
nique des milieux continus en tant que science. 

Les cas ne manquent pas où chacun trouve immédiatement la 
solution de tel ou tel problème pratique important du mouvement 
des corps déformables. Tout le monde sait comment s'y prendre 
pour verser de l’eau d'un récipient dans un autre, pour conserver 
l'air chaud à l’intérieur des habitations, pour se protéger de la 
pluie et du vent, etc. 11 existe cependant nombre d’autres problè- 
mes qui ne peuvent ètre résolus qu'à la base de connaissances spé- 
ciales. Quelle est, par exemple, la vitesse du gaz comprimé qui 
sort par l'orifice d’une bouteille, comment se déplace un cyclone 
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dans les couches atmosphériques ; comment diminuer la résistance 
que l’air oppose à un avion et l’eau à un navire; comment construire 
une tour métallique de T.V. de 500 m ou un pont dont l'arche entre 
les deux supports les plus proches est de 1 km ; quelles sont les conse- 
quences à prévoir si l’on diminue ou augmente le diamètre d'une 
hélice d'avion; que peut-on dire, enfin, sur la distribution des 
pressions et les mouvements d'air qui suivent l'explosion d'une 
bombe, etc. 

Signalons d'emblée que la discussion sur de nombreux prablè- 
mes n’est point close et les méthodes théoriques et expérimentales 
connues n'y donnent toujours pas de réponses satisfaisantes. D'actuel- 
les recherches scientifiques se consacrent à la résolution de nou- 
veaux problèmes complexes de valeur scientifique et pratique con- 
sidérable et à d’autres problèmes dont l'étude a été largement pré- 
parée par l’évolution antérieure de la science. 

Citons quelques-uns de nouveaux problèmes à résoudre: dimi- 
nution de la résistance de l’eau au déplacement des corps à de gran- 
des vitesses, de l’ordre de 100 m/s; création et maintien du plasma 
a une température de quelques millions de degrés; explication des 
particularités du comportement des matériaux aux charges et tem- 
pératures élevées (compte tenu des phénomènes de fluage, de 
plasticité, etc.); détermination des forces qui agissent sur les bâti- 
ments lors d’une explosion; construction d’un avion hypersonique 
long courrier; explication de la circulation globale de l’air dans 
l'atmosphère ; prévisions météorologiques ; étude de processus méca- 
niques se déroulant dans les plantes et les organismes vivants; 
problèmes de l’évolution des astres, des phénomènes qui se produi- 
sent sur le Soleil et bien d’autres. 

Certes, le progrès scientifique et technique dans les domaines 
en question est intimement lié à la recherche scientifique, mais on 
n’en doit pas moins sous-estimer le rôle que jouent le talent, une 
intuition et un « flair » de l'ingénieur acquis au cours d’une longue 
expérience en la matière. [I] faut se garder de croire que les construc- 
tions mécaniques telles qu’avions, navires, etc., peuvent être cal- 
culées et prévues dans tous les détails. Bien des constructions se 
font à l’heure actuelle selon le même principe que celui dont se 
servaient les Vikings il y a plus de 1000 ans pour bâtir leurs navires. 
A cette époque, la mécanique comme science n'existait pas même 
à l’état embryonnaire, ce qui n'empéchait pas pour autant ces bateaux 
d’être fort bien adaptés à la navigation. 

Il ne faut pas oublier, cela va sans dire, que la technique moderne 
est devenue si complexe qu'elle ne peut plus se passer de la science, 
de toute l’expérience antérieure systématisée. De même que l’indus- 
trie moderne ne peut se concevoir sans la mécanisation indispen- 
sable, le progrès technique actuel est impensable sans l'appui d’un 
fondement scientifique. 
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Problèmes de la mécanique des milieux continus. Citons quelques- 
uns des problèmes essentiels de la mécanique des milieux continus 
qui ont déjà fait l'objet d’études. 

— Le problème de l’action du fluide sur les corps qui s'y meu- 
vent. Les forces exercées par le fluide sur le corps dépendant essen- 
tiellement du mouvement du fluide, l'étude du mouvement des 
corps dans un fluide est donc directement liée à celle du mouvement 
du fluide. 

Les problèmes d'ordre technique, tels que le mouvement des 
avions, des hélicoptères, des dirigeables, des obus, des fusées, des 
navires, des sous-marins, ainsi que ceux touchant à la construction 
de divers instruments de locomotion — hélices d'avion et de bateau, 
etc. — ont particulièrement stimulé le développement du problème 
considéré. 

— L'écoulement du fluide dans des tubes et, de manière géné- 
rale, dans divers mécanismes. Dans ces problèmes les lois régissant 
l'interaction du fluide avec les surfaces limitrophes du flux et, 
notamment, les résistances offertes par les parois solides mobiles 
ou immobiles, les phénomènes de la distribution irrégulière des 
vitesses, etc. revêtent une signification particulière. Ces problèmes 
entrent en ligne de compte toutes les fois qu'il s’agit du calcul des 
oléoducs, des gaz-lines, des pompes, des turbines et d’autres machi- 
nes hydrauliques. 

— Le filtrage: la pénétration du liquide dans le sol et dans 
d’autres substances poreuses. On se heurte, par exemple, au pro- 
blème du mouvement de l’eau dans le sol lors de l’édification des 
fondations de constructions diverses (barrages, appuis de ponts, 
centrales hydroélectriques), de tunnels souterrains, etc. Le phéno- 
mène de filtrage a une grande importance dans l'industrie pétro- 
lière. 

— L'hydrostatique: l'équilibre des liquides et des corps flot- 
tants ou immergés; les figures de l'équilibre des corps liquides en 
rotation sous l’action des forces d'attraction newtoniennes. 

— Les mouvements ondulatoires: propagation des ondes dans 
les solides ; ondes sur la surface de la mer; ondes produites par le 
mouvement d’un navire; propagation des ondes dans les rivières 
et les canaux; afflux; séismes; oscillations acoustiques; problème 
général du bruit dans divers milieux, etc. Le milieu environnant 
(fluides, solides, champs) est constamment en état de vibration 
et est sujet aux diverses perturbations se propageant dans le temps 
et dans l’espace. Il est bien clair que ces phénomènes sont d'une 
grande importance tant dans la vie courante que dans la résolution 
de nombreux problèmes techniques. 

— Les mouvements non stationnaires des gaz sujets aux trans- 
formations chimiques lors d’une explosion, d'une détonation, d’une 
combustion, par exemple dans un courant d'air, dans les cylindres 
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des moteurs à explosion ou dans les chambres des moteurs à réaction, 
etc. 

— La protection des corps solides contre la combustion et la 
forte fusion lorsqu'ils entrent, à grande vitesse, dans les couches 
denses de l’atmosphère. 

— La théorie des mouvements turbulents des fluides qui sont 
en réalité des mouvements irréguliers, très complexes, de caractère 
aléatoire, fluctuations se produisant près de certains processus 
réguliers moyens, et dont on doit tenir compte dans les problèmes 
pratiques étudiés. Le nombre écrasant des mouvements des fluides 
dans les astres et dans les nuages cosmiques, dans l'atmosphère 
terrestre, dans les rivières et canaux, dans les tubes et dans d’autres 
constructions techniques et machines, se rattachent aux mouvements 
turbulents; d'où l'importance particulière de la théorie et des 
expériences consacrées à la turbulence. De nos jours même, les 
recherches sur la turbulence ne sont pas encore en mesure d’en fournir 
une explication satisfaisante de nombreuses propriétés et lois. 

— La description du mouvement des fluides très fortement 
comprimés lorsque les propriétés physiques de différents milieux 
sont rendues plus complexes par ces états, surtout à de hautes tem- 
pératures. Il existe des applications importantes et fort intéressantes 
où l’on a affaire à des corps soumis à de très grandes pressions (de 
l’ordre de quelques milliers, voire, de millions d’atmosphères), 
telles que l’industrie des diamants artificiels, l’estampage par 
explosion, etc. 

D'autre part les phénomènes affectant les gaz très raréfiés pré- 
sentent un intérêt particulier. L'analyse de différents processus 
liés au mouvement des milieux dans le vide très poussé que ce soit 
dans un laboratoire, dans l’espace cosmique, dans l'atmosphère 
des astres et des planètes nécessite l'intervention des méthodes de 
la mécanique des milieux continus. 

— Les problèmes d'hydrodynamique magnétique et les recher- 
ches consacrées aux milieux ionisés en mouvement (plasma), surtout 
l'aspect de leur interaction avec le champ électromagnétique, acquiè- 
rent de nos jours une importance pratique et gnoséologique de tout 
premier ordre. L'étude de ce genre de phénomènes est nécessaire, 
par exemple, pour la construction des générateurs magnétohydrod y- 
namiques de courant électrique fondés sur la transformation directe 
de l'énergie du mouvement du plasma en énergie du courant élec- 
trique. Notons également que la résolution du problème concernant 
l'utilisation de l'énergie thermonucléaire est étroitement liée aux 
problèmes touchant le comportement du plasma à haute tempéra- 
ture dans les champs magnétiques puissants. 

— Les prévisions météorologiques, science fondée essentielle- 
ment sur l'analyse des mouvements des masses d'air dans l'atmo- 
sphère terrestre qui constitue un des chapitres importants de la 
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mécanique des milieux continus,intimement lié à beaucoup d’autres 
domaines de la physique. 

— Les problèmes fondamentaux de l’astrophysique et de la 
cosmogonie étudiées dans le cadre de la mécanique des milieux con- 
tinus. Cilons, entre autres, les questions ayant trait à la structure 
intérieure des astres et de leurs photosphères, au mouvement des 
nébuleuses et des nuages cosmiques, aux éclatements et explosions 
des étoiles variables, aux pulsations des céphéides et, enfin, le 
problème fondamental de l’évolution des galaxies, de la consti- 
tution et de l’évolution de l'univers. 

— L'étude des mouvements et de l'équilibre des corps « solides » 
déformables constituant un vaste domaine de la mécanique des 
milieux continus. La théorie de l’élasticité est à la base de la cons- 
truction d'installations et de mécanismes sans nombre. Un intérêt 
toujours croissant est actuellement porté à certains domaines de la 
mécanique, tels que l'étude des propriétés élastiques complexes 
des corps et l'analyse des effels non élastiques se manifestant dans 
les solides, notamment, la plasticité due aux déformations réma- 
nentes, le Îluage caractérisé par l'accroissement graduel des défor- 
mations pour des charges extérieures constantes et lié à la résistance 
à la chaleur des pièces des machines (le phénomène de fluage s'ob- 
serve dans les mécanismes après un fonctionnement de longue durée 
ou même de courte durée lorsque Îles températures étaient élevées). 

On atlache une grande importance à l'étude des differentes 
formes de la fatigue des matériaux, à l'évaluation des phénomènes 
d’hérédité dans les processus du mouvement et l'équilibre des corps. 

L'apparition et l'utilisation de nouveaux matériaux polymères 
ont entrainé l'analyse de leur structure physique interne qui se 
modifie éventuellement dans bien des applications intéressantes 
d'un point de vue pratique. Enfin, des problèmes de tout premier 
plan concernant la résistance et la dégradation des constructions 
fabriquées à partir de différents matériaux n’ont pas encore trouvé 
une solution suffisamment claire. 

On peut mentionner en outre les problèmes mécaniques lies 
aux mouvements de mélanges variés, des sables, de la neige, des 
sols, des alliages, des solutions liquides, des suspensions et émul- 
sions, des liquides où sont additionnés des polymères, etc. Sont 
intéressants les problèmes de la cavitation qui réside en la forma- 
tion et la disparition dans un liquide en mouvement de bulles 
et de grandes cavités remplies de gaz et de vapeurs de liquide. 

On doit souligner tout particulièrement qu'actuellement la 
technologie industrielle des usines chimiques s'appuie sur des recher- 
ches mécaniques consacrées aux mouvements des milieux continus 
correspondants. 

Mentionnons d'importantes nouvelles théories traitant des pro- 
blèmes de l'interaction des rayons lasers puissants avec des subs- 
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tances diverses (problèmes de l'optique non linéaire) ainsi que de 
l'interaction des corps mobiles avec des champs électromagnéti- 
ques. À l'échelle macroscopique ce genre de phénomènes a un lien 
direct avec les effets décrits dans le cadre de la mécanique quantique. 
Des problèmes analogues surgissent au cours de la description des 
propriétés macroscopiques des corps qui se déplacent à des tempé- 
ratures très basses ou bien lorsque l’aimantation et la polarisation 
électrique entrent en ligne de compte. 

Au cours des dernières années un grand nombre de recherches 
ont été consacrées à la mécanique biologique. Sont construits notam- 
ment des modèles mécaniques permettant de décrire la circulation 
sanguine dans les organismes vivants, la contraction musculaire, 
la propagation d'excitations par des nerfs, les mécanismes de dé- 
placement, dans divers milieux, des virus, des bactéries ot d’autres 
micro-organismes, les déplacements des poissons dans l'eau, etc. 


Méthodes de la mécanique des milieux continus. L'ouvrage pro- 
posé est un cours théorique de mécanique des milieux continus. 
Il y est question des méthodes mathématiques d'étude du mouve- 
ment des corps déformables. Elles se caractérisent par les traits 
suivants. On introduit une série de notions qui caractérisent et défi- 
nissent univoquement le mouvement du milieu continu. Ces notions 
s'expriment soit à l’aide des nombres, soit à l’aide d’autres notions 
mathématiques. Le champ des vitesses, le champ des pressions, la 
température, la circulation, etc. en fournissent des exemples. On se 
familiarisera par la suite avec ces notions ainsi qu'avec bien 
d’autres caractéristiques du mouvement du milieu continu. 

On élabore dans la mécanique des milieux continus des méthodes 
permettant de ramener les problèmes mécaniques à des problèmes 
mathématiques, c’est-à-dire de déterminer certains nombres ou fonc- 
tions numériques à l’aide de différentes opérations mathématiques. 

En outre, l’un des buts essentiels de la mécanique des milieux 
continus est l'établissement des propriétés et des lois générales du 
mouvement des corps déformables. On prendra connaissance par 
la suite des lois régissant les forces avec lesquelles le liquide agit 
sur les corps qui s’y meuvent ; on établira la relation entre la pres- 
sion et la vitesse valable pour d'importantes et assez vastes classes 
de mouvements; on mettra en évidence la dépendance entre les 
charges extérieures et les déformations qui s’ensuivent, etc. 

I1 faut ajouter que la résolution mathématique des problèmes 
concrets de la mécanique des milieux continus se rapporte en général 
à la mécanique des milieux continus. L'explication réside dans le 
fait que le plus souvent les connaissances mathématiques actuelles 
s'avèrent insuffisantes pour résoudre, même dans les cas les plus 
simples, les problèmes de la mécanique des milieux continus déjà 
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traduits dans la forme mathématique. C'est pourquoi on se voit 
dans l'obligation de modifier l'énoncé des problèmes et de n’obtenir 
que des solutions approchées fondées sur diverses conjectures et 
hypothèses mécaniques. 

La mécanique des milieux continus a stimulé le développement 
de nombreuses branches des mathématiques. Mentionnons à titre 
d'exemple certains chapitres de la théorie des fonctions de variable 
complexe, les problèmes aux limites pour les équations aux déri- 
vées partielles, les équations intégrales, etc., qui doivent leur déve- 
loppement à la mécanique des milieux continus. 

Le fait que certains problèmes de la mécanique des milieux con- 
tinus trouvent leurs analogues dans d’autres chapitres de la méca- 
nique et de la physique n'est pas sans étre utile. 

Il se trouve également que divers problèmes de la mécanique des 
milieux continus et les méthodes mathématiques de leur analyse 
sont très étroitement liés entre eux. Par exemple, les recherches sur 
l'écoulement des liquides dans les tubes ont contribué à l’explication 
de certains effets observés sur l'aile d’un avion se déplaçant dans 
l'air. Les méthodes qui permettent de résoudre le problème de l’écou- 
lement autour de l'aile d'avion ont beaucoup en commun avec 
celles qu’on emploie pour la résolution des problèmes du filtrage 
des fluides dans le sol. De nombreuses conséquences de la théorie 
de l'écoulement des gaz dans les tubes s'appliquent dans divers 
problèmes du mouvement ondulatoire de l’eau dans les canaux, etc. 

Dans les premiers temps nous serons bien loin de l'étude des 
problèmes indiqués ci-dessus. Il conviendra d’abord de nous initier 
aux notions de caractère général, tant mécaniques que mathémati- 
ques. Au début, le lecteur n'aura pas l'impression d'aborder l'étude 
de sujets en rapport direct avec les phénomènes réels de la nature 
et de la technique. On justifiera cet état de fait en se référant à l’his- 
toire du développement de la mécanique des milieux continus. Les 
premiers succès dus à l'application pratique des méthodes mathéma- 
tiques de la mécanique des milieux continus développées en théorie 
de l'écoulement des fluides se sont fait attendre plus de cent ans. 

On trouvera dans le présent ouvrage les bases de la mécanique 
des milieux continus nécessaires et suffisantes pour une étude com- 
pétente de différents problèmes concrets. 


S 2. Hypothèses de base 


a) Constitution des corps réels et l'hy- 
pothese de la continuite 


L'étude du mouvement des corps nécessite la connaissance de 
leurs propriétés réelles. On sait que tous les corps représentent un 
ensemble de molécules et d’atomes de différentes espèces. Les corps 
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peuvent être ionisés, c'est-à-dire composés d'électrons, d'ions (ato- 
mes et molécules ayant quelques électrons en plus ou en moins) 
et de particules neutres. Voici, à titre d'information, quelques carac- 
téristiques des particules élémentaires que nous donne la physique. 


Caractéristiques des particules élémentaires. Le rayon du noyau 
d’un atome est de l’ordre de 10-* cm, celui de la molécule d'hydro- 
gene est de 1,36-1075 cm, ce qui signifie que le rayon du noyau est 
très inférieur à celui d’une molécule et pourtant c'est précisément 
le noyau qui concentre la plus grande partie de la masse de la subs- 
tance : la masse de l’électron est de 9,1066-10-*8 g, celle du proton 
est de 1,6724-140-*% pr. 

Dans les conditions normales (à la température 0 °C et sous la 
pression atmosphérique au niveau de la mer), un centimètre cube 
d'air contient V — 2,687-10% molécules. Un cube d'’arête égale 
à un millième de centimètre, ce qui est souvent en dehors de la 
précision courante des mesures de longueurs en technique, comprend 
27-10? particules. A l'altitude de 60 km, sensiblement supérieure 
au « plafond » des avions modernes, le nombre de particules dans 
l'atmosphère est N — 8-10 {/cm$. Pour la matière interstellaire, 
ensemble des matériaux extrêmement diffus, on a V — 1 1/cm° — 
— 1015 1/km%. La distance d’un kilomètre est petite par rapport 
aux distances cosmiques, c’est pourquoi même ce gaz interstellaire 
peut être considéré comme un milieu à très grand nombre de par- 
ticules dans de petits volumes. 

Sur la Lune qui est dépourvue d’atmosphère V — 10? 1/cm, 
soit 2,7 milliards de fois moins que celui au niveau de la surface 
terrestre. Ce vide extrêmement poussé ne peut pas être expérimen- 
talement obtenu aux laboratoires sur la Terre. Le plus souvent, 
dans un tel vide les substances se soudent en entrant en contact. 

Pour le fer (Fe), N = 8,622-10°* 1/cm“, sa densité est de 


Dre = 7,8 g/cm*, 
tandis que la densité de la substance nucléaire de Fe est de 
Pnuci. re — 1,16- 101% g/cm$ et Pre/Pnucr. re = 7° 10714. 


On voit donc que les volumes occupés par les corps sont beaucoup 
plus grands que ceux où la substance elle-même est concentrée. 

Ainsi donc tous les corps sont en réalité « composés du vide »; 
en même temps, dans le volume relativement petit occupé par le 
corps dans l’espace il y a toujours un grand nombre de particules. 

Les atomes et les molécules sont en mouvement chaotique per- 
manent. 

Dans les conditions atmosphériques normales, la vitesse moyenne 
Umoy des molécules d'hydrogène est de 1692 m/s (supérieure à la 
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vitesse d’un avion de transport moderne). Les molécules se heurtent 
incessamment les unes contre les autres; le parcours libre d'une 
molécule d'hydrogène, dans les conditions atmosphériques norma- 
les, est ! — 11,2-10-% cm. Pour l'oxygène Umoy = 425 m/s, L = 
— 6,5-10- cm, c'est-à-dire le nombre de chocs subis par une molé- 
cule en une seconde s'élève à 6,45-108. 


Sur les interactions des particules. On sait que les particules 
exercent entre elles une interaction. Dans le cas des gaz raréfiés 
ces interactions se réduisent uniquement aux chocs. Pour les liquides 
et les solides les particules étant plus rapprochées, les forces d'in- 
teraction sont essentielles. 

La cohésion et l’élasticité sont assurées par des forces de nature 
électrique qui se ramènent, en gros, aux forces de Coulomb et à 
l'interaction entre les aimants élémentaires. Les forces nucléaires 
et les forces d'interaction faible ne sont mises en évidence que par 
les réactions nucléaires où les particules agissent les unes sur les 
autres à petites distances. Pour rapprocher ainsi les particules il 
faut mettre en jeu une énergie gigantesque puisée dans le mouve- 


ment chaotique de particules portées à des températures de quelques 
millions de degrés. 


Processus physica-chimiques essentiels dans la mécanique des 
milieux continus. L’électrodynamique joue un rôle très important 
car, en sachant les forces électriques d'interaction des particules, 
on peut concevoir la théorie des corps solides déformables. 

En pensant aux notions abstraites pour la construction des modè- 
les des corps réels, l’on doit nécessairement tenir compte de diffé- 
rentes particularités de structure de ces derniers. Les corps peuvent 
étre gazeux, liquides, solides, cristallins, ou à des phases différen- 
tes. L'augmentation de la température conduit à des états où la 
substance peut être considérée comme gazeuse, liquide ou solide 
en même temps. 

Outre la structure, on attache une grande importance à la nature 
de la substance, ainsi qu'aux propriétés des constituants des mélan- 
ges, des solutions et des alliages. 

Dans bien des cas surgissent des problèmes mécaniques concer- 
nant le mouvement des corps où l’on doit tenir compte de la trans- 
formation des parties constituantes et de leurs concentrations rela- 
tives. Tels sont, par exemple, les problèmes du mouvement des gaz 
accompagné de réactions nucléaires, chimiques et, entre autres, 
de combustion, de dissociation, de recombinaison, d'ionisation, etc. 

En étudiant le mouvement des corps matériels, il faut aussi 
tenir compte des processus de changement de phase tels que con- 


densation, vaporisation, fusion, solidification, polymérisation, recris- 
tallisation, etc. 


2% 
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L'étude du mouvement du milieu continu nécessite l'introduction 
des contraintes intérieures. Dans les corps de structure moléculaire 
discontinue, celles-ci sont des moyennes statistiques conditionnées 
tant par les forces d'interaction des molécules situées de part et 
d'autre d'une section que par le transfert à travers cette section 
d'une quantité de mouvement macroscopique par suite de l'agitation 
thermique des molécules. 

La viscosité des gaz s'explique par l'agitation thermique des 
molécules tendant à niveler les mouvements macroscopiques des 
particules voisines du gaz. Ainsi donc, le caractère des contraintes 
intérieures dans les milieux matériels est déterminé par la structure 
moléculaire, les forces d'interaction entre les molécules et les ato- 
mes, qui entrent en jeu lorsque les distances qui les séparent sont 
très petites, et par l'agitation thermique due à la température. 

La conduction de chaleur s'explique de manière analogue. Deux 
particules voisines quelconques du milieu qui sont en contact échan- 
gent de l'énergie soit par choc, soit par échange direct des molé- 
cules rapides et lentes. L'énergie statistique moyenne de l'agitation 
thermique caractérisée par la température tend à se niveler. 

De même, le mécanisme de la diffusion des constituants hétéro- 
gènes dans les mélanges trouve une explication dans le processus 
cinétique moléculaire d’interpénétration des molécules due à l'agi- 
tation thermique. 

Plus complexe est le phénomène du rayonnement qui a lieu soit 
à la suite des effets quantiques dus aux changements des niveaux 
énergétiques dans une molécule, un atome ou un noyau, soit à la 
suite de mouvements accélérés de particules chargées. Le rayonne- 
ment, interprété comme une émission de photons, le plus souvent 
est étroitement lié à l'agitation thermique des molécules et des 
atomes et dépend sensiblement de la température déterminant les 
excitations éventuelles de l'énergie lors du choc entre les particules. 
Dans les recherches sur le mouvement des milieux continus à hautes 
températures on doit donc prendre en considération les effets de 
transfert de l'énergie et de variation de température résultant des 
processus parallèles d'absorption et de diffusion de l'énergie rayon- 
nante. 

La polarisation électrique et l'aimantation liées à la disposition 
régulière et ordonnée des particules élémentaires dans les corps 
peuvent également s'avérer essentielles dans le mouvement des 
corps matériels. 

Les mécanismes d'interaction interne dans les solides, dans les 
matériaux de structure moléculaire complexe, dans les corps de 
très grande densité à des températures relativement basses, etc. 
peuvent être très complexes et, en général, ne se prêtent à aucune 
description dans le cadre de la mécanique newtonienne. L'’intro- 
duction des notions et des lois de la mécanique quantique est indis- 
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pensable dans la plupart des cas pour la compréhension de telles 
interactions. 

L'un des objectifs fondamentaux de la physique est l’établisse- 
ment des lois macroscopiques des phénomènes cités plus haut à la 
base de l'analyse profonde des mécanismes physiques microscopiques 
et des propriétés des particules élémentaires. 


Approches statistique et phénoménologique. Notons que l’on ne 
connaît pas toujours la structure complexe des molécules et les forces 
électriques de cohésion. Il semble bien que la représentation du 
corps comme un ensemble des particules élémentaires serait à la 
base du développement de la mécanique. Or, il est impossible de 
suivre le mouvement de chaque particule élémentaire, étant donné 
qu'elles sont très nombreuses et que les forces d'interaction sont 
inconnues. Soulignons qu’en général il importe peu de connaître le 
mouvement de chaque particule élémentaire. 

En pratique on n'a besoin que de certaines caractéristiques 
moyennes sommaires, ou globales. 

L'une des méthodes générales pour l'étude du comportement 
des milieux continus est la méthode statistique développée en 
physique. 

Elle applique le calcul des probabilités à l'étude des phénomeé- 
nes et introduit les moyennes qu'on prend sur un grand ensemble 
de particules. Les méthodes statistiques font nécessairement appel 
aux hypothèses supplémentaires sur les propriétés des particules, 
leurs interactions, ainsi qu'à des simplifications de ces propriétés 
et interactions. Signalons que dans bien des cas il n’existe même 
pas de base pour l'élaboration de ces méthodes. Même une fois 
établies, elles ne s’avèrent que fort peu efficaces pour la résolution 
des problèmes à cause de l'extrême complexité des équations cor- 
respondantes. 

Une autre méthode générale de l’étude du mouvement des corps 
matériels consiste à établir la théorie macroscopique phénoménolo- 
gique s'appuyant sur les lois et les hypothèses générales fournies 
par l'expérience. Les théories macroscopiques s'averent efficaces 
pour la résolution d'importants problèmes pratiques, et les consé- 
quences qui en découlent sont en accord avec l'expérience. 

C'est la théorie macroscopique phénoménologique du milieu 
matcriel que nous allons développer dans ce qui suit. 


Hypothèse de continuité. Introduisons la notion de milieu continu. 
Tous les corps se composent de particules isolées, mais nombreuses, 
et cela pour n'importe quel volume considéré; c’est pourquoi un 
corps se présente approximativement comme un milieu remplissant 
l’espace d’une manière continue. On considérera l’eau, l'air, le fer, 
etc. comme des corps remplissant entièrement un volume d'espace. 
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La notion de continuum embrasse non seulement les corps maté- 
riels ordinaires, mais on peut y rattacher également divers champs, 
par exemple, le champ électromagnétique. 

Cette abstraction est indispensable si l’on veut décrire le mou- 
vement des corps déformables à l’aide de l'appareil des fonctions 
continues, des calculs intégral et différentiel. 


b) L'espace et le temps 


On entend par espace un ensemble de points donnés par des 
nombres dits coordonnées. 


Espace métrique. Considérons des variétés métriques continues, 


c'est-à-dire les espaces, où sont définies les distances entre les points. 
L'espace euclidien usuel à trois dimensions dont les points sont 
donnés par le système de coordonnées cartésiennes r, y, z unique 
pour tout l’espace nous fournit l'exemple d’un espace métrique. 


La distance de deux points x;, y, & et æ>, Ye, 3, est définie par la 
formule 


= VE G (2.1) 


Espace euclidien. Peut-on introduire, dans n'importe quel espace, 
un système unique de coordonnées cartésiennes pour tout l’espace ? 
Pour simplifier, envisageons des espaces bidimensionnels. Il est 
évident que l’on peut introduire pour tout le plan un système unique 
de deux coordonnées cartésiennes. Ce n’est pas possible sur la sur- 
face d'une sphère dont la courbure n’est pas nulle, c’est-à-dire 
on ne peut pas introduire sur la sphère un système de deux coordon- 
nées de manière à définir la distance de deux points quelconques, 
calculée comme une longueur d'arc de grands cercles, d’après la 
formule (2.1). Sur la sphère le système de coordonnées cartésiennes 
n'a de sens que dans le voisinage immédiat de chaque point. De 
même, dans le cas d’un espace métrique tridimensionnel il n’est 
pas souvent possible d'introduire un système de coordonnées carté- 
siennes unique pour tout l’espace. 

Dans ce qui suit on n’envisagera que les espaces où il est possible 
d'établir un système de coordonnées cartésiennes unique pour tous 
les points. Ce genre d'espace est dit euclidien; la mécanique qui 
s’y développe s'appelle mécanique newtonienne. L'expérience montre 
que l'espace physique réel est sensiblement euclidien si les régions 
considérées de l'espace ne sont pas très grandes. 


Temps absolu. La notion de temps est liée à l'expérience, elle 
est donc indispensable en mécanique. Tout phénomène mécanique 
est décrit du point de vue d’un observateur quelconque. Générale- 


ment parlant, le temps dépend du système de référence de l’obser- 
vateur. 
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Nous admettrons que le temps coule identiquement pour tous 
les observateurs — dans le train, dans l'avion, dans la classe. 
Donc, nous nous servirons du temps absolu, abstraction, qui n'est 
valable pour la description adéquate des faits réels que si on néglige 
les effets de la relativité. 

Ainsi, on étudiera le mouvement du milieu continu — conti- 
nuum — dans l’espace euclidien et dans le temps absolu. Plus haut 
on a introduit trois hypothèses fondamentales qui permettront 
l'élaboration de la théorie du mouvement des corps déformables. 
Les conséquences qui en découlent sont souvent en accord avec 
l'expérience, sans l'être toujours. Si besoin est, le modèle adopté 
de l'espace et du temps peut être précisé et généralisé. Toutefois, 
toutes les généralisations ultérieures se font à la base et compte 
tenu de la mécanique newlonienne appuyée par les hypothèses 
décrites ci-dessus. Leur signification deviendra claire grâce à la 
théorie développée dans ce qui suit. 


CHAPITRE II 


CINÉMATIQUE DU MILIEU DÉFORMABLE 


$ 1. Description lagrangienne du mouvement du milieu continu 


Systèmes de coordonnées. Un mouvement est toujours étudié dans 
un système de référence, ou système de coordonnées. Le système 
de coordonnées permet d'établir une correspondance entre les nom- 
bres et les points de l'espace. Ainsi, dans l'espace tridimensionnel, 
tout point est défini par trois nombres x, x*, x° appelés coordon- 
nées du point. Les lignes le long desquelles deux coordonnées quel. 
conques demeurent constantes sont dites courbes coordonnées 
(fig. 1). Par exemple, la ligne sur 
laquelle z* — const, zx — const 


Tr? définit la courbe coordonnée x!, 
les différents points y sont fixés 

: par des valeurs de x}; des x! 

Z croissants définissent le sens de 


la ligne. Par chaque point de 
l'espace, on peut mener trois 
courbes coordonnées. Les tan- 
Fig. 1. Systèmes de coordonnées DERUES, aux courbes coordonnées 
curvilignes et cartésiennes en chaque point ne sont pas 
.coplanaires et forment, en géné- 
ral, un trièdre non orthogonal. 
Quand les courbes coordonnées x!, x°, x sont droites, elles cons- 
tituent un système de coordonnées rectilignes, dans le cas contraire, 
on aura un système de coordonnées curvilignes. On verra dans ce 
qui suit la nécessité d'utiliser des coordonnées curvilignes en méca- 
nique des milieux continus. 


r! 


Notations pour les coordonnées et le temps. Nous convenons de 
désigner par x!, x°, x° les coordonnées dans tout système, y compris, 
parfois, le système cartésien, en laissant la notation x, y, : pour les 
coordonnées relatives au système de coordonnées cartésiennes ortho- 
gonales ; le temps est noté par t. 


Mouvement d'un point. Ün point est en mouvement par rapport 
au système de coordonnées x}, x°, x° si ses coordonnées varient en 
fonction du temps: 


a = fi(t) (i = 1, 2, 3). (1.1) 
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Le point mobile s'identifie, aux différents instants, avec des points 
d'espace différents. Le mouvement d’un point est défini si l'on 
connaît les fonctions (1.1), dites lois du mouvement du point. 


Mouvement d'un continuum. Le milieu continu représente un 
ensemble ininterrompu de points. Par définition, connaître le mou- 
vement d'un milieu continu c’est connaître le mouvement de tous 
ses points (l'étude du mouvement d’un volume de milieu continu 
tout entier n'est pas suffisante). 


Sur l’individualisation des points d'un continuum. Le problème 
consiste à savoir individualiser les points de continuum qui sont 
géométriquement parfaitement identiques. On verra par la suite 
que les règles d'’individualisation utilisées dans la théorie sont 
déterminées, en général, par le fait que le mouvement de chaque 
point du milieu continu est soumis à certaines lois physiques. Les 
points individuels d’un milieu continu sont donnés, par exemple, 
par les valeurs de leurs coordonnées initiales. Nous désignerons les 
coordonnées des points à l'instant initial {, de deux manicres: par 
a. b, c ou par Ë!, E*, ES, et les coordonnées des points à l'instant 
arbitraire par x!, 2", 


Equation du mouvement du continuum. Pour tout point du 
continuum fixé par les coordonnées a, b, c on peut avoir une équation 
du mouvement traduite par les fonctions de quatre variables qui 
sont les coordonnées initiales a, b, c et le temps t£ et non pas d'une 
seule variable, comme c'est le cas d'un point isolée. On a alors 


x? = xl (a, b, c, t), 
z® = zx (a, b, c, t), ou zx = zx (a, b, c, t). (1.2) 
2 = 2 (a, b, c, t) 


Si a, b, c sont fixes et { varie, (1.2) donnent la loi du mouvement 
d'un point fixe du continuum. Si a, b, c sont variables et t fixe, 
les fonctions (1.2) fournissent la distribution des points du conti- 
auum dans l’espace à l'instant donné. Si «a, b, cet t sont tous varia- 
bles, les formules (1.2) décrivant le mouvement du milieu continu 
sont, par definition, l'équation du mouvement du continuum. 


Variables de Lagrange. Les coordonnées a, b, c ou &!, E°, ES 
(ou. parfois, leurs fonctions) qui individualisent les points du con- 
tinuum et le temps # portent le nom de variables de Lagrange. 

Le problème principal de la mécanique des milieux continus 
consiste à rechercher les fonctions (1.2). 
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La notion de loi du mouvement sera présente d'une façon expli- 
cite ou implicite, dans ce qui suit. 

Notons pour plus de généralité que le milieu continu, tout en 
représentant un ensemble de points, n'est pas nécessairement un 
corps matériel. Ainsi, par exemple, on peut convenir de figurer les 
prix des marchandises par des points sur le plan et étudier le mou- 
vement des prix dans le domaine économique par les méthodes de 
la cinématique des milieux continus. 

J1 est également possible, et on le fait souvent, d'analyser les 
lois des déplacements dans l’espace de différentes configurations du 
mouvement des éléments matériels en faisant l’abstraction d'’élé- 
ments matériels eux-mêmes. Par exemple, quand on observe, par 
temps de vent, la surface ondulée du champ de seigle, on peut parler 
des déplacements des dépressions et hauteurs maxima de la nappe 
de seigle sans se soucier des épis eux-mêmes. 

Ainsi donc, en cinématique, on traite un milieu continu comme 
un être géométrique abstrait, sans y voir seulement un corps maté- 
riel. Le mouvement d'un milieu continu est soumis à diverses lois. 
Celles-ci peuvent être des lois physiques connues dans l'ensemble 
comme c'est le cas pour le mouvement d’un corps matériel; pour 
le mouvement des prix dans le domaine économique, il s'agit de 
lois mathématiques dont la plupart sont encore à établir. 


Continuité des fonctions de l'équation du mouvement. Si nous 
voulons utiliser pour l'étude de la mécanique des milieux défor- 
mables le calcul différentiel et intégral, il faudra admettre que les 
fonctions qui composent l'équation du mouvement du continuum 
soient continues et continüment dérivables par rapport à toutes 
leurs variables. Toute générale qu'elle soit, cette hypothèse limite 
considérablement le domaine des phénomènes étudiés. 

L'eau, par exemple, peut être aspergée; les éléments d’eau ini- 
tialement infiniment proches les uns des autres ne le seront plus 
dans les instants ultérieurs. Ce genre de phénomènes ne se prête 
pas à la description si l’on suppose la continuité des fonctions com- 
posant l'équation du mouvement. Dans bien des problèmes, on 
sera contraint d'affaiblir l'hypothèse de la continuité du mouve- 
ment et de considérer les fonctions ou leurs dérivées comme discon- 
tinues sur certaines surfaces. L'exemple en est fourni par les ondes 
de choc que l’on analysera plus loin. Soulignons toutefois que l'étude 
des mouvements discontinus s’appuie sur la théorie des mouvements 
continus. 


Biunivocité des fonctions de l'équation du mouvement. Les 
observations physiques nous suggèrent l'hypothèse selon laquelle 


les fonctions z° = x'(£l, E?, E3, {) à chaque instant fixé { — const 
sont biunivoques. 
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Comme on le sait, dans ce cas le jacobien 


dr1 dr! Ôx! 
O1 dE dE 
A = 0x" (7 GE 
_ J'éët Of dE 
0x3 Ori Ôr3 
Et VE  0E 


ne se réduit pas à zéro en tous les points d’un certain volume fini. 
Si A 0, les formules (1.2) sont résolvables relativement à Et, 
E*, E* et La solution se présentera sous forme de fonctions univoques 
continues 


Ei = Ei(rt, x, 28, 1). (1.3) 


Propriétés générales des applications biunivoques continues. L’en- 
semble de valeurs x', x°, x forme dans l’espace un domaine D occupé 


MERE) ME!z?13) 
ÿ S 
zê 
DA V 
Fig. 2. Mouvement d'un continuum. Pour {1 = to, 21 = El, r°= 6", m=E 


par le corps à l'instant donné t. Si les coordonnées Ê E*, E$ sont 
envisagées comme valeurs des coordonnées x!, z*, zx° à un autre 
instant {,, le domaine D, des variations de Ei, E2, ES correspond. au 
volume du corps à l'instant 4,. 

Dans ce cas les équations du mouvement (1.2) et (1.3) peuvent 
être considérées comme des transformations biunivoques et bicon- 
tinues des domaines D et D,. 

Comme on le sait, les propriétés topologiques générales de telles 
transformations consistent en ce qu’un volume V, se transforme 
en un volume V, une surface S, en une surface S, une courbe L, 
en une courbe L, et en outre, une surface fermée se transforme en 
une surface fermée, une courbe fermée en une courbe fermée (fig. 2). 
Par exemple, un volume ne peut se transformer en un point, car 
la correspondance biunivoque serait rompue; de même, une courbe 
fermée ne peut jamais se transformer en une courbe non fermée. car 
ceci contredirait la condition de la continuité. 
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Système de référence. Le mouvement d’un continuum, comme 
tout mouvement, est observé par rapport à un système de coordon- 
nées x}, x°, x°, système de référence de l'observateur. Le système 
de coordonnées est choisi d'une façon arbitraire, par convention, 
compte tenu des conditions de l’étude. En pratique, il est souvent 
lié à la Terre mais peut tout aussi bien être rattaché au Soleil, aux 
astres, à l'avion, à la voiture, etc. Il peut être mobile ou immobile 
selon les conditions qui président à son introduction. 

En mécanique newtonienne, une importance physique particu- 
lière s'attache à l'analyse du mouvement par rapport aux systèmes 
de coordonnées d'inertie, ces derniers étant en translation relative 
à une vitesse constante dans le temps. L'existence de tels systèmes 
(étroitement liée aux postulats sur le caractère euclidien de l’espace 
physique et sur le temps propre absolu et identique pour différents 
points) est le postulat fondamental de la mécanique de Newton *). 

En physique classique, toutes les lois physiques sont formulées 
dans les systèmes de référence d'inertie et ne dépendent pas du 
choix de ces derniers. C’est le principe bien connu de la relativité 
de Galilée-Newton. 

La pratique quotidienne adopte en tant que système d'inertie 
le système de coordonnées cartésiennes où les astres éloignés sont 
supposés immobiles. 


Repère concomitant. L'étude du mouvement du milieu continu 
exige en outre l'introduction d’un système de coordonnées concomi- 
tant. Un point individualisé de l’espace de coordonnées zx, x°, x° 
est également repéré, dans le domaine D, par les coordonnées lIa- 
grangiennes El, E*, E%. Celles-ci forment, dans le même espace, un 
système de coordonnées curvilignes mobile déformable que nous 
appellerons repère concomitant. Ainsi, lorsqu'on choisit à l'instant 
initial ?{, des courbes coordonnées Eï, £*, ES constituées par des points 
du milieu continu, alors à l'instant suivant elles se transforment 


*) La théorie de la relativité restreinte stipule également l'existence des 
systèmes de coordonnées d'inertie liés entre eux par la transformation de Lo- 
rentz, mais l’espace physique est considéré comme un espace quadridimensionnel 
pseudo-euclidien de Minkowski (la quatrième coordonnée est proportionnelle 
au CRE propre). Cette théorie, elle aussi, prévoit l’utilisation des systèmes 
de coordonnées mobiles pour les observateurs analysant le mouvement relatif. 

En théorie de la relativité générale, tous les systèmes de coordonnées en 
mouvement relatif sont équivalents ; l'espace physique n’est pas donné mais se 
définit en supposant toutefois qu'il est quadridimensionnel ct riemannien, les 
lois de la théorie de la relativité restreinte étant valables pour les petits volumes. 

On notera ce fait curicux que la solution des problèmes correspondants révè- 
le une certaine ressemblance de l’espace riemannien multiplement connexe dans 
le sens topologique, vide (dépourvu de masses et de charges) avec l’espace cucli- 
dien où sont presents les champs gravitationnel et électrique dus aux masses et 
charges qui s'y trouvent. (Voir John A. Wheeler, Veutrinos, gravitation 
and geometry, Bologna, 1960.) 
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avec les points du continuum également en courbes coordonnées 
du repère concomitant. Même si elles étaient choisies droites à l’ins- 
tant initial, les coordonnées deviennent généralement curvilignes 
à l'instant suivant (fig. 3). 

Donc, un système de coordonnées lié aux éléments du milieu 
continu se modifie avec le temps. Le choix d'un tel repère est pos- 
sible à tout instant donné mais il nous échappe aux instants sui- 
vants, étant « figé » dans le milieu et se déformant avec lui. Plus 


L é? 
z$ É = lg £ 4 
( 4 
T2 
z! &’ £? ë’ £? 


Fig. 3. xl, x°, x — système de référence, El, E£°, ES — système concomitant 
lagrangien 


haut nous avons défini un tel repère figé dans le milieu comme un 
système de coordonnées concomitant. Tous les points du milieu 
continu sont toujours au repos par rapport au repère concomitant 
mobile, leurs coordonnées Eï, E*, £3% dans ce système ne variant pas, 
mais le système lui-même se meut, se détend, se comprime, se tord. 
La notion de système de coordonnées concomitant est une générali- 
sation pour le cas d’un milieu continu de la notion de repère propre 
du solide adoptée en mécanique rationnelle *). 

Lorsqu'on parle du mouvement du milieu continu, il faut toujours 
individualiser les points et par suite utiliser les coordonnées lagran- 
giennes. C’est pourquoi dans l’analyse d’un milieu continu mobile 
on prévoit un repère z?, x°?, x°, par rapport auquel on envisage le 
mouvement, et un repère concomitant. 

L'emploi de £?, £*, ES et de t en tant que variables indépendantes 
constitue le point de vue de Lagrange sur l’étude du mouvement 
des milieux continus qui s’appuie essentiellement sur la description 
de l'histoire du mouvement de chaque point de la matière pris à 


*) 11 va sans dire qu'il est A Me possible d'introduire mentalement, pour 
tout repère et en particulier pour le repère de l'observateur, un milieu idéalisé 
par rapport auquel le système envisagé soit concomitant. 

On peut introduire pour un même milieu des repères concomitants diffé- 
rents. C’est pourquoi on distingue parfois deux sens dans la notion de systèmes 
de coordonnées de l'observateur : le repère de l'observateur considéré comme un 
certain système invariant et le système conçu variable pour un observateur dans 
un repère donné. 
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part. Une telle description s'avère souvent trop détaillée et compli- 
quée dans la pratique mais elle doit être constamment implicite 
lorsqu'on établit les lois physiques. Outre la notion de loi du mou- 
vement, on se sert dans la mécanique des milieux continus de cer- 
taines autres notions indispensables, notamment de celles de vitesse 
et d'accélération des points du milieu continu. 


Vitesse. Soit un point d’un milieu continu situé en un point 
M de l’espace à l'instant tet en AJ” à l'instant £ + At et soit AZM" — 
— Ar. 

Ici Ar est un petit déplacement orienté du point individualisé 
du milieu continu au bout du temps At. Si l’on peut introduire dans 
l’espace un rayon vecteur 7 (ce qui est toujours possible dans l'espace 
euclidien), Ar représente alors l'accroissement du rayon vecteur du 
point considéré du milieu continu. 

En passant à la limite dans le rapport des quantités infinitési- 
males Ar et At lorsque At —+ 0, nous définissons la vitesse d'un 
point du milieu continu pour un espace non-euclidien, vitesse qui, 
dans le cas de l’espace euclidien, est représentée par la dérivée par- 


tielle par rapport au temps us du rayon vecteur du point du milieu 


continu dans le repère donné. Le vecteur vitesse est désigné par 
un v gras. 

Généralement, le rayon vecteur #7 est une fonction du temps ! 
et de trois paramètres El, E*, ES qui individualisent le point du 
milieu continu. Comme la vitesse est calculée pour un point indi- 
vidualisé du milieu, c’est-à-dire pour Et, E?, ES fixes, il est légitime 
de prendre la dérivée partielle de > par rapport à t: 


La vitesse est calculée par rapport à un système de référence. Elle 
est évidemment nulle dans le repère concomitant par rapport auquel 
le milieu est immobile. 


Vecteurs de base. Par chaque point de l’espace on peut tracer 
trois courbes coordonnées. Soit un point M (x!, x°, x), envisageons 
des segments orientés élémentaires A7.,, Ar,, Ar, issus de ce point 
M et le reliant aux points M; (xt + Azxt, 2°, 2%), M, (xt, x° + 
+ Az, x), M;(zt, x°, 2 + Am) respectivement. En tout point 
de l’espace on peut passer aux limites dans les rapports Ar;/Ax! 
ou Ar;/AË' (pour Ar‘—+ 0 ou AË°—+ 0), qui se trouvent être des 
vecteurs dirigés suivant les tangentes en M] aux coordonnées corres- 
pondantes. Dans l'espace euclidien, ces limites sont les dérivées 
partielles de r par rapport aux coordonnées respectives. Si l'on 
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prend pour Az° ou At° des longueurs d'arc suivant les courbes coor- 
données correspondantes, dr/0zx', 0r/0E' ont pour valeur l'unité. 
Introduisons les notations 


or ôr e , 
ri 91 et THE — (1.4) 


où 3, et 2, sont des vecteurs de base pour le système de référence et 
le système concomitant respectivement. Pour le système de coor- 
données cartésiennes zx!, r°, x° on propose les notations 23, — ë, 
9: = À, 93 = k, où à, j, k sont des vecteurs unitaires le long des 
axes des x, y, z respectivement. Si le système de coordonnées 2, 
z°, a ou E?, E*, ES est curviligne, 3, et 2; changent d’un point à l’autre 
et forment en chaque point de l’espace un trièdre en général non 
orthogonal. 


Composantes de la vitesse. Le déplacement infiniment petit d'ur 
point du milieu continu MM" — Ar peut être décomposé suivant 
les vecteurs de base 3,, 2:, 9, pris au point M: 


Ar = Axl9, + Azx°9, + Ara;, (1.5”} 


où Azxt, Azx*, Az sont les composantes du déplacement Ar. Dans la 
forme contractée, (1.5”) s'écrit 
3 
Ar = >. Ax'9; —= Ax'5;, (1 9) 
1 
3 


où l'on omet dans la dernière expression le signe de la somme >». 


1=1 
On procédera de la sorte par la suite, en sous-entendant la sommation 
chaque fois que les expressions du type (1.5) possèdent deux indices 
identiques dont l’un est en haut et l’autre est en bas. 

En divisant (1.5) par un élément de temps At qui correspond au 
déplacement d'un point du milieu du point M au point Af’ de l'espace 
de l'observateur et en passant à la limite lorsque Af — 0, on obtient 
par définition la vitesse d’un point du milieu continu: 

(7 dr " 
LE ni : — D = V0 9; = v191 + v°9: + vas, (1.6) 
d'où 


(Re), (EE) (5) 
— \ & J.i? TON dt }.i’ 7 \ à gi 
[= $ 


Les indices inférieurs £' montrent que les dérivées sont prises pour 
des paramètres constants Ë!, E*, ES individualisant le point du milieu. 
Les quantités v!, v*, v° sont dites composantes du vecteur vitesse v 
dans la base 3,, 3,, 294. En général, la vitesse et ses composantes 
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dépendent de Et, E*, ES, 4: 
vi vi(Et, Et, ES, à), 
Le = (6; 67, €, 0), 
9 = vo (ET, E°, E, 6). 


Adoptons pour l'emploi ultérieur les notations suivantes: les 
lettres v aux indices 1, 2, 3 désigneront les composantes du vecteur 
vitesse v dans tout système de coordonnées (y compris parfois le repère 
cartésien), les lettres u, v, w, les composantes du vecteur vitesse 
uniquement dans le système de coordonnées cartésiennes, uw étant 
la projection de v sur l’axe des x, v sur l’axe des y et w sur l'axe des z. 
Dans le repère cartésien, la position du point du milieu est carac- 
térisée par le rayon vecteur r: 


r = zi + yj +zk. 


On obtient pour la vitesse v 
v= (2) (LE) + (2) + (Ex 


ot Et 


donc 
_ {9x D A 21 =(+) 
u= (+ ja (ee Va ci 


Sur la notion de vecteur. Nous avons déjà introduit certains 
vecteurs, à savoir, la vitesse v, le rayon vecteur #7, le déplacement dr. 
Qu'entend-on par vecteur? Ce n’est pas un scalaire mais, tout comme 
un scalaire, il est invariant et, par suite, ne dépend pas du choix 
du système de coordonnées. On définit souvent le vecteur comme 
trois nombres, dits composantes du vecteur, qui se transforment de 
manière déterminée au passage d'un système de coordonnées à un 
autre. Cette définition est pourtant insuffisante, car un vecteur est 
toujours rattaché à une base, alors, en définissant un vecteur par 
ses composantes, il faut indiquer leur base. 

Dans le système de coordonnées cartésiennes, les composantes 
d'un vecteur sont associées à #,7, k; dans un système de coordonnées 
curvilignes quelconque, elles se rattachent aux vecteurs de base 3, 
qui varient d’un point de l’espace à l’autre. Ainsi donc, les com- 
posantes d’un vecteur dans un système de coordonnées curvilignes, 
à la différence de celles du système cartésien, dépendent essentielle- 
ment du point où ce vecteur est envisage. 

S'il s’agit, par exemple, d’un vecteur vitesse v pour chaque 
point de l’espace, il convient de considérer les nombres v!, v*, w” 
et les vecteurs de base 2,, 3., 2:, en définissant le vecteur v d'après 
(1.6). De façon analogue on peut représenter à l’aide de vecteurs de 
base tout vecteur dans le système de coordonnées envisagé. 
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Accélération. L'’accélération æ d’un point du milieu continu 
est, elle aussi, un vecteur 


a= | a) — q'9 
= ôt gi d 


où ai = a! (E1, E?, ES, à) sont les composantes de l'accélération. 
L'accélération &, comme la vitesse v, est calculée pour un point 
individualisé du milieu continu. On définit l’accélération dans le 
système de coordonnées de l'observateur zx, z?, r° où l’on établit 
l'équation du mouvement (1.2). Le système zx!, z°, x peut être 
mobile. 
Il convient de remarquer que les relations 
dv! x dv? 3 _ 0v$ 


EE = 
a = a QT QC = ——_— 


ot 


ne sont valables que pour le système de coordonnées cartésiennes 
et ne le sont plus dans le système curviligne. En effet, le vecteur 
accélération est défini comme la dérivée du vecteur vitesse par 
: Net ôv 

rapport au temps, c'est-à-dire a = (3) ,;; Or, le calcul des com- 
posantes de l’accélération se fait compte tenu du déplacement du 
point du milieu dans l’espace avec le temps et de la modification 
subie par les vecteurs de base 9, du repère curviligne, en passant 
d'un point de l’espace à un autre. 

Dans un système de coordonnées cartésiennes sont également 
vérifiées les formules suivantes: 


d2x dy ô°z 
PE iRaCe dE 2 3 
er ot? ? ns ot2 ” 


Dans bien des problèmes sur le milieu continu, au lieu de recher- 
cher les lois du mouvement on peut se proposer de trouver celle des 
composantes de la vitesse v' ou de l'accélération a en fonction de 
El, E3, ES ot de t. 

Soulignons bien que le point de vue de Lagrange sur l'étude du 
mouvement des milieux continus se fonde sur les lois physiques, car 
elles sont liées aux mouvements des points individualisés du milieu. 


$ 2. Description eulérienne du mouvement du milieu continu 


Fondement du point de vue d'Euler. Prenons un autre aspect 
du problème: au lieu de nous intéresser à l’histoire du mouvement 
des points individualisés d’un milieu, analysons ce qui se passe, 
aux différents instants, dans un point géométrique donné de l’espace 
par rapport au système de référence de l'observateur. La description 
eulérienne du mouvement d'un milieu continu consiste essentielle- 
ment à porter l'attention sur différents éléments du milieu continu 


3—0863 
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qui passent par ce point géométrique donné. Ainsi, on peut étudier 
le courant d’eau d’une rivière soit en suivant la trajectoire de chaque 
particule d’eau de la source à l'embouchure (c’est le point de vue de 
Lagrange), soit en observant les modifications du courant d’eau 
dans des endroits déterminés de la rivière, sans suivre chaque par- 
ticule dans son mouvement le long de toute la rivière (point de vue 
d’Euler). 


Variables d’'Euler. La description eulérienne est très courante 
dans les applications. Les coordonnées géométriques de l’espace 
xl, x°, 2° et le temps { sont nommés variables d'Euler. D'après 
Euler, le mouvement est connu si la vitesse, l'accélération, la tem- 
pérature et d’autres grandeurs qui nous intéressent sont données 
en fonction de xt, x°, x et de t. Si x!, x°, x° sont fixes et t est variable, 
les fonctions v= v(x!, z°, 2, t), a = a (x, x°, x, 1), T — 
= T'(x!, x°, x°, t) etc. traduisent les variations avec le temps de 
la vitesse, de l’accélération, de la température, etc. observées pour 
différentes particules passant par un point donné de l’espace. Pour t 
fixe et xl, x°, x° variables, ces fonctions donnent la distribution 
dans l'espace des caractéristiques du mouvement ; si x}, 2°, © et t 
sont variables, on a la distribution dans l'espace des caractéristiques 
du mouvement aux différents instants. 


Différence entre les points de vue de Lagrange et d'Euler sur 
l'étude du mouvement des milieux continus. Ainsi donc, d’après 
Lagrange, on décrit les variations de la vitesse, de l’accélération, 
de la température, etc. d’un point de matière individualisé, tandis 
que, selon Euler, on observe ces mêmes paramètres pour une région 
donnée. En suivant l’idée d’Euler, on veut tout connaître sur les 
particules entrant dans une certaine région d'espace. 

Il est clair que mathématiquement le point de vue d'Euler 
diffère de celui de Lagrange par ce que les variables eulériennes sont 
les coordonnées x}, x°, x° des points de l’espace et le temps t, tandis 
que dans la description lagrangienne les variables sont le temps f 
et les paramètres El, £°, ES individualisant le point de matière. 


Passage des variables de Lagrange aux variables d'Euler. L’équa- 
tion du mouvement d’un milieu continu est de la forme 


z'a' (ti, E D, (2.1) 


où les variables indépendantes E?, £°, E£%, £ sont les variables de 
Lagrange. En la résolvant par rapport à El, E*, ES, on obtient 


Pr Gi rzc,.), (2.2) 


autrement dit, nous sommes passés aux variables d’'Euler. Pour 
xl, x°, x° fixes, (2.2) indique des points (Et, E°, E%) du milieu qui, 
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aux instants différents, arrivent à un point donné de l’espace. Si 


la vitesse 
ÙU — Cv (E?, *, Le, l), 


a = a (E", E*, E*, t), 


l'accélération 


la température 
T=7T (8 ee ie t) 


et d’autres grandeurs sont données selon Lagrange, c’est-à-dire 
comme fonctions de Et, E*, £S et de ft, (2.2) permet de trouver les 
mêmes paramètres en fonclion des variables d'Euler zx, x°, x° et 
de t. Donc, si l’on connaît le mouvement dans la description de 
Lagrange, on passe à celle d'Euler en résolvant l’équation du mouve- 
ment (2.1) par rapport à E!, E*, ES, c'est-à-dire en lui donnant la 
forme (2.2) ; le passage de la description lagrangienne à celle d’'Euler 
se ramène simplement à la résolution des fonctions implicites. 


Passage des variables d'Euler aux variables de Lagrange. Suppo- 
sons donnée, au contraire, la répartition eulérienne des vitesses dans 
l’espace. Comment obtenir l'équation du mouvement, c'est-à-dire 
passer à la description lagrangienne? Prenons le système de coor- 
données cartésiennes x, y, Z, où sont connus 


u—=u(x, y,2,t)}, v=v(r, y, 2,1), w=w(x, y,2,t). 


Les composantes de la vitesse u, v, w sont les dérivées des coor- 
données correspondantes r, y, z par rapport au temps { lorsque les 
paramètres E!, £*, £% qui individualisent le point du milieu continu 
sont fixes. Ainsi donc, une fois u, v, w données en fonction des va- 
tiables d’'Euler x, y, z et de f, les relations 


dr d! dz 


GET = u (x, Us 2: L), = U (x, Us 2: t), TD Li (x; U, 2, t) 


représentent le système de trois équations différentielles ordinaires 
par rapport à x, y, z. En résolvant ce système, on obtient x, y, zen 
fonction de £ et de trois constantes arbitraires C,, C:, C4 qui se 
déterminent d’après les valeurs de x, y, z à un instant donné t, et, 
partant, représentent les paramètres individualisant le point du 
milieu continu, autrement dit, les variables lagrangicnnes. Ainsi, 
en résolvant ce système d'équations différentielles, on obtient 
l'équation du mouvement (2.1) à l’aide de laquelle on passe des 
variables d'Euler à celles de Lagrange dans toutes les formules de 
répartition de a, de 7, etc. Par conséquent, le passage des variables 
d'Euler aux variables de Lagrange, pour le champ de vitesses donné, 
est lié à l'intégration des équations différentielles ordinaires. 

Il va de soi que les descriptions lagrangienne et eulérienne du 
mouvement du milieu continu sont mécaniquement équivalentes. 


3% 
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$ 3. Champs scalaires et vectoriels, leurs caractéristiques 


Définition des champs scalaire et vectoriel. L'étude du mouve- 
ment d’un milieu continu nécessite l'introduction de grandeurs 
scalaires et vectorielles : température 7, vitesse v, etc. Ces grandeurs 
peuvent être envisagées en général dans différents systèmes de coor- 
données : dans celui de l'observateur ou dans le système figé dans 
le milieu. Elles se présentent en fonction de x}, x°, x° ou de E!, E2, ES, 
Dans chacun de ces systèmes, on peut relever un certain domaine, 
fini ou infini, et faire correspondre à chaque point de ce domaine 
un nombre, par exemple la température T', un vecteur, par exemple 
la vitesse v, ou, comme on verra par la suite, d’autres caractéristi- 
ques plus complexes. 

L'ensemble des valeurs de telle ou telle grandeur données en 
chaque point du domaine envisagé est appelé son champ. Si cette 
grandeur est un scalaire, c’est-à-dire un nombre dont la valeur dans 
le point donné est indépendante du choix du système de coordon- 
nées, le champ est dit scalaire. Tels sont par exemple le champ des 
températures, le champ des densités, etc. Si la grandeur envisagée 
est un vecteur, comme par exemple, la vitesse et l'accélération, le 
champ est vectoriel. Dans tout système de coordonnées z!, z°, x, 
la vitesse possède trois composantes v!, v*, v° et se définit, par consé- 
quent, pour un point et dans le repère donnés au moyen de trois 
nombres; c’est pourquoi le champ des vitesses, comme tout autre 
champ vectoriel, est équivalent à trois champs des projections du 
vecteur envisagé. Pourtant, bien que le vecteur ne dépende pas du 
choix du système de coordonnées, ses projections, elles, en dépendent. 
Etudions sur l'exemple du champ des températures 7 et celui des 
vitesses v certaines propriétés générales des champs scalaires et 
vectoriels. 


Dérivées particulaire et locale par rapport au temps. On peut 
donner la répartition des températures aussi bien selon Lagrange: 
T (Et, E?, ES, t) que selon Euler: T (x', x°, z°, t). Dans la des- 
cription lagrangienne, la variation de la température T en unité 
de temps t pour une particule d’un milieu continu se calcule sans 
peine. Elle est égale à la dérivée 


()r- 


Quelle sera la même quantité si la répartition de température 
est donnée en variables d'Euler T (x!, z°, 4, t)? Pour cela, il 
faudra passer des variables d'Euler à celles de Lagrange 


T2, 2,2, D — 
= [x! (E, É*, E°, t), z° (Es E: LE. t), 3 (E; E*, e”, t), #] 
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et utiliser la règle de différentiation d'une fonction composée. 
Alors 


oT oT ÔT f ôr! OT { Ox° ÔT / 0x 
re (Gr)at ôxi ôt ji+ oz? ET Le 073 ôt Le 


« # eo # 0 1 Ô 2 23 0 
où les dérivées D SE = se calculent pour Et, £*, E* constantes 


et, par conséquent, représentent respectivement les composantes 
de la vitesse v!, v*, v°. D'où 


ÔT ôT ; ÔT 
ot } = ôt ) + Ori 


Signalons qu’il n'est pas nécessaire de connaître complètement 
: . : OT 
l'équation du mouvement du milieu continu pour calculer (5) 
pour la fonction T (x!, x°, x°, t) donnée; le champ des vitesses 
v suffit. 

La dérivée (OT/6t),: caractérise la variation de la température 


avec le temps au point donné du milieu et elle s'appelle dérivée 
particulaire, ou matérielle, ou totale de la température 7 par rapport 
au temps £. Elle se note souvent dT/dt. La dérivée (5); décrit 
la variation de la température T en unité de temps au point donné 
de l’espace de coordonnées x!, z°, 1°; elle est appelée dérivée locale 
et est désignée par 0T/0t. Dans le cas général, la dérivée particulaire 


dT/dt n'est pas égale à la dérivée locale = , mais en diffère d’une 


quantité qui dépend du mouvement de la particule et s'appelle 
terme convectif. Ainsi, 


ar 


__ ôT ; ÔT 
ra TV Ga 


ox ‘ 


Nous remettons à plus tard la définition plus détaillée du terme 
convectif pour considérer à présent, toujours sur l'exemple du champ 
des températures, certaines notions qu'on peut introduire pour 
tout champ scalaire. 


Surfaces de niveau. Si la température 7 est donnée en fonction 
des variables d'Euler, il est alors possible d'envisager, à chaque 
instant donné ft, les surfaces 


T (x, y, z, t) = const 


appelées surfaces de même niveau, ou équipotentielles. Dans le cas 
du champ des températures on les appelle surfaces isothermes. 
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Dérivée suivant la direction. Ayant choisi sur la surface de 
niveau 7 = const un certain point A7. on peut observer les varia- 
tions de la température TZ en partant de ce point suivant les diffé- 
rentes directions. Désignons une direction quelconque par s. 

La limite 

’ AT ÔT 
lim — 
As—=0 As os 


est appelée dérivée de 7 suivant la direction s. Il est alors évident 
que si 8 = 8,, c'est-à-dire quesi la direction 8 setrouve dans le plan 


Fig. 4. Surfaces de niveau et vecteur gradient de la température 


tangent en A7 à la surface de niveau T7 = const, on aura 


OT : 
D (). 


Comme AT vaut T, — T, où T, -: const et T, = const sont des 
équations des surfaces équipolentielles voisines et, pour AT donné, 
la formule An — As cos & est vérifiée (voir fig. 4), il s'ensuit que 


TT cos a, (3.1) 


Us on 
où 0T/ôn est la dérivée suivant la normale n à la surface de niveau 
? # ee ?” OT - 
T = const, et a l'angle entre n et s. La dérivée — admet un maxi- 


mum dans la direction de la normale n (pour & = 0). 


Vecteur gradient. Introduisons maintenant un vecteur dirigé 

suivant la normale # dans la direction des T croissants et qui a pour 
ÔT : à ; 

valeur CS Appelons-le vecteur gradient d’une fonction scalaire, 


de la température en l'occurrence, et désignons-le par grad T': 


grad T — __ n°, 
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où n° est le vecteur unitaire de la normale n dirigée dans le sens des 

T croissants. Il est bien clair que la valeur absolue du grad 7 est 

plus grande là où les surfaces isothermes 7 — const sont plus serrées. 
Selon (3.1), la projection du vecteur gradient des températures 

sur une direction arbitraire s est bien la dérivée de la température 

suivant cette direction: 

- OT 

En particulier, les projections du vecteur gradient sur les axes de 

coordonnées xl, x°, x° sont égales à 


OT 
(grad T), i = FR 


Dans le système de coordonnées cartésiennes 


OT . OT . à 


Notons que 0T/ôzx, 0T/0y, 0T/9z peuvent être envisagés comme des 
composantes d'un vecteur, car 


ôT oT ôT 
est l’invariant et dr, dy, dz sont les composantes du vecteur dr. 


Dérivée convective. Faisant appel aux notions de vecteur gra- 
dient des températures et de produit scalaire, on peut donner au 
3 


a. 1 OT , , 2 $ e 
terme > V =, que nous avons appelé dérivée convective, la forme 
 i=1 

suivante : 

: OT 

JU Cr L 

D = UV crad 7 
On entend par dérivée la limite vers laquelle tend le rapport de 
l'accroissement de la fonction à l'accroissement de l'argument 
lorsque celui-ci tend vers zéro. De quel accroissement de la fonction 
s'agit-il lorsqu'on veut définir la dérivée convective? Ecrivons la 
dérivée convective de la température sous la forme 


v At-grad 7 
At 
Il est alors clair que vAt est égal au déplacement As (voir fig. 5) et 
pi T Li As-gradT i (grad T); As 
Oz àt.o At aAt-…o At E 
OT As AT 
=— Jim—= lim — 
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où AT est l'accroissement de la température dû uniquement au 
déplacement d’une particule du milieu continu dans le champ des 
températures de coordonnées variables d'un point à l’autre de l’es- 
pace avec la vitesse v pendant le temps Af (du point À au point B 
sur la figure )). 

Dans le cas général, la dérivée convective diffère de zéro, car 
les valeurs des températures aux points À et B ne sont pas les mêmes. 
Elle peut être nulle en l'absence de mouve- 
ment ou quand le gradient de température 
est nul, c’est-à-dire lorsque, à l'instant 
donné, la température ne change pas d'un 
point de l’espace à un autre (un tel champ 
est dit uniforme), ou lorsque le mouvement 
s'effectue le long de la surface de niveau 
T (x, y, z, t) = const pour £ = const. 


Fig. 5. Sur la notion de Formules donnant les composantes de l’ac- 
dérivée convective célération dans le système de coordonnées 
cartésiennes. Les notions de dérivées particu- 
laire, locale et convective par rapport au temps permettent d'établir 
les formules pour les composantes de l'accélération dans le cas où 
la vitesse est donnée d’après Euler. Supposons données, en repère 
cartésien, les composantes de la vitesse v!, v*, v* en fonction des 
variables d'Euler. 

Comment trouve-t-on les composantes de l'accélération? Etant 
donné que celle-ci se détermine pour une particule du milieu con- 
tinu, ses composantes se déduisent comme les dérivées particulaires 
par rapport au temps des composantes correspondantes de la vitesse, 
c'est-à-dire 

ôu du ou ou ôu ou 
ou Lo Per du (Sr) tutos +us, 


ov Ov dv Ov 
sn he (aitu toto. 


= (2) rebond 


Ces formules, soulignons-le, ne sont valables que pour le système 
de coordonnées cartésiennes. 


Mouvements stationnaires et non stationnaires. Différents pro- 
cessus et mouvements sont appelés permanents, ou stationnaires, 
si tous les paramètres qui les caractérisent et qui sont donnés selon 
Euler dépendent uniquement de x}, x°, x° et ne dépendent pas expli- 
citement du temps t. Ainsi donc, pour les mouvements permanents, 
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les dérivées locales par rapport au temps de tous les paramètres 
caractéristiques sont nulles, c’est-à-dire 


En particulier, on dit que le champ des températures est stationnaire, 
lorsque T = T (xt, x°, x“); sion a T = T'(xt, x°, x°, t), le champ 
est dit non stationnaire. Les températures T , les vitesses v et d'autres 
grandeurs réparties dans l’espace des zx?, x*, x° sont identiques à diffé- 
rents instants lorsque le mouvement est stationnaire et distinctes 
pour le mouvement non stationnaire. La notion de mouvement 
stationnaire joue un rôle très important dans les applications. 
Premièrement, on rencontre souvent dans la pratique des écoule- 
ments stationnaires, ensuite, l’étude de tels mouvements du point 
de vue d’Euler est plus simple du fait que le nombre de variables 
indépendantes est réduit de l'unité (le temps en est éliminé). 

Notons que le même mouvement peut être à la fois stationnaire 
ou non stationnaire. Ceci dépend du choix du repère par rapport 
auquel le mouvement est étudié. Ainsi, par exemple, le mouvement 
ondulatoire de l’eau engendré par un bateau qui se meut à vitesse 
constante paraît stationnaire à l'observateur mobile se trouvant sur 
le bateau et non stationnaire à l’observateur de la rive. La notion 
de mouvement stationnaire est donc relative. 

Remarquons que les deux observateurs envisagent, dans leurs 
systèmes de coordonnées, un mouvement défini par rapport au même 
repère : soit le mouvement absolu par rapport aux rives, soit le 
mouvement relatif par rapport au bateau. 


Lignes de vecteurs ; lignes de courant. Abordons maintenant 
la notion de lignes de vecteur que l'on peut introduire pour tout 
champ vectoriel. par exemple, pour le champ des vitesses v, des 
accélérations &, du gradient des températures grad 7, etc. Dégageons 
le sens de cette notion sur l'exemple des lignes de vecteur du champ 
des vitesses que l’on appelle lignes de courant. 

On sait que, pour donner le champ des v, il faut en chaque point 
de l’espace zx!, z°, x° et à chaque instant { donner le vecteur 


v = v'9; = v!9, + v°9, + vo, 


où v' (xl, x°, 2°, 1) sont les composantes de la vitesse dans la base 
9;. Cette exigence très forte peut être cependant quelque peu atté- 
nuée si l’on demande de donner % non pas à tous les instants f{, mais 
à un instant {, fixé. Le pas suivant dans cette voie d’affaiblissement 
de l’exigence ci-dessus est de demander qu’en tout point de l'espace 
x, x°, 2° et à un instant t, fixe soient données uniquement les direc- 
tions du vecteur vitesse, sans exiger la donnée de sa valeur. Il est 
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alors évident que la réponse à cette dernière exigence sera fournie 
par l'établissement d'une famille de lignes dont les tangentes en 
chaque point de l’espace coïncident, à l'instant donné #,, avec la 
direction du vecteur vitesse v en ce point. Ces lignes sont dites 
lignes de courant dans le cas du champ des vitesses ou lignes de 
vecteur pour le champ vectoriel arbitraire. 

Pour tout champ des vitesses v il est possible de construire une 
famille de lignes de courant et, une fois celle-ci construite, on con- 
naît la direction du vecteur vitesse v en chaque point, au sens 
des lignes près. Dans la pratique il est souvent utile de connaître 
les lignes de courant. On le fait par des méthodes expérimentales, 
notamment par la méthode de visualisation des courants. Pour 
déterminer expérimentalement les lignes de courant, on emploie la 
photographie rapide de l'écoulement des fluides auxquels on ajoute 
des particules de poudres spéciales en suspension, ou en créant 
des bulles d'air dans la masse de fluide, etc. Les particules étrangè- 
res qui se meuvent avec le fluide laissent sur les photos de petites 
traces qui reconstituent, dans leur ensemble, l’image des lignes 
de courant. On observe sans peine les lignes de force d’un champ 
magnétique. Pour cela il suffit de répandre sur une feuille de papier 
de la limaille de fer et d'approcher par en bas un aimant. Les lignes 
de courant s’observent également lors de l'écoulement de l'air 
autour d’une aile d'avion: le procédé que l’on emploie à cet effet 
consiste à coller sur l’aile de brins de soie et à photographier ensuite 
l'écoulement d'air dans une soufflerie aérodynamique ou directe- 
ment en vol. 


Equations des lignes de courant. Comment déterminer analyti- 
quement la famille de lignes de courant ? Posons le problème mathé- 
matique dont la solution donnera les lignes de courant. Ecrivons 
la condition selon laquelle un élément 


dr = dz' 3; — dx'3, + dr°2, + dr°2s, 
pris le long d’une ligne de courant et le vecteur vitesse 
v = v'9, = vl9, + va, + wa; 


sont parallèles l’un à l’autre: dr = dÀ-v. Ici dÀ est un paramètre 
scalaire qui peut être envisagé sur chaque ligne de courant Z comme 
la différentielle d'une fonction À (s, Z), où s est la longueur d'arc 
suivant la ligne de courant. On obtient en composantes 


soit 


= vi(zt,zt,as,t), i—1,2, 3. (3.2) 
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Ce sont les équations différentielles des lignes de courant. Elles 
diffèrent des équations différentielles donnant la loi du mouvement 
ou les trajectoires des particules du milieu continu qui ont la forme: 

dzri 


= v'(x!, 1°, x, (). (3.3) 


Les deux membres de l'équation (3.3) contiennent le temps #, 
tandis que dans (3.2) les dérivées se calculent par rapport à À et les 
deuxièmes membres sont les fonctions de £. En intégrant (3.2), on 
doit considérer { comme un paramètre cons- 
tant, qui est au contraire une variable 
dans les équations (3.3). 

En général, les lignes de courant et 
trajectoires ne se confondent pas. La famille 
de lignes de courant xz° = x" (cl, c*, c, à, 
t) dépend du temps et elle n’est pas la même 
aux instants différents. Pourtant, le para- 
mètre { n'entre dans les deuxièmes membres 
de (3.2) et (3.3) que lorsque le mouvement pig. 6. Mouvement de 
n’est pas stationnaire. Au cas d’un mouve- translation d'un solide 
ment stationnaire, la différence entre les suivant une circonférence 
équations (3.2) et (3.3) disparaît, se rédui- 
sant à la seule notation du paramètre de différentiation, ce qui 
n’est d’ailleurs d'aucune importance. Ainsi, les lignes de courant 
et les trajectoires se confondent si le mouvement est stalionnaire. 


Exemples des lignes de courant et des trajectoires. Envisageons 
quelques exemples. On appelle mouvement de translation d'un solide 
le mouvement pendant lequel un segment de droite quelconque du 
solide se déplace parallèlement à lui-même. Lors d'une translation 
tous les points du solide possèdent, à un instant donné, les mêmes 
vitesses, égales en grandeur et en direction. Par conséquent, les 
lignes de courant sont toujours droites dans ce cas. Et les trajectoires ? 
Le mouvement translatif d'un solide s'effectue suivant une trajec- 
toire arbitraire, y compris la circonférence (fig. 6). C’est pourquoi 
en général les lignes de courant et les trajectoires ne s'identifient 
pas dans Îla translation. 

Lors d'un mouvement arbitraire, les lignes de courant figurent 
les spirales, tandis que les trajectoires peuvent être quelconques. 

Est-ce qu'il existe des mouvements non stalionnaires au cours 
desquels les lignes de courant et les trajectoires se confondent ? 
Prenons en guise d'exemple le mouvement rectiligne d'un solide 
de vitesse variable. Les lignes de courant ainsi que les trajectoires 
sont droites en l'occurrence et le mouvement est sans nul doute du 
type non stationnaire. Il en va de même pour la rotation d’un solide 
avec une vitesse angulaire variable autour d’un axe fixe. En règle 
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générale, l'identité entre lignes de courant et trajectoires a lieu 
lors de mouvements non stationnaires, au cours desquels les vitesses 
au point donné changent avec le temps de valeur et non de direction. 

Par conséquent, les lignes de courant et les trajectoires coïncident 
pour les champs v (x!, x°, 2°) et v, = f(x!,zx°, 2°, 1) vw (xl, x, mn), 
où f(x’, x°, x°, t) est la fonction scalaire de ses arguments. 


Existence des lignes de courant. Les équations différentielles 
des lignes de courant (3.2) peuvent être récrites sous la forme 


di vtt? dt vw" (3.4) 


On peut poser le problème de Cauchy qui consiste à rechercher, 
pour une valeur donnée constante de t, des solutions z° (x!), x° (x!) 
qui, pour x! — zx! fixe, prennent les valeurs données x; et xÿ, autre- 
ment dit, il s’agit de mener par le point donné de coordonnées x, 
x5, x5 la courbe intégrale du système d'équations (3.4) (ligne de cou- 
rant). On sait de la théorie générale des équations différentielles 
que, lorsque dans un volume quelconque V les deuxièmes membres 
des équations (3.4) sont des fonctions univoques et continues, admet- 
tant les dérivées premières continues par rapport aux variables 
xl, x? et x°, dans les points du volume V le problème de Cauchy 
admet une solution unique. (Ce théorème est également valable 
sous certaines conditions plus générales.) Ainsi donc, pour des res- 
trictions assez générales on peut faire passer par tout point d'un 
volume donné du milieu continu mobile une ligne de courant et 
une seule. 


Points singuliers et critiques. Les conditions assurant l’unicité 
de la solution du problème de Cauchy peuvent ne pas être remplies 
en certains points du champ des vitesses. En ces points particuliers 
l'unicité de la solution du problème de Cauchy se rompt et les lignes 
de courant s’y entrecroisent ou se ramifient. Notamment, aux points 
où toutes les composantes de la vitesse v!, v*, v* se réduisent à zéro 
ou à l'infini, les deuxièmes membres des équations (3.4) deviennent 
indéfinis et ces points sont donc les points singuliers des équations 
différentielles des lignes de courant ; l'unicité de la solution du pro- 
blème de Cauchy peut y être rompue. Les points singuliers peuvent 
avoir la forme d’un centre, d’une selle, d’un foyer, d'un nœud ou 
être d’une forme encore plus complexe. 

Les points singuliers des équations différentielles des lignes de 
courant (3.4) sont appelés points critiques. Citons l'exemple impor- 
tant des points ou des lignes critiques dans l'écoulement où la vitesse 
s’annule. La figure 7 schématise les lignes de courant dans la section 
méridionale d’un écoulement qui se forme par suite d’un choc de 
deux filets liquides axialement symétriques se mouvant l’un à l’en- 
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contre de l’autre. Au centre de ‘la zone d'interaction des filets se 
forme un certain point critique À de vitesse nulle où il y a ramifica- 
tion des lignes de courant. 


Surfaces de courant, surfaces de vecteur. Par chaque point d'une 
courbe arbitraire C on peut mener une ligne de courant. Si en outre 
C n’est pas la ligne de courant, une surface se forme en chaque point 
de laquelle la vitesse v repose dans le plan tangent à la surface. 
Une telle surface est dite surface de courant. Lorsqu'une surface 
analogue est construite pour un champ vectoriel arbitraire, elle 
s'appelle surface de vecteur. Comment trouver l'équation de la 
surface de courant f (x!, x°,1*) — 
const? On conçoit que grad f 
dirigé suivant la normale à la 
surface f (x!, 2°, x*) — const est 
perpendiculaire au vecteur v, d'où 


œrad f-v = 0, 
c'est-à-dire que 


u+vL+u eo. (35) 


Nous avons obtenu l'équation 
différentielle aux dérivées par- 
tielles pour la détermintaion 
de la fonction f(x, y, 2). 

La méthode de construction Fig. 7. Au point critique À Ia vitesse 
des surfaces de courant décriteci- du fluide est nulle, les lignes de cou- 
dessus indique le moyen d'inté- FAR SV FOMEONE 
grer les équations aux dérivées 
partielles données sous la forme (3.5). L'intégration se ramène à la 
recherche d’une famille de lignes de courant traversant le contour C, 
c'est-à-dire à l'intégration d’un système d'équations différentielles 
ordinaires (les solutions de ces équations ordinaires sont appelées 
dans le cas général caractéristiques de l'équation aux dérivées 
partielles (3.5)). Il est clair que la solution unique ne s'obtient 
que dans le cas où le contour C'n'est pas lui-même la ligne de courant 
(cela revient à dire qu'il n’est pas une caractéristique). 


Tubes de courant, tubes de vecteur. Lorsque la courbe C est fer- 
mée, l’ensemble des lignes de courant qui passent par ses points 
forme un tube de courant; celui-ci est appelé tube de vecteur dans 
le cas d'un champ vectoriel quelconque. 


Champ de vecteurs potentiel, écoulements potentiels. Plus haut 
nous avons envisagé le vecteur gradient de la température 7. Une 
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question se pose alors : est-il possible de représenter le vecteur vitesse 
v comme le gradient d'une certaine fonction scalaire œ (x, y, z, t)? 
S'il existe une fonction œ (x, y, z, t) telle que 


_— 99 dep üp 


ENT 7 OV GG 


le champ des vitesses v est dit potentiel et la fonction œ, potentiel 
des vitesses. De manière analogue, on appelle un champ vectoriel 
quelconque À (x, y, z, t) potentiel s'il y a une fonction ® (x, y,z,t) 
telle que 


A = grad ® (x, y, 3, ?). 


Suivant les propriétés du vecteur gradient, la vitesse v est ortho- 
gonale à la surface équipotentielle @ — const dans le cas des écou- 
lements potentiels et elle est plus grande là où les surfaces équipo- 
tentielles sont plus denses; la projection de vw sur une direction 
quelconque s est la dérivée du potentiel @ suivant cette direction: 
vs — 0œp/ôs. Composons l'expression 


u dr + v dy + w dz. (3.6) 


Condition nécessaire et suffisante de l'existence du potentiel. 
Lorsque l'écoulement est potentiel, (3.6) est une différentielle to- 
tale (en coordonnées x, y, z) de la fonction q. En effet, 


u dr +vdy+uw di= © dx + € dy + LE d= dy. 


La réciproque est également vraie: lorsque (3.6) est une diffé- 
rentielle totale, l'écoulement s'avère être potentiel. Comme on 
sait, pour que (3.6) soit la différentielle totale, on doit avoir des 
égalités 

ou dv ou _ dw dv _ dw 
ôy 0x? d: 0x ' 0: dy 


qui représentent les conditions nécessaires et suffisantes de l’exis- 
tence du potentiel. On verra par la suite que les écoulements poten- 
tiels jouent un rôle important. Voyons maintenant quelques exem- 
ples. 


Ecoulement de translation. Un exemple de l’écoulement poten- 
tiel est fourni par un écoulement de translation de vitesse constante 
suivant l’axe des x. Ici u = us, v — w = 0 et comme 


le potentiel q est égal à @ = u,r + const. On en tirera sans peine 
deux conclusions évidentes. Premièrement, un potentiel se définit 
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d’après les coordonnées à une constante additive près; deuxième- 
ment, tout écoulement de translation est constamment potentiel. 
En effet, dans le cas général d'une translation u = us, v = Lo, 
w = Wo et ® = UoT + Coy + w0z + C; en outre us, Lo, Wo et C 
peuvent être des fonctions de é. 

Notons qu'il est plus facile d'étudier les écoulements potentiels 
que les écoulements non potentiels, car les premiers se définissent 


Fig. 8. Ecoulement d’une source et d’un puits ponctuels dans l’espace 


par une seule fonction œ (x, y, z, t), tandis que les mouvements 
de type général le sont par trois fonctions v! (x, y, z, t), v° (x, y, 
2, 1), 0° (x, y, z, t). 


Source et puits dans l’espace. Envisageons encore un exemple de 
l'écoulement potentiel qui nous sera utile ultérieurement. Soit 


7) 


où r= Var + y + 2, et Q = const ou Q — Q (t). Il est alors 
évident que les surfaces équipotentielles q — const sont, dans ce 
cas, des surfaces r — const, c’est-à-dire des splières concentriques 
de centre à l'origine des coordonnées. La vitesse v = grad œ est 
orthogonale à ces sphères, c’est-à-dire dirigée suivant les rayons. 
Les lignes de courant sont alors des rayons issus de l’origine des 
coordonnées. Soit Q >> 0; grad œ étant alors dirigé dans le sens des 
croissants, la vitesse v suit r. Lorsque Q << 0, v est dirigé suivant 
—T (fig. 8). La vitesse a pour valeur 


C9 


Ve re à 


_ 191 


LA 
ôr |  4xr? 


| (grad œ),| = 


La vitesse tend vers zéro lorsque r —+ © et vers l'infini lorsque 
r + 0. Les points « zéro » et « l'infini » sont critiques. Quand Q >> 0, 
on verra le fluide s’écouler dans toutes les directions partant de 
l'origine des coordonnées : l'écoulement de ce type est appelé source 
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ponctuelle de l’espace. Pour Q < 0 le fluide coule vers l'origine des 
coordonnées, un tel écoulement est appelé puits ponctuel. Dans le 
premier cas, le point infiniment éloigné représente un puits, dans 
le second, une source. 

Calculons le volume d’un fluide qui traverse en une unité de 
temps la surface sphérique S de rayon r centrée à l’origine des coor- 
données. Un élément do de la sphère est traversé en une unité de 
temps par un volume de fluide v do. Pour toute la sphère on a 


Je do = Anr°v = Q 


{& est mis devant le signe somme puisque sur la surface de la sphère 
v = const). Notons que les deux premières égalités sont vraies cha- 
que fois où v = v (r) et v est orthogonale à la surface de la sphère S. 
Le volume calculé du fluide est indépendant de r. Ainsi donc, bien 
que les vitesses ne soient pas identiques sur les diverses sphères de 
ravons différents centrées à l’origine des coordonnées, la constante 
© dans la formule (3.7) pour le potentiel o est le volume du fluide 
traversant, en une unité de temps, chacune de ces sphères. Q est 
appelé débit ou intensité de la source (puits). 

Lorsque Q = const, la source ou le puits sont d’une intensité 
constante; lorsque Q = Q (t), l'intensité est variable. Si à un instant 
quelconque Q varie dans l’origine des coordonnées, le champ des 
vitesses varie instantanément dans tout l’espace. Les signaux de 
variation de Q se répandent immédiatement dans tout le champ des 
vitesses, ce qui dans la réalité n’est évidemment pas possible, les 
perturbations se propageant à une certaine vitesse finie. C’est pour- 
quoi le champ des vitesses envisagé n'est qu'une abstraction qui 
ne reflète adéquatement la réalité que lorsque l’on a affaire à des 
écoulements des fluides où les perturbations se propagent à grande 
vitesse. L'eau dans laquelle la vitesse de propagation des pertur- 
bations faibles est de 1450 m/s est très souvent un tel fluide. 


$ 4. Eléments du calcul tensoriel 


Comme de nombreux paramètres du milieu continu sont de nature 
tensorielle il convient de donner ici quelques notions de calcul ten- 
soriel. Notons en passant que le scalaire et le vecteur sont aussi 
des tenseurs quoique des plus simples. Les vecteurs et les scalaires 
seuls s'avèrent insuffisants pour décrire le mouvement d'un milieu 
continu. 

Le système de coordonnées établit une correspondance entre 
les nombres et les points de l’espace. Par chaque point de l’espace 
passent trois courbes coordonnées. Ce peut être celles d'un système 
de coordonnées concomitant El, E?, ES, celles d’un système de l'ob- 
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servateur z!, x°, x° ou bien celles d’un système de coordonnées quel- 
conques. C'est pourquoi pour désigner le système de coordonnées 
on se servira dans ce paragraphe des lettres &!, £*, € ou des lettres 
nl, 1°, n°. 

Le système de coordonnées est choisi par le chercheur, donc il 
est indépendant du phénomène étudié. Tout en comprenant des 
coordonnées, les lois du mouvement ne doivent pas dépendre du 
choix du système de coordonnées. Elles doivent être invariantes 
par rapport aux systèmes de coordonnées, ce qui implique certaines 
restrictions concernant l'expression mathématique de ces lois. 


Transformation des coordonnées. Envisageons quelques notions 
indispensables de la théorie de la transformation des coordonnées. 
Soient deux systèmes de coordonnées &t, £*, Éet n!, n°, n° permettant 
chacun l'étude d’un mouvement. Soit la relation entre les deux 
systèmes 

C'=C (nt, n°, n°) (4.1) 


dite transformation des coordonnées. Proposons-nous de considérer 
les transformations continues biunivoques. Ces transformations 
forment un groupe. Cherchons des relations invariantes par rapport 
au groupe des transformations continues biunivoques. On a d’après 


(4.1) 


d= = Lu ant + di+-Æ dm, 
dé= À dn' + nn an? +5 du. | (4.2) 
ds ant 4 dt Ed | 
ou | 
dti — ” dw’, (4.2°) 


où la sommation sur j va de 4 à 3 et à parcourt les valeurs 1, 2, 5, 
ce qui sera implicite dans la suite. 

Ainsi donc, à proximité d’un point donné, il existe une relation 
entre les accroissements des coordonnées d£' et dn'. Les dérivées 
ô&*/ôn’ sont des fonctions du point mais elles sont constantes pour 
un point déterminé. Par conséquent l'expression (4.2) est la relation 
linéaire entre les accroissements des coordonnées d£' et dn' au point 
donné. Introduisons Îles notations 


(Plus bas on verra que la disposition et l'ordre des indices en haut 
et en bas sont d’une importance capitale.) Les quantités a’; for- 
4—0863 
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ment la matrice 
de 
la.;l]= A, 
où le premier indice à désigne sa ligne et le deuxième j marque sa 
colonne. La biunivocité implique que le JacopIen de la transfor- 
mation, égal au déterminant de la matrice || a .; ||, diffère de zéro, 


ie. A = la’; 310. Comme AO,ils "ensuit que les relations 
linéaires (4.2) sont résolubles par rapport à dn‘' et l’on peut écrire 
avec (4.2) les formules suivantes 


à oni 
dni = FE dé. (4.3) 
Introduisons la matrice 
B=|b:;||, 
où 
= 
Li 


Les matrices À et B sont introduites pour les transformations 
directe et inverse. Elles sont biréciproques, c’est-à-dire que leur 
produit est une matrice unité. En effet 


A-B=la;lelé xl 156% | 
or 
ôti j : ôti | pour ik, 
dni 6h otk | O0 pour ik, 


puisque 61, £*, &% tout comme n!, n°, n° sont des coordonnées indé- 
pendantes. Dans la suite on utilisera les symboles de Kronecker 


4 pour i=k#, 
si | : 


0 pour ik. 
On a 
1 O 0 
A-B=16:1-10 1 O|-E, 
0 0 1 


où E est une matrice unité. Il est clair que le déterminant de la 
matrice B 


À 
B51=--. 


Les raisonnements ci-dessus concernaient l’espace tridimension- 
nel mais ils s'étendent à tout espace de 7 dimension, y compris les 
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espaces uni-, bi- et quadridimensionnels, en usage dans la mécani- 
que des milieux continus. 

Signalons qu'ici on n’a pas besoin de la métrique de l’espace. 
L'espace 6?, C?, &$ peut être non métrique ou muni d’une métrique 
très complexe. 


Vecteurs de base. Reprenons la notion de vecteurs de base 
91, 9°, 94 afin de compléter l'exposé et de mettre en relief les points 
de vue utilisés. Supposons donnés dans un repère &?, &*, 6 le point M 


Fig. 9. Vecteurs de base 2,, 9, 3 


de coordonnées &1, £?, {3 et le point M” infiniment proche du premier 
avec les coordonnées &? + dé, &° + dé, &° + dé (fig. 9). Intro- 
duisons 

dr = MM, 


c'est-à-dire un couple de points M et M” infiniment proches con- 
sidérés dans l'ordre (un couple de points ordonné), et représentons-le 
sur le schéma par la flèche MM” entièrement définie par les coor- 
données des points M et M”. Considérons également une autre quan- 
tite 

k dr, (4.4) 


où Æ est un nombre quelconque ; la quantité 4 dr est dirigée suivant 
dr sik > 0 et opposée à dr si k << 0. Menons à partir du point 7 
trois courbes coordonnées sur lesquelles nous marquerons les points 
N,, N:, N3 définis chacun par l'accroissement d£t, ou d£*, ou dés 
respectif. Introduisons de la même manière que dr les quantités 
MN;:, MN;:, MN: ou, d'après (4.4), en posant k; — 1/dt*, les 


4% 
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quantités 


ôr 
Tor — Vi 


que nous appellerons vecteurs de base; ils sont dirigés suivant les 
tangentes aux courbes coordonnées. 

En cas général, dr est d'orientation arbitraire et l’on peut écrire 
par définition 


dr = dla, + d£°a, + dla, 


dti, dt?, d&ÿ étant appelés composantes de dr. Il est clair que les 
vecteurs de base 9,, 2., 3, du repèr: :*, £?, &3 ont toujours les com- 
posantes (1, 0, O0), (0, 1, 0), (0, O, {) respectives. On peut intro- 
duire les vecteurs de base aussi bien dans le système &}, &*, &$ que 
dans le système n!, n°, n°. Ils seront différents pour un même point 
dans les différents systèmes de coordonnées. Désignons par 29;, 2:, 
2. les vecteurs de base du repère n!, n°, n°, on aura 


dr = an; 


On voit que les composantes de dr et les vecteurs de base 3; 
dépendent du choix du système de coordonnées. 


Transformation des vecteurs de base et des composantes de dr 
lors du changement de système de coordonnées. Recherchons des 
formules qui permettraient d'exprimer les vecteurs de base 9; dans 
le nouveau système de coordonnées n!, n°, n° au moyen des vecteurs 
de base 2, dans l’ancien système &?, £?, &3. Il suffit pour cela de se 
servir de la définition des vecteurs de base 3; et 9;: 


PL LA LC = ja}; (4.5) 


Les composantes de dr sont reliées d’après (4.3) par la formule 
ani = b'; dt. (4.6) 


Signalons que les vecteurs de base 3, se transforment selon (4.5) 
par la matrice A et les composantes de dr. selon (4.6) par la matrice 
B inverse de A (on ne serait trop attirer l'attention sur la dispo- 
sition des indices dans (4.5) et (4.6)). 


L'invariance de dr par rapport à la transformation des coordon- 
nées. La quantité dr est invariante par la transformation des coor- 
données. En effet 


dr — dn/2; — b''idtia;, = dé, 
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puisque 


Il s'ensuit que l'expression de dr par les composantes et les 
vecteurs de base du système de coordonnées correspondant ne varie 
pas lors du changement de coordonnées, elle est invariante par les 
transformations des systèmes de coordonnées. 


Grandeurs covariantes et contravariantes. Les grandeurs qui se 
prêtent à une transformation analogue à celle des vecteurs de base 
9, selon (4.5) sont dites covariantes. Les grandeurs qui se transfor- 
ment par analogie avec les composantes de dr d'après (4.6) sont appe- 
lées contravariantes. Notons que les transformations engendrant 
les grandeurs covariantes et contravariantes sont réciproques. 


Définition du vecteur. Introduisons, d’après le modèle de dr, 
une quantité À en la représentant au moyen de la base de la manière 
suivante : 


A = A'ai. 


Ses composantes A° se transforment lors du changement de coordon- 
nées comme celles de dr, soit : 


A''=b:;,4?. 
La quantité À, invariante tout comme dr par la transformation 
A = A5,= A'in;, (4.7) 


s'appelle vecteur. 

L'invariance du vecteur À découle du caractère réciproque des 
transformations de ses composantes A‘ et des vecteurs de base 9. 
Les vecteurs de base portent chaque vecteur, leurs coefficients dans 
(4.7) étant, en général, les fonctions numériques du point M. 

Le vecteur À peut être d'une nature physique ou géométrique 
quelconque, mais il est toujours défini à l’aide des vecteurs de base 
par la décomposition (4.7), où les nombres (fonctions) A‘ dépendent 
du système de coordonnées. Les vecteurs de base 9, définissent les 
nombres A‘, tout en créant une nouvelle grandeur, le vecteur À. 


Produits polyadiques des vecteurs de base. Une question se pose : 
est-il possible d'introduire des quantités de base autres que 2;, qui, 
semblablement à 9;, opérant sur les nombres, permettraient de défi- 
nir des notions plus complexes que les vecteurs et de surcroiït inva- 
riantes par la transformation des coordonnées? La réponse en est 
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affirmative. On peut notamment introduire les quantités suivantes: 
Ei = 9191 Er = 919: Es; — 9,94, ÆEj = 9:0;, 
Es = 9:09», Eg = 9:93, Er 9391, Es — 930: Es = 9593 


et l’on peut considérer | 
T = T'E,, (4.8) 


où 7° sont des nombres dits composantes de 7 dans la base E, (i — 
Es  ) ? 

Les quantités de base Æ, sont appelées produits polyadiques des 
vecteurs de base 2, (dans notre cas ils sont dyadiques, car chaque 
produit se compose de deux vecteurs, mais on peut introduire le 
produit de plusieurs vecteurs du type 6, = 9:9,9:9,; dans l’espace 
tridimensionnel s = 4, 2, ..., 81). Par définition, les produits 
polyadiques des vecteurs de base sont linéairement indépendants, 
ce qui signifie que 7 = 0 si seulement 9 nombres T° sont nuls. Il 
est plus commode de se servir directement des notations 9,9; au lieu 
de nouvelles désignations E, et d'écrire l'égalité (4.8) sous la forme 


T = Tia). 


La multiplication polyadique des vecteurs constitue une certaine 
opération sur les vecteurs qui donne lieu à de nouvelles quantités 
(ni vecteurs ni scalaires). Afin de définir cette opération il suffit 
d'en indiquer les propriétés. En particulier, l’ordre des vecteurs 
multipliés (9,9: =£ 9:9.,) est d'une importance fondamentale. La 
multiplication polyadique est par définition linéaire (elle est dis- 
tributive, les multiplicateurs numériques peuvent être mis en fac- 
teur commun). Par exemple, l'égalité suivante 


9; (a9 + b9:) = aa,:9; + ba,9: (4.9) 


est vraie, où a et b sont des nombres. 

Le produit polyadique des vecteurs de base 23,9;, tout comme ces 
derniers, dépend du système de coordonnées. Les formules pour les 
transformations des quantités 9,9;s’obtiennent en se référant à celles 
de 9, et en se servant de la linéarité du produit polyadique. Elles 
ont la forme suivante: 


219; = dia ;9 4: (4.10) 
Les composantes des produits polyadiques (dyadiques) 9,9; dans le 
système de coordonnées correspondant s’écrivent sous forme de 
matrices composées d’une unité, le reste étant des zéros. Par exemple, 
les composantes de 9,9, forment la matrice 


0 1 0 
0 O0 O0 
0 O0 0 
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Les produits polyadiques permettent d'introduire des quantités 
appelées tenseurs. 
Exigeons que T° 3,9; soit invariant par le changement de coor- 
données, c’est-à-dire que 
TÜ3,2,= T'V9:5;, (4.11) 


où TŸ et T'Ÿ se rapportent aux systèmes de coordonnées différents. 
D'où et de la formule de transformation des produits polyadiques 
(4.10) il est immédiat que T°? se transforment au changement de 
coordonnées selon les formules 


T'Ÿ = bb TP. (4.12) 

Définition du tenseur. La quantité invariante — T°9,9; 
est appelée tenseur du deuxième ordre. Le nombre des indices de 
ses composantes est l’ordre du tenseur. Bien évidemment, un vecteur 
est un tenseur du premier ordre. 

Comme dans le cas du vecteur À, l’invariance du tenseur 7 est 
assurée par la réciprocité des transformations des produits polyadi- 
ques (4.10) et des composantes du tenseur (4.12). 

On définit de même le tenseur de n'importe quel ordre. Voici 
en guise d'exemple celui du cinquième ordre 


T = TMS ,9,92919m = T'P9 9598919m) (4.13) 
où les quantités régissant les nombres T°*!" sont maintenant les 
produits polyadiques 9,9;9:9:9,, qui se transforment selon (4.10), 
tandis que les composantes du tenseur le sont selon (4.12). 

Soulignons que le vecteur et le tenseur se définissent comme des 
êtres indépendants des transformations des coordonnées et non pas 


comme un simple ensemble de composantes qui se transforment 
suivant une loi donnée *). 


*) Nous avons défini les vecteurs et tenseurs comme des êtres invariants 
dont les bases et les composantes se transforment lors du changement de coordon- 


nées n° = n (E!, E?, ES) à l'aide des matrices réciproques a. — 0E'/ôn° et pt: . 
— ôn/0Ei. On peut introduire de manière analogue d'autres êtres de base e 
tels que leurs transformations soient définies par d’autres matrices A? et B? 
(liées d’une autre façon à la transformation des coordonnées) conduisant à des 
êtres invariants correspondants Q = Qîe; = Q'iei, P = Piiee; = P'hleie,, 
etc., de sorte que l’on aura 

ei=Aie;, Q'i=BIQi, P'=BÉBPi, AB} = 6}. 


_ Par exemple, lorsqu'on étudie les transformations orthogonales, on intro- 
duit, outre les vecteurs et les tenseurs, les spinors et les spin-tenseurs dont les 
êtres de base et les composantes se transforment à l'aide de certaines matrices 
Ai et B° qui sont d’autres (ne coïncidant pas avec a’; et b':) représentations 
matricielles du groupe des transformations orthogonales de l’espace. 

Au même ensemble des composantes peuvent correspondre, mathématique- 
ment et physiquement, des tenseurs différents lorsque les vecteurs de base, qui 
suivent la même transformation, sont différents. 
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Tenseurs symétriques et antisymétriques. Les composantes ten- 
sorielles T°, TM définies par (4.11) et (4.13) se transforment de 
façon contravariante et sont dites composantes contravariantes 
d’un tenseur. 

En général toutes les composantes du tenseur T sont différentes. 
Si, pourtant, les valeurs des composantes du tenseur T se conservent 
lors de la permutation d'un couple d'indices, par exemple Ti!" — 
— Th ce tenseur est appelé symétrique par rapport à ces indices. 
La règle de transformation des composantes du tenseur (4.12) fait 
voir que la symétrie d’un tenseur est invariante par transformations 
des coordonnées. 

Si, lors de la permutation d’un couple d'indices, les composantes 
du tenseur 7 changent de signe, c'est-à-dire que TX" — __Trikim 
ce tenseur 7? est dit antisymétrique par rapport à ces indices. La 
propriété d’antisymétrie du tenseur est également invariante par 
transformations des coordonnées. ., . 

Si l’on considère un tenseur T = T"3,9;,, l'être T* — T*"3;3,, 
où T#— T7) est également un tenseur, T = T* n'étant vrai 
que pour un tenseur symétrique. 


Addition des tenseurs, multiplication d'un tenseur par un nombre. 
Composons à partir de deux tenseurs À — A" 2,9,9, et B — 
— B"*9,9,9, la combinaison À +B = (4°*+ Bÿ*) 9,9,9, qui sera 
de toute évidence un tenseur. Ce nouveau tenseur À + B est dit 
somme des tenseurs À et B. Ainsi donc, en s'appuyant sur la règle 
précédente, on peut former à partir de tenseurs donnés de nouveaux 
tenseurs qui sont leur somme ou leur différence. On ne peut addi- 
tionner ou soustraire que les tenseurs du même ordre. 

De même, si À est un tenseur, la quantité C = k-A, où À est 
un nombre quelconque indépendant du système de coordonnées 
(scalaire), est également un tenseur. 


Opérations de symétrisation et d’alternation. En se servant des 
règles d’addition des tenseurs et de multiplication d'un tenseur 
par un nombre on peut faire correspondre à tout tenseur du second 
ordre T? — T”3;,9;un tenseur symétrique 


To= (T5 + TŸ) o10, 
et un tenseur antisymétrique 
Tam (TÈ— TÉ) 9505. 
Les opérations conduisant à T, et T, sont appelées respective- 


ment symétrisation et alternation. Si ZT est symétrique, To — 
et T, — 0; si T est antisymétrique, 7, =0et T, —T 
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Notons que, par définition, un tenseur est nul si toutes ses com- 
posantes sont nulles. 


Formules de transformation de vecteurs de base contravariants. 
Les vecteurs de base 9; se transformant selon (4.5) sont nommés 
vecteurs de base covariants. Soit un tenseur du second ordre x — 
— x"9,9;. Introduisons dans un système de coordonnées £!, £?, &° 


= x, (4.14) 


où par exemple x1° 9;= x119, + xl29, 9, — 9! représente la 
somme de trois vecteurs de base 2, multipliés par les nombres #!?. 
De façon analogue, définissons dans un autre système de coordon- 
nées n!, n°, n° 

97 = 4% Pa. 


A partir des formules de transformation de, xP1 (4.12) et de à, 
(4.5) on obtient avec leur concours celles de 2': 


9'P= x Pl = bib a ta or = Dixlo,—bi9i, (4.15) 


car ba, = 6:;. On remarque que les 2! se transforment de façon 
contravariante ; ils sont appelés vecteurs de base contravariants. 
Ainsi à l’aide d'un tenseur quelconque du second ordre on peut 
introduire les vecteurs de base contravariants 9°. Signalons que si 
les vecteurs de base covariants 9, ne dépendent que du système de 
coordonnées, les vecteurs contravariants dépendent aussi bien du 
système de coordonnées que du tenseur *x qui les « produits. 


Composantes covariantes du tenseur *x. Connaissant les vecteu s 
de base contravariants 9°, on peut essayer de trouver les vecteurs 
de base covariants 9;,c 'est-à-dire de résoudre (4. 14) par rapport à 3, 
Dans ce but il faut introduire la matrice || KL) || 2 de la matrice 
I x || en respectant la condition Det || xt? || 

On sait par l'algèbre que 


PER LE (4.16) 

A 
où k: sont. les cofacteurs des éléments de la matrice || xÙ [| et À = 
= Det || x |. Ainsi, connaissant la matrice || x || de déterminant 


non nul, il est possible, selon (4.16), de composer la matrice || x;; || 
et donc de résoudre (4.14) par rapport à 29,;. Dans un système de 
coordonnées quelconques Ët, £?, &5 on a 


9,=%j9". (4.17) 
Semblablement dans un autre système n!, n°, n° 


25 = 49" 
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En partant des formules connues de transformation de 9; (4.5) et 
de 9° (4.15) on obtient celle des composantes x;. En effet, 


= nn = doi = cn = ad ii 9"! 
d'où 
— 01: 
Hji = AA TiR Lg. (4.18) 


Un voit que l'expression %;,,9 197, où 99 ‘sont des produits polyadiques 
des vecteurs de base ContrAVarianle 9! se transformant selon les 
formules 


= bible, 


est un être indépendant du choix du système de coordonnées, puisque 
les Xi 5€ transforment de façon covariante et les produits polyadiques 
y'a’ de façon contravariante. En outre, d’après (4.14) et compte tenu 
de ce que la matrice Xi j est l'inverse de la matrice x , On a 


Kij9 9° = KPH 49 Da = À 19:94. 


Jl s'ensuit que %:;;, peuvent s'appeler composantes covariantes 
dans la base contravariante 9° du tenseur du second ordre x considéré 
plus haut. Pour plus de simplicité nous ar Aa dans la suite 
que x est un tenseur symétrique, i.e. x” ‘et, par conséquent, 

Hij — Kyji- 


Composantes covariantes d'un vecteur arbitraire. Pour tout 
vecteur À on peut écrire évidemment 


A — A); = AŸx,9 —= A39!, 
si l'on pose 
À; = #34. (4.19) 


On voit que l'indice des composantes contravariantes 4’ du vecteur 
A, tout comme celui des vecteurs de base contravariants 9°, s’abais- 
se à l’aide des composantes contravariantes du tenseur %x (4.19) et 
(4.17). Par conséquent les À; se transforment comme 5;, i.e. de façon 
covariante : 


, R:. 
A; =a.;Ar. 


On désigne par À, les composantes covariantes du vecteur À dans la 
base contravariante 9°. Il s'ensuit que pour chaque vecteur À on 
peut introduire les composantes À’, dites composantes contra- 
variantes, transformables par la matrice B, et les composantes À; 
dites composantes covariantes, transformables par la matrice A. 
Dans le cas général les composantes covariantes et contravariantes 
d’un vecteur sont distinctes, 4? À ;. 
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Composantes covariantes et mixtes d'un tenseur. Les raisonne- 
ments que l’on a tenus pour un vecteur peuvent s'appliquer à un 
tenseur de n'importe quel ordre; on obtiendra par exemple, dans le 
cas du tenseur du quatrième ordre 


T = Tikl5.3 39Rk91 = TÜAly, pKja%amin9 919" 9" — 
= T pgmn9° 99" 9" = THhly, pKhg990919; = 
= T',.9:9P913,. (4.20) 
Les composantes T,omn Sont dites composantes covariant:s et les 


composantes T Le sont dites composantes mixtes (c”variantes sui- 
vant les indices p, g et contravariantes suivant i, /) du tenseur 7. 
Les formules de transformation des composantes mixtes sont de la 
forme suivante: 
‘mn 1-1! mm: T° A°28° 
| Een = T .p9.0.i .nd.r ls 
c'est-à-dire que la transformation esl covariante suivant les indices 
inférieurs 7, r et contravariante suivant les indices supérieurs m, s. 


Jonglerie avec les indices. Il découle de ce qui précède qu’au 
moyen du tenseur *x on parvient à abaisser ou élever les indices des 
composantes de n'importe quel tenseur. Cette opération est dite 
jonglerie avec les indices. En guise d exemple considérons 


T = T,59° 3 = Ti;x! Rp, 9° = Tr: 3989" ‘ (4.21) 


où l’on remplace l'expression de 7 en composantes covariantes 7';; 


par celle en composantes mixtes T*:. L'abaissement des indices dans 
(4.20) est effectué à l’aide de x; ,, tandis que x°? les fait monter dans 
(4.21). 

Remarquons qu'on ne peut additionner ou soustraire que les 
composantes ayant la même disposition d'indices. La symétrie ou 
l'antisymétrie des tenseurs étaient définies également par rapport 
aux indices disposés identiquement. 


Longueur d'un vecteur. Tous les raisonnements ci-dessus se 
rapportent à un point de l’espace quelconque mais fixé. Introduisons 
maintenant la métrique des espaces, i.e. indiquons le moyen de 
définir les distances dans les espaces. l’our définir la longueur d'un 
vecteur il suffit de connaître les produils scalaires des vecteurs de 
base 


did = Gi); 


qui en un point donné sont, en général, des nombres quelconques. 
Le carré de la longueur du vecteur dr” est égal par définition à 


dr |°= ds? = dr dr = dti dt? 9,-9,— dt dû gs, (4.22) 
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celui d’un vecteur quelconque est 
| A Ê = A Ag. 


La longueur de tout vecteur s'exprime au moyen de ses composantes 
et des produits scalaires des vecteurs de base g:;. 

La condition d’invariance de la longueur | dr | par rapport au 
choix du système de coordonnées se traduit par la formule 


dr = gpa dn? dnf = gi dti dt = giya eq dn? dm. 


Tenseur métrique fondamental. Ceci nous conduit aux formules 


tensorielles de transformation de g;;: gpy = 4.10 gBi;- Aussi, en vertu 
de l’invariance de la longueur | dr |, les quantités g;; sont- elles con- 
sidérées en tant que composantes covariantes du tenseur g = £;,9 LA 
dit tenseur métrique fondamental. 

Par définition du produit scalaire, le tenseur g est un tenseur 
symétrique : 


Bi = Eji- 


La forme (4.22), bilinéaire par rapport aux accroissements des coor- 
données dt', est appelée forme bilinéaire fondamentale; elle donne 
la métrique, ou la distance, de deux points proches de l'espace. 


On connaît de l'algèbre que toute forme bilinéaire à coefficients 
constants peut être ramenée à la forme canonique, c'est-à-dire qu’à 
chaque point donné on peut associer les coordonnées x}, x?, r° telles 
que la forme bilinéaire (4.22) se présente comme la somme des carrés 


ds? — (dx)? + (dx?)° + (dx$}?, (4.23) 
et la matrice du tenseur g sera de la forme 
1 O O0 
0 1 0 
0 O0 1 


Signalons qu'il est généralement impossible d'appliquer ce genre 
de transformation à tout l’espace, c'est-à-dire de trouver un systè- 
me de coordonnées zx}, z*, x° tel que (4.22) se ramène dans tout 
l'espace à l'expression (4.23). L'espace admettant un tel système de 
coordonnées est dit euclidien et dans le cas contraire il est dit non 
euclidien. Si dans un espace de dimension x on peut, par transfor- 
mation réelle des coordonnées, ramener dans tout l’espace la forme 
(4.22) à la forme ds? = a; (dx')°, où a; = +1, i — 1, 2, 3, n, 
et que l’un des «,; au moins diffère des autres par le signe, cet espace 
est dit pseudo-euclidien. 
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Corrélation entre les bases covariante et contravariante quand 
on remplace le tenseur * par g. Il est évident que pour le tenseur 
g on peut introduire, en même temps que les  Oposantes covarian- 
tes g:5, les composantes contravariantes g‘” en procédant comme 
pour le tenseur x. Pour cela il faut seulement que Det || g;; || 0. 
Al aide des g* on peut définir les vecteurs de base contravariants 
9: 

2) = g"3; (4.24) 


et jongler avec les indices en appliquant le tenseur fondamental 
métrique g et non plus le tenseur quelconque x. 

Etablissons les propriétés des produits scalaires 2°. 9h. 

Il découle de (4.24) 


De2p= 809; 9p = Lip = On (4.25) 


c'est-à-dire que 21-29, — 1, 91:39, = 0, 31-39, = 0, etc. 

[1 s'ensuit que le vecteur de base 2! est orthogonal à l'aire formée 
par 2, 93, etc. On vérifie aisément que les vecteurs de base contra- 
variants satisfont aux formules suivantes : 


90 X 9 93 X 9 24 X Do ‘ 
ie (4.26) 


91-(92 X 93) _. "(29 X 93) ? 
et les vecteurs de base covariants à celles-ci : 


3? X 3° 33 X 91 91 X 2° " 
21-(92X 33) 5 Jo — STE X ON ! 23 TE x) : (4.27) 
où l'on désigne par le signe X les produits vectoriels. L'on dit 
que les vecteurs de base covariants et contravariants sont réciproques. 
Il est clair que dans un repère cartésien orthogonal 3° — 3;; par 
conséquent. il n’y a pas de différence entre les composantes cova- 
riantes et contravariantes des vecteurs et des tenseurs ct il devient 
superflu d'écrire les indices en haut et en bas. 


){ — 


Composantes mixtes du tenseur métrique. D'après (4.25) il est 


évident que les composantes mixtes g'; du tenseur fondamental g 
forment dans n'importe quel repère la matrice unité: 


1 


g'i Le £3 1 O0 0 
lesl=lei ge g'al-10 1 0! = 7/6; 
du EL La 0 0 1 


Produit indéterminé des tenseurs. Outre les opérations déjà intro- 
duites sur les tenseurs examinons maintenant leur produit. Soient 


le vecteur À — A9; et le tenseur T = T':2,9?. 
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Construisons formellement 
B = AÏT* 9,919? 
et 
B* = AÎT';9:9°9; = T'*A,9,9,9). 


Il est évident que B et B* sont les tenseurs, mais B == B*. L'opéra- 
tion par laquelle on obtient des tenseurs d'ordre plus élevé que des 
tenseurs initiaux s'appelle produit indéterminé des tenseurs. Son 
résultat dépend de l’ordre de multiplication. S'il est vrai que le 
produit indéterminé des vecteurs permet de former des tenseurs de 
tous ordres AA?4* ... 9,9,9, . .., un tenseur n'est pas obligatoi- 
rement un produit des vecteurs. On introduit à l’aide du produit 
indéterminé des tenseurs de la forme 


T = gp gP19"s Lee 81950 p9q9r9s +. = 
= Lij£ pabrs + + 91990319 95... — 


Il va sans dire que les composantes mixtes des tenseurs % s'ex- 
primant au moyen des symboles de Kronecker sont les mêmes quel 
que soit le repère, c’est-à-dire qu'elles sont invariantes par trans- 
rt des coordonnées. Ces composantes sont nulles ou égales 
à l'unité. 


Le nombre des composantes d'un tenseur. Un scalaire À peut 
être considéré comme tenseur d'ordre zéro, étant caractérisé par un 
seul nombre (3° = 1), un vecteur est un tenseur du premier ordre 
dans un espace tridimensionnel et possède trois composantes (3! — 3), 
un tenseur du second ordre a 3° — 9 composantes, etc., un tenseur 
d'ordre p a dans un espace tridimensionnel 3? composantes, un 
tenseur d'ordre r dans un espace n-dimensionnel a n° composantes. 
Parfois, lorsqu'il y a symétrie, le nombre de composantes indépen- 
dantes peut se réduire. En particulier, un tenseur symétrique du 
second ordre (T;; = T;;) n'a que six composantes indépendantes, 
tandis qu'un tenseur antisymétrique (T;; — —T;;) n'en a que trois. 
La symétrie d’un tenseur traduit le fait que ses composantes sont 
invariantes par rapport à un certain groupe de transformations; par 
exemple, les composantes mixtes du tenseur 4% mentionnées plus 
haut le sont par rapport au groupe de toutes les transformations 
continues. Les composantes du tenseur % de structure quelconque 
des indices sont invariantes par rapport au groupe de transforma- 
tions orthogonales défini à partir de la condition d’invariance des 
composantes g;; du tenseur fondamental. 
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Les invariants scalaires d'un tenseur. En règle générale les com- 
posantes d’un tenseur dépendent du choix du système de coordonnées 


mais on peut demander de trouver des fonctions ® (Ti) des compo- 
santes du tenseur telles qu'elles soient invariantes par rapport au 
repère choisi, c'est-à-dire que 


D(T')=D(TS). 


Ces fonctions des composantes du tenseur sont dites invariants du 
tenseur. Elles sont soit des nombres soit des fonctions des points 
de l’espace. C'est précisément ces fonctions des composantes des 
tenseurs ou des vecteurs qui sont admises, au même titre que d’au- 
tres êtres invariants, dans les expressions mathématiques des lois 
physiques, ces expressions ne devant pas dépendre de la méthode 
de description ni, en particulier, du repère choisi. On peut définir 
de façon analogue les fonctions invariantes des composantes de 
plusieurs tenseurs. Ces fonctions s'appellent scalaires. Signalons 
quelques règles simples pour la construction des invariants d'un 
vecteur et d’un tenseur. Prenons un vecteur 


A — A), = A,9° = Ag:;9 
et composons le produit scalaire 
Ac A AÏA9,.9, — AtA?g,; = A'A.. 
L'expression obtenue est un invariant (carré de la longueur du vec- 
teur À), puisque les transformations des composantes de noms diffé- 
rents sont réciproques. Le vecteur n’a qu'un seul invariant absolu 
qui est sa longueur, les autres invariants étant des fonctions de 


cette dernière. 
Soit un tenseur quelconque du second ordre 


T=TÜ 30. 


Transformons-le par contraction sur les deux indices avec le tenseur 
métrique T‘’g;,, (rappelons que la contraction est une sommation sur 
les indices supérieur et inférieur); on obtient un nombre, indépen- 
dant du système de coordonnées, vu que les transformations des 
composantes d'indices supérieurs et inférieurs sont réciproques. 
On peut écrire 


Tes Ti Ti HT ETS. 
Les contractions TT: (4.28) 
TÉTI TP: 
sont également invariantes. Ainsi, pour un tenseur du second ordre 


on a obtenu trois invariants par rapport aux composantes : linéaire, 
quadratique et cubique. On verra plus loin que dans le cas du tenseur 
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symétrique du second ordre, le plus important pour nos applica- 
tions, tous les autres invariants scalaires sont les fonctions de ces 
trois invariants. 


Surface tensorielle. Soient un point arbitraire O et un autre 
point M proche du premier. Traçons. en ©, trois courbes coordonnées 
£1, &*, CS et considérons le vecteur 


OM = dr = dt», 
el un tenseur symétrique 
T=T"9;9;=T;;5!2?. 
Comme T,jdt'dt? est bien évidemment un invariant, on peut poser 
Tisdti dt? =Ti;dn'dn’=c, (4.29) 


où c est un certain nombre. Au voisinage immédiat du point © 
l'équation (4.29) définit, pour c fixe et les valeurs de T;; en O, une 
surface du second degré dite surface tensorielle. Les différentielles 
d?" ou dn°' jouent le rôle de coordonnées des points de cette surface 
tensorielle. À tout tenseur symétrique 7 du second ordre on peut 


faire correspondre, en chaque point, une surface du second degré 
(4.29) 
4. LU) 


Axes principaux et composantes principales d’un tenseur. On sait 
que par transformation de coordonnées on peut ramener l’équation 
de cette surface du second degré à la forme canonique, c'est-à-dire 
que l’on peut associer au point © un repère zx?, x*, r* tel que (4.29) 
se mette sous la forme 


Tai (dat) + Too (dr) + Ts (dr) = ce. 


L'ensemble des systèmes de coordonnées x}, x“, x° au point © inclut 
le repère orthogonal. Il s’ensuit qu'en chaque point de l’espace on 
peut construire des axes de coordonnées orthogonaux tels que le 
tenseur symétrique du second ordre ne possède que trois composantes 
Ty, Too: T'as non nulles en ce point. De tels axes sont appelés axes 
principaux du tenseur et le système de coordonnées cartésiennes 
rectangulaires (£g;; = 1, g;; — 0 pour i  j) dont les axes suivent 
les axes principaux s'appelle système principal de coordonnées du 
tenseur 7 au point O. On voit alors disparaître la distinction entre 
les composantes covariantes et contravariantes dans le repère prin- 
cipal : 
TÜ=Ti=Ti=T, 


(il n’y a pas de sommation sur i). Trois composantes généralement 
distinctes et non nulles du tenseur dans le repère principal sont 
dites ses composantes principales. On montre plus loin (voir $ 4, 
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chap. III) comment trouver les axes principaux et les composantes 
principales d’un tenseur symétrique. 

Il est maintenant facile de répondre à la question de savoir quel 
est le nombre de fonctions invariantes et indépendantes des com- 
posantes d’un tenseur symétrique du second ordre. Dans le repère 


principal, elles sont toutes les fonctions des trois composantes seule- 
ment, et, par suite, leur nombre ne dépasse pas trois, or de (4.28), 
noté dans le repère principal, il découle que tous les trois invariants 
obtenus précédemment sont indépendants. 

Si besoin est, on donnera, dans la suite, d’autres notions sur les 
tenseurs. 


$ 5. Théorie des déformations 


Soit un solide parfait en mouvement par rapport au système de 
coordonnées de l’observateur zx}, x*, x° (fig. 10). Fixons ses positions 
à l'instant initial #, et à l'instant arbitraire f. 


Fig. 40. Mouvement d’un solide parfait 


Dépendance par rapport au temps des vecteurs de base du repère 
concomitant. À chaque point M du corps peut être associé un repère 
concomitant El, E?, E5. Comme celui-ci se déplace avec le corps, ses 
vecteurs de base seront différents aux instants #, et {. Désignons-les 


par 3, et 9, aux instants t, et { respectivement. On comprend bien 
que les vecteurs de base du repère concomitant dépendent en général 
du point Af du corps et varient avec le temps. Si le repère E!, E°, E‘ 
est figé dans le milieu qui se déplace comme un solide parfait, les 


trièdres 2; s’obtiennent à partir des trièdres 3, par une translation et 
une rotation combinées : 


0 ES e 0 = Am 
[al=lal et Z os; 8585, 
1.0. 9,97 =9"9). 
5—0863 
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Le problème se complique dans le cas du mouvement d’un corps 
déformable du fait que la distance des points M et M” varie. Les 
courbes coordonnées du repère concomitant se déforment en entrai- 
nant une variation avec le temps des modules des vecteurs de 


base 2, ainsi que des angles qu'ils forment. 

La variation de la distance entre les points d'un milieu continu 
pendant le mouvement est d'une importance capitale. Il est à noter, 
en particulier, que les forces d'interaction entre les particules peu- 
vent dépendre de leur distance. 


Fig. 11. Mouvement du milieu déformable 


Considérons deux positions arbitraires d’un corps déformable et, 
en particulier, celles de deux points A7 et A1° sur ce corps aux ins- 
tants arbitraires £ et {” (fig. 11). Désignons par 9; les vecteurs de 
base au point Àf à l'instant {’ et par 9; les vecteurs de base à l'ins- 
tant {. De toute évidence, on aura dans le repère concomitant 


dr = dti, 
et 
dr’ = däia:. 


Nous voulons introduire les caractéristiques de la variation des 
distances, ce qui implique l'introduction des tenseurs métriques 
du repère concomitant aux instants { et {”. 

Mais avant d'introduire la métrique, signalons que tout segment 
de droite infinitésimal issu du point M se transforme, lors du mouve- 
ment du milieu continu, en un segment de droite infinitésimal issu 
du point qui correspond à ce point M. 

En effet, outre l'élément infinitésimal dr du milieu continu 
considéré à l'instant ? auquel correspondait à l'instant £{” l'élément 
dr’, on peut introduire à l'instant { un élément k dr, où Æ est un 
nombre. Dans l'espace Et, E*, £%, à l'instant {” à cet élément corres- 
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pondait l'élément k dr’, puisque dans cet espace les variables de 
Lagrange de tous les points du milieu continu se conservent et par 
conséquent on doit y avoir la décomposition suivant les vecteurs 
de base 3;: 


kdE'5! = kdr’. 


Pour k finis différents et dr donné, les éléments k dr définissent à 
l'instant { un segment de droite élémentaire issu du point Af, segment 
à qui dans l'espace EÏ, E*, E% à l'instant {” correspondait un petit 
segment de droite k dr. 

Introduisons maintenant les métriques des espaces des repères 


concomitants aux instants t et {’. Soient à l'instant t 
[dr |—ds, ds —g;;d8i dt’, 
où (5.1) 


mm # 


Bi = di 9j 
et à l'instant 
dr” |= ds", ds’? = gi; dti dt”, 
où (5.2) 
gi = 9i* 8j. 


Soulignons que dans le repère concomitant les coordonnées des points 
M et M” aux instants £ et {’ sont les mêmes, tandis que les composan- 
tes gi, et gi, diffèrent. 


Coefficient d’allongement relatif. Appelons coefficient d’allon- 
gement relatif le rapport 


où ds et ds’ passent par les mêmes points individuels du milieu aux 
instants correspondants. Le coefficient / dépend du choix du point 1/ 
et de l'orientation de l’élément pour lequel il est calculé et ne dé- 
pend pas de la longueur dr. Si ! est infiniment petit dans tous les 
points et dans toutes les directions, la déformation correspondante 
est dite infiniment petite. Si L a une valeur finie, la déformation est 
dite finie. Par définition, un solide parfait a tous les coefficients L 
identiquement nuls. 

Remarquons qu'il est possible d'introduire les déformations et 
les coefficients d’allongement relatif en considérant deux positions 
tout à fait arbitraires d’un milieu continu et qu’on peut calculer / 


pour tout dr pourvu que l’on connaisse Si gi; et la direction de dr. 


5% 
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Tenseurs des déformations. Introduisons la notation 
De : = 
Ej = (is — Lis) (5.4) 
selon (5.1) et (5.2) on a 
ds? — ds'?= 2e; dE dé. 


Conformément à (5.4), &,;; sont les composantes covariantes d’un 
tenseur. Or on sait obtenir les composantes contravariantes d'un 
tenseur à partir de ses composantes covariantes au moyen d’un ten- 
seur quelconque du second ordre x. Dans un espace métrique nous 
avons convenu de faire usage du tenseur fondamental g en tant 
que x. Dans le cas présent, pour élever les indices on se sert soit de 
g'Ÿ, soit de g#, ce qui produit à partir des composantes covariantes 
€;; deux ensembles de composantes contravariantes : eŸ (les indices 
sont élevés par g°) et e'Ÿ (les indices sont élevés par g'Ÿ). Si bien 
qu'on peut construire deux tenseurs différents 


Le. 


é—e;;9' 9 et 6’—2;;9' 2" 
ayant les mêmes cODpOsAnLes covariantes (5.4) mais rapportés aux 


bases différentes 3* et 2'°. Ces tenseurs sont dits tenseurs des dé- 
formations. Les composantes contravariantes et mixtes des tenseurs 


. ve (4 étant distinctes, on les pa respectivement par ei, 
et ë}, ej 8; 8j vu que eÿ = Epjg © ëj = Epj8 7" etg 
i 

gPi, 

Les déformations qui affectent les corps sont essentiellement dé- 
crites par les tenseurs des déformations. Les composantes de ces der- 
niers figurent dans les équations fondamentales du mouvement 
du milieu continu. 


Etat initial et état neutre. Il est clair que les valeurs des défor 
mations à l'instant { dépendent non seulement de l'état considéré 
du corps mais aussi de l'état par rapport auquel on les calcule. Com- 
ment choisir alors ce dernier état si l’on veut obtenir les caracté- 
ristiques physiques déterminées d’une déformation? Il est évideut 
que cet état ne peut pas être arbitraire, mais choisi à partir des con- 
sidérations physiques concrètes. Notons qu’il peut être défini de 
plusieurs façons que nous n'allons pas préciser maintenant; nous 
nous contenterons de nommer état initial un état choisi comme réfé- 
rentiel pour l’état considéré du milieu continu et soulignons une 
circonstance importante que l’on peut y rencontrer. Cet état initial 
ne doit pas obligatoirement avoir lieu dans la réalité. On pourrait, 
par exemple, imaginer un état tel que la structure de chaque élé- 
ment du milieu continu est ordonnée et l’élément est abandonné à 
lui-même, c’est-à-dire qu'il n'est soumis à aucune force. Soient 
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£:,; la métrique de cet état imaginé et 9, les vecteurs de base du repère 
concomitant à l’état initial. Il est clair que la métrique ainsi intro- 
duite n’est pas forcément euclidienne. En revanche, le mouvement 
réel du milieu continu a lieu dans un espace euclidien et, par consé- 
quent, en général dans la réalité le passage de l’état initial à l'état 
actuel peut ne pas exister. L'état neutre abstrait, hypothétique, 
permet d'évaluer les modifications de la métrique et d'introduire 
le tenseur des déformations. 

Envisageons un mouvement dans l’espace euclidien bidimension- 
nel (un plan). Soit une pellicule en mouvement dans un plan. Con- 
venons d'appeler état initial l’état où la pellicule n’est soumise à 
aucune force. Admettons que la pellicule subit une tension appliquée 
à son pourtour, ce qui la rend plane. Si la tension se relâche, la 
pellicule se recroqueville, se ride et. tout en restant bidimension- 
nelle, cesse d'être plane. Il est possible d'établir une correspondance 
biunivoque à un instant donné entre les points de la pellicule plane 
et ceux de la pellicule recroquevillée, ridée (toutes tensions étant 
supprimées), mais pour ce faire il faut faire intervenir en général 
un espace tridimensionnel; établir cette correspondance s'avère 
impossible si l’on reste dans l’espace bidimensionnel en conservant 
la métrique euclidienne de l'espace. C’est pourquoi l’état détendu, 
recroquevillé de la pellicule ne peut être considéré, par rapport aux 
mouvements dans l’espace bidimensionnel euclidien, que comme 
état neutre. En résumé, si l’on introduit à partir des considérations 
physiques un certain état primitif réalisable, mentalement ou pra- 
tiquement, au moyen de quelques mouvements du milieu continu, 
cetétal se définira comme initial. Au contraire, un état initial irrea- 
lisable par aucun mouvement continu du milieu dans le même 
espace peut être appelé état neutre. 


Dans le cas général, les composantes £ ; peuvent dépendre de 


Et, E2, 3 et de t; si l’état neutre hypothétique est fixé, g,; peuvent 
ne dépendre que de E?, &*, Eÿ. 


Signification géométrique des composantes covariantes des ten- 
seurs des déformations. Quelle est donc la signification géométri- 


que des composantes covariantes des tenseurs des déformations 6 


et 6? Ecrivons les composantes des tenseurs métriques sous la forme 
suivante : 


&iy=2:-2;=|93;l-|2;]c0s (9.5) 
où 1; sont les angles entre les vecteurs 2; et 2} et 


Li =9:;°9;—=|29;:|-|9,| cos Ÿ;;, (5.6) 
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où Ÿ,, sont les angles entre les vecteurs 3; et 2;. Ecrivons le rapport 


or 
| 5: | dE ldril _ ds; . 
= - —= — "= —| | 9.7 
| 3: | ro ldroil  dsoi TT 950 
THE 


ds; et dss, désignant les éléments d'arc des deux courbes coordonnées 
E‘ et l; les coefficients des allongements relatifs dans les directions 
E'. En confrontant (5.7) et (5.5) on obtient 


Buy =|2l-|25l A+) (1425) COS Vif, (5.8) 


alors que (5.6), (5.8) et (5.4), si l'on prend Bi pour état initial ou 
état neutre du milieu continu celui à l'instant £’, donnent les formu- 
les suivantes : 


2es5= (4 +0) (1 + Li) cos Yi —cos bill 3:l-125l, (5.9) 


qui facilitent l'interprétation géométrique des €;;. 
Commençons par l'interprétation géométrique des e;; aux indices 
identiques. (5.9) nous conduit à 


2e = [(1 +2) — 1) gr, (5.10) 


h=] JA (5.11) 
Bii 


Si les déformations sont petites, e,, le sont également ; en dévelop- 
pant (5.11) en série nous obtenons 


Lei, (5.12) 
Bi 


d'où 


De plus, si le repère concomitant est choisi cartésien à l’état initial, 
£ii — 1, si bien que 
l; S Eji) (5.13) 


c'est-à-dire que les composantes covariantes des ltenseurs des de- 
formations aux indices identiques, dans le cas de déformations in- 
finitésimales, coïncident avec les coefficients d’allongement relatif 
le long des axes cartésiens de l’état initial. 

Examinons maintenant le cas où les composantes €;; sont d'indi- 
ces différents (i = j). Pour des raisons de commodité choisissons à 
l’état neutre, en un point donné, un système de coordonnées tel que 


2; y soient mutuellement orthogonaux, c'est-à-dire que Vi; — 7/2. 
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Alors, en posant | 
Vu = —— ls, 


on obtient en vertu de (5.5), (5.6) et (5.4) 


; 2e; —1|2;|-[2;|sinX;;, 

soit 
2eij 

V'&u V es 
d'où l’on voit qu'en général les angles droits à l’état neutre ne le 
sont plus après déformation, les composantes covariantes £;; aux 
indices distincts (i = j) caractérisant le glissement de l'angle des 
coordonnées, primitivement droit. Si les déformations sont infi- 
niment petites et que le repère soit cartésien à l'état initial, alors 


gu = À et gi = 1 + O (e) (e étant infiniment petit). En dévelop- 
pant en série nous obtiendrons aisément 


sin X;; = (5.14) 


sin Xi & 2e: (5.15) 
ou 
ki, & 2e:;;j. (5.16) 


Axes principaux des tenseurs des déformations. À tout tenseur 
symétrique, y compris les tenseurs des déformations, on peut associer 
la forme quadratique €; dE 'dE?. Comme on l’a déjà mentionné au 
$ 4, il existe pour chaque point un repère orthogonal n', n°, n° dans 
lequel la forme quadratique e;,dE'd£? se ramène à La forme sui- 
vante: 


eijdE de; (ant) +e;. (dn)2+es (dm). (5.17) 

La transformation de E' en n‘ dépendänt des composantes e;,, 
en principe, le trièdre orthogonal correspondant 1‘ sera, lors du 
mouvement, différent aux différents instants. Soit dans l'espace 
£ijletrièdre, n', n°; 1°. Montrons que lors du mouvement il devien- 
dra dans l'espace Bi) (repère concomitant) un trièdre n?, n°, n° pour 


lequel les 3; sont également orthogonaux. En effet, pour ces axes 
n',n°,n° les composantes e&;; pour i Æ j sont nulles, ce qui implique, 
selon (5.14), %;; = 0, c'est-à-dire que les axes n!, n°, n° restent 
orthogonaux. Ainsi, pour les variables 1}, n°, n° les trièdres de coor- 


LS o 
données dans les espaces £; ; et g;; coïncident avec les axes principaux 
é et 6. Les matrices suivantes s'y diagonalisent simultanément : 


o ES 0.: "= .: nt, 
gs gisl Ue 1 Ne less Îles, 
He les; ler 
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Le trièdre orthogonal formé à l'état initial d’axes principaux reste 
orthogonal lors du déplacement donné; les angles entre les axes 
principaux ne glissent pas mais le trièdre lui-même peut se déplacer 
comme un solide, autrement dit, il peut subir une translation et une 
rotation. Signalons que les éléments dr pris le long des axes princi- 
paux peuvent se contracter ou se détendre lors du mouvement. 
Notons bien qu’on a introduit la notion d'axes principaux du tenseur 
des déformations pour le cas des déformations finies arbitraires. Les 


axes principaux des tenseurs des déformations 8 et 6 passent, dans 
les espaces correspondants, par les mêmes points individuels du 
milieu. 


Composantes principales des tenseurs des déformations. Le long 
des axes principaux 1}, n°, n° d’un tenseur des déformations à l'ins- 
tant ? on a 


ds = gui (dn')° (9.18) 
(pas de sommation sur i), de sorte que dans les axes principaux le 


carré de la longueur d’un segment dr orienté arbitrairement se pré- 
sente sous la forme 


ds? = ds? + ds; + ds. (5.19) 
Par analogie, à l’état initial 
dsÿ; = gu (dn!)? (5.20) 
(pas de sommation sur à) et 
ds5 = ds, + dsi, + ds. (5.21) 


Les segments élémentaires ainsi définis le long des axes principaux 
ds; et ds,; peuvent être considérés comme des coordonnées cartésien- 
nes ordinaires au voisinage du point donné, respectivement à l’état 
donné et à l’état initial (les échelles des coordonnées ds; aussi bien 
que celles des ds,; le long des axes principaux distincts sont égales). 
En ce qui concerne l’espace de l'observateur, les systèmes dss,, dSpo, 
dSos et ds, ds,, ds; ne coïncident pas en général. 

Partant de (5.18) et (5.20) et compte tenu de la définition des 
composantes covariantes des tenseurs des déformations (5.4), on 
obtient sans peine 


: CE e;; L 
ds di =2 D dsi=2 5 — dsi;, (5.22) 
i £ii ; ii 
où le prime de e;; montre que les composantes covariantes du tenseur 
des déformations se rapportent aux axes principaux. Les matrices 


Il Bi) Let || g:3 | sont diagonales dans le système d’axes principaux ; 
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sont également diagonales les matrices inverses || gt Let IL£Ÿ ]l 
aussi git — 4/g,, et gi — 1/g,,. C'est pourquoi les rapports e{/£g1; 
et €; Hg entrant dans (5.22) sont respectivement ctgti = £i — 7 
et eg — E! — £, (pas de sommation sur à dans ces deux expres- 
sions) et représentent ainsi les composantes mixtes des tenseurs des 


déformations dans le système d'’axes principaux correspondants. 
L'expression (5.22) prend maintenant la forme 


ds? — ds? = 2 (E, ds? + €, ds + E, ds?) — 
— 2 (e, ds°, +8, ds£, + 83 ds2.). (5.23) 


Donc, à chaque point d'un milieu en mouvement s'associe un repère 
cartésien orthogonal ordinaire (s5,, Sos» 503) orienté le long des axes 
principaux du tenseur des déformations qui lors du mouvement se 
transforme en un repère orthogonal ordinaire également cartésien 
(S1, Sos 53). La disposition des indices (en bas ou en haut) est sans im- 
portance, les repères étant cartésiens orthogonaux. Les composantes 


correspondantes des tenseurs des déformations e, et e; en consti- 
tuent les composantes principales. 

Relation entre les composantes principales des tenseurs des défor- 
mations £ et £. Les tenseurs des déformations £ et £ ont des 


composantes principales distinctes, c'est-à-dire que €; 5 Es, entre 
lesquelles existe pourtant une relation à établir. Partant de (5.22) 
appliquée à la direction dr; choisie suivant le i-ième axe principal 
on obtient 


ds? — dsÿ; = 2e; ds, NN (5.24) 
d'où 
& ds”; 
2e; = 1 — PC (5.25) 
Par analogie 
ds — d$j; == 2€; dsÿ: (9 26} 
et 
o: ds 1 7 
LE; —= ds. —"#. (5.2 ) 


Les relations (5.25) et (5.27) montrent, en particulier, que € JE 8. 
Ces mêmes relations conduisent à 


x 9e 
D (5.28) 
Â + 2e; 1 + 2e; 
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qui donne la relation recherchée entre les composantes principales 
= Oo 
des tenseurs € et €. Relevons encore la liaison entre les coefficients 
; ù Re ds; — ds 
d'allongement relatif le long des axes principaux L, = —= ti et 


dSoi 
les composantes principales des tenseurs des déformations. Il découle 


de (5.25) que 
: 
LV - À, (5.29) 


de même, (5.27) donne 


SV (io (5.30) 
Les formules (5.29) et (5.30) sont valables pour les déformations 
finies. Si les déformations sont infinitésimales, alors les composantes 


des tenseurs des déformations $ et £ le sont également et le dé- 
veloppement en série de (5.29) et (5.30) donne 


#” © 
lee; 


c'est-à-dire que dans le cas des déformations infinitésimales les coef- 
ficients d’allongement relatif le long des axes principaux coïncident 
aussi bien avec les composantes principales du tenseur des défor- 


mations & dans l’espace actuel qu'avec celles de & dans l'espace 
initial. 


Méthode de détermination des composantes principales du tenseur. 
Rappelons maintenant la méthode permettant de trouver les com- 
posantes principales des tenseurs des déformations. Pour simplifier, 
prenons une matrice 


C=lcll=I A8—e;l|, 
par laquelle nous figurerons aussi bien la matrice || A6! — &; | 


que la matrice || A8; — e; ||, À désigne un certain paramètre numé- 
rique. Dans les axes principaux la matrice C s'écrit 


À — €, 0 (g 
= (Q À — £o (Q 
0 Ô h— E 


En égalant Det C* à zéro, on obtient évidemment une équation 
cubique par rapport à À 


(À — es) (à —e2) (À —E3) = 0 
qui s'écrit sous la forme dévéloppée (5.31) 
M— TR oh — T3 = 0. 
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Les racines À,, À, À; de cette équation représentent les composantes 
principales £€,, 8, £a du tenseur des déformations correspondant. 
Il en va ainsi pour peu que (5.31) se rapporte au repère principal 
n!, n°, n°. 

Soit un repère arbitraire, non principal, E!, E*, ES et composons 
la matrice C. Envisageons la transformation de n!, n°, n° en E!, E?. ES. 
Les composantes de la matrice C, étant les différences des composan- 
tes de deux tenseurs, sont les composantes d’un tenseur et conformc- 
ment aux formules de la transformation des composantes mixtes 
d’un tenseur on obtient 


C'=|| c6paf || = BCB*, 
d’où l’on voit que Det C” = Det C et par suite l'équation (5.31) ou 
[A — ei] = 0 (5.32) 


est invariante par rapport au choix du repère, ses racines détermi- 
nant toujours les composantes principales des tenseurs des défor- 


mations. Si dans (5.32) on substitue e : a £}, l'équation donne les 


racines &,; si l’on remplace &; par ei on a les racines E;. L'équation 
(5.32), dite caractéristique ou séculaire, possède toujours comme 
on le sait, trois racines réelles dans le cas d'un tenseur symétrique. 
Les coefficients de l'équation séculaire (5.31) sont invariants par 
transformation des coordonnées puisqu'ils sont entièrement définis 
par les racines, autrement dit, par les valeurs principales du tenseur 
des déformations. De (5.31) et (5.32) découlent les formules pour 
Li, Le, La: q° 


Ti= ei + Er + Es = 8e, 
I 1 œ 2 œ R [ot 
9 —= E4Es + EsE3 + EE; — T7 [(ea) — Ef Ea); (9.33) 


T3 = Bite; = Det || ei ||. 


En résumé, pour déterminer les composantes principales des 
tenseurs des déformations il faut composer, dans le système de 
coordonnées donné Ë?, £*, Ef, l'équation séculaire (5.32) aux coeffi- 
cients (5.33) et trouver ses racines. 


Les invariants Z,, Z,, 1, seront désignés par l; Le I, s'il s'agit 

du tenseur £ et par JL: La Î, pour le cas du tenseur & : les premiers 
s'expriment evidemment au moy en de Er E2, Es, tandis que les 
seconds au moyen de js Es, Ex: comme 7 LE;,0na 1; 1. Les 
composantes principales £; et &; étant liées entre elles, les invariants 
I, et Î, le sont également. Dans le cas de la déformation infinité- 
simale on a ë; = g,; et les invariants I, ct Î; coïncident. Si la dé- 
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formation est finie, on trouve aisément à partir de (5.28) et (5.33) 
la relation suivante entre les invariants I, et Î,: 


ec “a a sé Î 4.410 12] 
li = 1 + a+ = EE , 
1H 244410 8Îs 
Lo + 613 


(5.34) 


La = E3Ee + Ets + EE = —— "— ——/, 
1-2/,L41o 813 
Ds = En Es = — "8 — . 
1421141083 

Coefficient de la dilatation cubique. La correspondance entre 
les éléments linéaires ds et ds, étant établie pour les états initial et 
actuel, cherchons maintenant à établir une correspondance entre 
les volumes élémentaires dans les mêmes états. Prenons dans le 
système des axes principaux d'un tenseur des déformations un 
parallélépipède rectangle élémentaire aux arêtes dsos, dSos, Sos 
correspondant à l’état initial; son volume dV, se définit par la for- 
mule dV, = dsoi dsos dsos- Pendant le mouvement, il lui correspond 
un parallélépipède rectangle d'’arètes ds,, ds, ds; et de volume 
dV =- dsidsidss. On appelle coefficient de la dilatation cubique 6 
la variation relative du volume, soit 


dV — dVo = 
= — 7 —. (5.35) 
Compte tenu de (5.26), l'expression (5.35) se ramène à la forme 
0 = V/(1-+ 28,) (1 + 28) (4+ 28.) — 1, (5.36) 
tandis que (5.33) permet d'écrire 
0=V1+2},+41+813—1. (5.37) 


La quantité 6 est définie comme une caractéristique géométrique 
invariante. L'expression (5.37) de 0 est valable dans tout système 
de coordonnées. 

De façon analogue, on introduit 6 pour les parallélépipèdes élé- 
mentaires construits dans n'importe quel repère curviligne. Plus 
loin on démontrera que le coefficient de la dilatation cubique défini 
par (5.35) ne dépend pas de la forme du volume primitif dV,. Il est 
égal à la variation relative de tout petit volume au voisinage du 
point donné dans le cas de déformations finies. 

Dans le cas de déformations infinitésimales, (5.36) ou (5.37) 
conduisent à la formule 
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Ainsi, le premier invariant d'un tenseur des déformations peut être 
considéré dans le cas de déformations infinitésimales en tant que 
coefficient de la dilatation cubique. 


Calcul des composantes du tenseur des déformations à l’aide de 
la loi du mouvement. Comment trouver les composantes covariantes 
d’un tenseur des déformations sachant la loi du mouvement 


Dent et), d'El, 2 pt) (5.38) 
Ti = 1} (ë!, 5 dé Lo); tie! (T6 Th, T4, Lo) (5.39) 


et ayant la métrique g;; de l’espace de l'observateur x}, x°, x°? 
Soulignons que le temps £ est considéré comme un paramètre lors 
du passage du repère concomitant au repère de l'observateur. Si 
pour l’état initial du milieu on prend celui à l'instant t,, la trans- 
formation du système de coordonnées de l'observateur en celui de 
Lagrange pour l'état initial est définie par les formules (5.39). Les 
composantes covariantes du tenseur des déformations sont définies 
dans le repère concomitant par les relations 


Am 4 ,- © 
Ej = (Li — Lis): 


où g;, est la métrique de l’espace actuel dans le repère concomitant. 
Comme 
81 dE} dE? — £padzx? dr, 
on à 
£ = g ÔxP 011 
VU PPT GE | 
si bien que dans le repère concomitant 


OxP Or1 ° ) 
? 


à 1 
G= 7 (8er er — Eu (5.40) 


où les dérivées 0r°/0£' sont déterminées d’après (5.38). On ne peut 


rien dire, en général, sur la métrique £, ; de l’espace en état neutre 
puisqu'elle est introduite à partir de diverses considérations physi- 
ques. Toutefois il est possible d'influencer les composantes du tenseur 
métrique par le choix du repère Et, E?, ES en état neutre. 
Si le passage du système de l'observateur à l’état initial est dé- 
fini selon (5.39), on aura dans le repère lagrangien de l’état initial 
= (Es — Epa #4 


où 0xÿ/0Ë" se définissent par (5.39). 
En vertu des formules de la transformation des composantes du 
tenseur € lors du passage du repère concomitant à celui de l'obser- 
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vateur, pareillement aux formules (5.40) du repère concomitant, 
on aura dans le repère de l'observateur 


1 : OEP  0Eq 
E;; = (£i5— 89 Ori x) ) , 


où les dérivées 0Ë"”"/0x" se déterminent par (5.38). 
Vecteur déplacement. Plaçons-nous dans le cas où l'état initial 


peut se réaliser et où sa métrique g;; de même que la métrique Si 


z!/ 


Fig. 12. Vecteur déplacement 


est euclidienne. Cela permet d'introduire le vecteur déplacement + 
(fig. 12): 
Tr =To+w, (5.41) 


où Fr, et > désignent les rayons vecteurs d’un même point A] dans 
le repère x}, z*, x° au moment initial ?, et au moment actuel ft res- 
pectivement. À l’aide de (5.41) on établit aisément la relation entre 


les vecteurs de base 2, et 2 en partant de laquelle on peut écrire les 
formules de composantes &;; du tenseur des déformations. La deé- 
rivation de (5.41) par rapport à £* donne 


Ou _ dr or à - 


d’où 
” 9 ou: 
CCE 
ou encore (5.42) 
2 —. diw 
i ê dEi , 
donc 
es RS RE °  _gw ° ow ow ow 
. —= 9.9 = 9 9 D; — { D;e— _—— * 
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=  Otw = O0 ot out" 


+ 


dEi JEi dE! 


Par conséquent 


Le — 1 (£ g j= | [2 GTA °  _ow oto | 
ij— 9 Gi] 1j) — D i JEi dE FE 


(5.43) 


Les formules (5.43) ont une portée générale quelles que soient les 
coordonnées curvilignes lagrangiennes E?, E*, E*. Remarquons que 
l'expression (5.43) pour &;; ne contient que les dérivées premières du 
vecteur déplacement 20 par rapport aux coordonnées E!, E*, ES qui 
caractérisent les déplacements relatifs des points du milieu continu. 


Sur la dérivation du vecteur et de ses composantes par rapport 
aux coordonnées. Nous avons obtenu ci-dessus les expressions des 
composantes €;; du tenseur des déformations au moyen du vecteur 
déplacement 2. Maintenant exprimons 
les composantes e;;, du tenseur des défor- 
mations par les composantes du vecteur 
déplacement 2%. Pour cela il y a lieu 
d'établir la relation entre la dérivée 
d'un vecteur et les dérivées de ses com- 
posantes. 

Les dérivées ordinaires des compo- 
santes ne définissent évidemment pas 
les variations du vecteur lui-même, vu 
que les vecteurs de base changent d'un | | 
point de l’espace à l’autre. En effet, ce. 13. Système de coor- 

- 4 onnées polaires dans le plan 
soit, par exemple, un système de coor- 
données polaires dans un plan où l'on 
considère le champ du vecteur À constant dans tous les points du 
plan en intensite aussi bien qu’en sens. Etant donné que le vecteur 4 
ne varie pas d'un point du plan à l’autre, sa dérivée ne peut être que 
nulle. Les coordonnées Et et £* sont lerayonr et l’angle ; les vecteurs 
de base ont l'orientation suivante: 9, est dirigé le long des rayons 
issus de l’origine du repère, 2, est tangent aux circonférences r = 
— const. Aux différents points du plan les orientations des vecteurs 
9, et 2, sont différentes et donc les projections du vecteur constant A 
sur les vecteurs de base 2, et 3, varient selon les points du plan (cf. 
par exemple (fig. 13), les points B et C); en d’autres termes, les 
dérivées des composantes d’un vecteur constant ne sont pas nulles. 
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Dans le système de coordonnées cartésiennes 
ou 0 

D = 

Oxt Oxi Oxi 


puisque les vecteurs de base 3, =, 3, — j, 3, = K ne varient pas 
de point en point. 


Dérivation covariante des composantes des tenseurs et des vec- 
teurs ; ses propriétés. Les vecteurs de base 3, étant variables dans 
un système de coordonnées curvilignes arbitraire n', n°, n°, nous 
écrirons par suite 


(5.44) 


Il est évident que par définition la dérivée d3,/0n' représente 
également un vecteur traduisant les propriétés du repère curviligne. 
Décomposons-le dans la base 9; en désignant ses composantes par 
les symboles Ti:: 

02h 


= Th:9,. (5 45) 


Les quantités li; sont les fonctions des coordonnées *) n!, n°, n°. 
Elles s'appellent symboles de Christoffel ou coefficients de corré- 
lation. Plus loin on en fera une étude plus détaillée. Compte tenu 
de (5.45), l'égalité (5.44) prend la forme 


oduw _ dw* 
= 9, Luis 
ani | ôni + ki]: 


Le second terme est une somme sur k et j. Invertissons ici les indices 
de sommation k et j. Il s'ensuit alors 


FE Lu 9, +w CR ) &. (5.46) 


Les coefficients de 2,, c'est-à-dire — + WT}, à à deux indices 


ont une notation spéciale V;w"; ils sont dits dérivées covariantes 
des composantes contravariantes du vecteur 4%: 


k 
Vu — … + u TS. (5.47) 


Etablissons les propriétés de Viw* | 
Dans un repère cartésien (n° — z'), étant donné que 02,/61° = 0, 
c'est-à-dire que T'', — 0, nous avons 


R R 
Vi h= our Ôw 


ôn! ri 


*) Dans les espaces euclidien et riemannien elles le sont par définition. 
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ce qui traduit le fait que la dérivée covariante coïncide avec la déri- 
vée ordinaire des composantes du vecteur par rapport à la coordon- 
née respective. 

Les dérivées covariantes sont les composantes d’un tenseur. En 
effet, soient £?, &?, ES et n!, n°, n° le nouveau et l'ancien systèmes de 
coordonnées respectivement. Alors 


ôw __ ôw ôn! 
GER Ont an 


c'où il s’ensuit que, wétant un invariant, les 6w/ôn' se transforment 
comme Îles composantes covariantes d’un vecteur. C’est pourquoi 


g = 20 


2 
ôn: 


est un invariant ; or, d’après (5.46) et (5.47), on a 
T =V;u"9,9!, 


ce qui signifie que 7? n’est autre que le tenseur du second ordre dont 
les composantes mixtes sont les dérivées covariantes V,w*. 

Signalons que les dérivées ôw"*/ôn° ne sont pas les composantes 
d’un tenseur. En effet, si l’on remplace les w" sous le signe de dérivée 
4/ôn° par leurs expressions dans le nouveau système de coordonnées, 
soit 

À = wi À 
ti 

on sera obligé de dériver par rapport à n° également les ôn*/0t}, ce 
qui ne donnera pas la règle de la transformation tensorielle pour 
ôw"/ôn!. 

Il découle manifestement de la définition de la dérivée covariante 
que les dérivées du scalaire  coïncident avec les dérivées ordinaires : 


ô 
Vip=-+ , 
ün 


déterminant ainsi le vecteur gradient du champ scalaire œ. En tant 
que caractéristique du champ ®, ce vecteur a fait l’objet d'une analy- 
se antérieure. 

Trouvons maintenant la dérivée covariante des composantes 
contravariantes d’un tenseur. Prenons à titre d'exemple le tenseur 
du second ordre H = H°* 9,9, et procédons aux calculs suivants: 


H OH ô 
= i : —— 9 ;9 an + H°* _ 9k + Ho, ?h = 
nl ôn om ôni 
our, 
— on 28 + H* T'9,91 + H* ho Tu:01. 


6—0863 


82 CINEMATIQUE DU MILIEU DEFORMABLE (CH. 


Dans la seconde somme permutons les indices de sommation / et j, 
et dans la troisième Z et À, ce qui donne 


A | 
2H = 2 + HUTH + HAT) 9591 = ViH”* 9,9, 
où, par définition, 
VA = 2 + HUTÉ + HAUTE 

mn 


est appelée dérivée covariante des composantes contravariantes du 
tenseur du second ordre FH. On voit sans peine que grâce au tenseur 
H on peut introduire les tenseurs du troisième ordre conformément 
aux formules 


oH ; | 
Ti=—— 9 =V,H"9,9,9", 
ET d 
ou 
Ti = ViH/" 99,9», 
ou 


Ta= ViH*9,9 or. 


Il est évident que les tenseurs T,, T., T, sont en général distincts. 
En procédant de la même manière on peut construire une dérivée 
covariante des composantes contravariantes des tenseurs de l'ordre 
quelconque. 
La dérivée covariante étant, par définition, linéaire en compo- 
santes du vecteur, la dérivée de la somme des composantes contra- 
variantes est égale à la somme des dérivées covariantes: 


Vi (u}* + wi) = Vu} + Vu. 


Montrons que la règle de dérivation d'un produit au sens des 
covariantes ne diffère en rien de la dérivation au sens ordinaire. Soit 


à calculer V; (v'w*). Pour ce faire on devra recourir à la règle de la 
dérivation covariante des composantes contravariantes d’un tenseur, 
puisque, comme on le sait d’après ce qui précède ($ 4, ch. IT), les 


produits ww" sont les composantes d’un tenseur du second ordre. 
Ainsi donc 


Vi (vw*) = ee + vil + vu = 
(2 HoTh) 240 (LE + wtTh) = uhv 0 +viquu 


ce qu'il fallait démontrer. On étend Ph façon analogue la dérivation 
covariante aux produits d’un nombre arbitraire de facteurs. 
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Envisageons la dérivation covariante dans le cas où le vecteur 
est donné par les composantes covariantes et non contravariantes. 
Soit 


0 —= TT 
et l’on cherche me On a 
ô. dw j 
M LU p4in, 2. (5.48) 
ôni  ôn ônt 


Il est évident que 68*/ôn' aussi bien que 49;/ôn' est un vecteur. 

Décomposons-le suivant 2". Pour l'espace euclidien et dans le cas 

plus général des espaces riemanniens on a la formule suivante: 
09) 
on! 


= — Ti", (5.49) 


où TZ; sont les symboles de Christoffel introduits précédemment. 
Démontrons la validité de (5.49) en considérant le produit scalaire 


9°. 9, — 6! 


vérifié en tous les points de l’espace que nous dérivons par rapport à 
la coordonnée 1: 
03) RS 
—— .9n+ 97-(Ti:9) = 0. 
on! 
Dans la dernière somme seul le terme où Z — j diffère de zéro, 
donc 


j 
8x = —Th. 


on 

Cette formule est équivalente à (5.49). L'expression (5.48) compte 
tenu de (5.49) devient 

0w __ Ov) 


ôni  ôni 


Après permutation, dans la dernière somme, des indices j et k on ob- 
tient 


9 — uw 5 Tk9". 


ow 0w} 


4 Q ow Ppe # _e Cd . 
L'expression nt — uwnT;, définit la dérivée covariante des compo- 


santes covariantes d'un vecteur : 


—uxT}) 9 — Viw97. 


ow 
Va; = ns ms wrT}. 
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De manière analogue on peut introduire la dérivée covariante 
des composantes covariantes de n'importe quel tenseur. 

Notons que V;w;, sont les composantes covariantes et Viw? les 
composantes mixtes d'un même tenseur du second ordre 


ow | 
nd = V;w,9? 9 = Viwo,o!. 


Il s'ensuit que les composantes du tenseur métrique gs et gi, 
tout en dépendant de n?, n°, n°, doivent se comporter comme cons- 
tantes lors de la dérivation covariante. Autrement dit, on peut les 
mettre en facteur ou les placer sous le signe V, sans que le résultat 
soit modifié. En effet, entre V;w”’ et Viw,, différentes composantes 
d'un même tenseur, il existe la relation 


Vu = AY ave, (5.50) 
u = gli, (5.51) 


mais 
par conséquent, | 
Vi (gun) =g" Vin, 
Vis — 


Vigjh = 0, 


si au lieu de (5.50) on prend V;w, = gx Viw”, et au lieu de (5.51) 
on écrit Wy = £grjw”. 


d’où 


De même, 


Propriétés des symboles de Christoffel. Examinons maintenant le 
problème de calcul des symboles de Christoffel dans l’espace métri- 
que euclidien et étudions leurs propriétés. Remarquons qu'il existe 
des espaces plus compliqués que les espaces euclidiens et riemanniens 
où les symboles de Christoffel ne sont pas calculés mais donnés, leur 
donnée faisant partie de la définition de l'espace. 

Les symboles de Christoffel ne sont pas les composantes d’un 
tenseur quelconque. On s'en aperçoit, par exemple, au fait que dans 
un même espace ils sont nuls dans un repère cartésien et non nuls 
dans des repères curvilignes. Il est clair que les composantes d'un 
tenseur ne possèdent pas une telle propriété. 

Dans un espace euclidien les symboles de Christoffel sont symé- 
triques par rapport aux indices inférieurs : 


Li Ti 
Démontrons-le. Dans un espace euclidien il existe toujours un rayon 
vecteur 7 (n!, n°, n°) et 2; = ür/ôn?, de plus 
_03}_ Or #7 __ 098 (5 52) 


ont ônhôni ôniéné  ôni 
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d’où 
T';29; = l':59 TE 


Etablissons les formules pour calculer les symboles de Christofîfel 
d’après les composantes du tenseur métrique £. 
Soit la relation 


dBjs 09} 088 
Fr" de n°” 
on en déduit 
04 = Thu 0 = Th 
de même 
hs 09, 


Leon = Th9r- 98 = D'hjgs. 
ôn ën k Rj91° ©s h£ is 
En additionnant ces deux expressions et utilisant la symétrie des 
symboles de Christoffel en indices inférieurs, l'égalité (5.52) ainsi 
que le fait que 

098 09; dBjh 

ane NT on Rp : 
on obtiendra 

08 js OBhs dBjR 


l 
one don on — 2DAgu 


_ : 1 
En contractant la dernière relation avec g*", on trouve les formules 


recherchées 


OEjs OEhs GET ) 


Eh em 2e sd. 


Th à 8 | 


Expression du tenseur des déformations en composantes du vecteur 
déplacement. Revenons maintenant à la formule (5.43) et pro- 
posons-nous d'exprimer les composantes du tenseur des déformations 
en fonctions des composantes du vecteur déplacement. Celui-ci se 


décompose aussi bien dans la base actuelle 9, que dans la base initia- 
0 
le 2;, ce qui permet d'introduire deux types de composantes d'un 
même vecteur 4, soit w" et w": 
20 = 0} 9y = W"9p. 
De même on construit deux types de dérivées covariantes : 


— = Vu} 93 (5.54) 
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et 

ow SR 

F5 — Vu*an. (5.55) 
La première dérivée covariante est calculée dans l’espace initial et 
les symboles de Christoffel s’obtiennent ici d’après Lin la deuxième 
dérivée appartient à l’espace actuel, les symboles de Christoffel y 


étant calculés à partir de £, y, En portant (5.54) dans la première 
égalité de (5.43) on aura 


° À ° o o °e o ° 0 ee eo oo e 
es= TZ (Va) gas + (Vou*) gui + (VV jw!) gurl. 


Etant donné qu'on peut placer les composantes du tenseur métrique 
sous le signe de la dérivée covariante sans en changer le résultat, on a 


[e) | © oo Oo oO 0 Oo o Le) 

ei 5 [Vibi+ Vii+ Var V ju"). (5.56) 
On obtient de façon analogue en partant de (5.55) et de la seconde 
égalité de (5.43) 

Pa 4 = nm = nm fn 

ES. [Vi + Viwi — Var V ju]. (5.57) 


En cas de déformations infinitésimales on est conduit, aux termes 
quadratiques en |2v | près, à 


Â O0 oO 0 oo" À = nm = fn 
y = sg (Viwi + Vi) = + (Vin + Vin). (5.58) 


Les &;; coïncident manifestement avec les composantes du tenseur 
symétrisé Viwj9'9?. Dans un repère cartésien 
1 ôw) 0; 
— — EEE + ! . . 
er (+) (5.59) 


Oz) 


Soulignons que les formules (5.43) et (5.56) des composantes du 
tenseur des déformations ne sont vérifiées que si, et seulement si, 
l'on peut définir un vecteur déplacement 4 pour tous les points du 
milieu mobile, tandis que le tenseur des déformations et ses compo- 
santes se déterminent d’après les métriques ds* et ds au moyen des 
formules (5.4) ou (5.40), que le vecteur déplacement existe ou non. 


Sur l'existence des équations de compatibilité. Le tenseur des 
déformations a neuf composantes dont six seulement sont distinctes 
en raison de la symétrie des e&;;. Si les déplacements 4 ont lieu, ces 
six composantes &,;, s'expriment selon (5.56), en chaque point donné, 
au moyen de neuf dérivées ôw;/0Ef et, par conséquent, peuvent être, 
dans un point donné de l’espace, des nombres arbitraires. Toutefois 
les &,, ne sauraient être les fonctions arbitraires des points de l’espace 
El, E?, ES, car ces mêmes six fonctions e,, de E?, E?, ES s'expriment au 
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moyen des dérivées de trois fonctions w, de Et, E*, E* seulement. On 
voit donc que les e;; doivent satisfaire à certaines équations dites 
équations de compatibilité des déformations. 

Celles-ci n'existent que s’il existe le vecteur déplacement v, 
c'est-à-dire quand les deux espaces, actuel et initial, sont euclidiens. 
Examinons d'abord à quelles conditions un espace est euclidien. 


Formules de transformation des symboles de Christoffel. On 
sait que les symboles de Christoffel T'#; ne sont les composantes d’au- 
cun tenseur. Ils forment une étendue de 27 grandeurs dans un espace 
tridimensionnel. Les symboles de Christoffel sont liés aux compo- 
santes du tenseur métrique par les formules 


k __ 1 de | OLis 08Js Ô8i, 
ur ôzi | ôzi 024 ): (5:558) 


qui ont été obtenues précédemment pour l’espace euclidien et sont 
valables, par définition, dans l’espace riemannien. 

Trouvons les formules de transformation des symboles de Christof- 
fel lors du changement de np Désignons par ri le symbole de 


Christoffel dans le repère n’ et par lé celui dans le repère E‘. On a 
de toute évidence 


œ 
91= 24 À ; 
ôni 
en dérivant cette égalité par rapport à n° et compte tenu de ce que 
03; GES w ôn 
=; —<=Top04 = Te ——29;:, 
mn 4) dB ao (e 2 dE Ÿ 
an” 


puisque 94 — es 9, On aura 


a, _[pe, an 2% Gë , GÆ” on 
Ne [rés GŒ® ni on onioni ŒJ ? 
En faisant le produit scalaire des deux membres de cette égalité 
par 9°*, on obtient les formules recherchées *) 

y OET EP #® _\ dn” 

y = (Tes ‘ênt FA pe pl o | 
Les équations qui définissent le système de coordonnées où l'j; = 0. 
Peut-on trouver un système de coordonnées n° tel que tous les li} 


*) Les formules de transformation trouvées ainsi que les a (5.60) 
sont indépendantes des définitions (5.53a), n'étant conséquence que des formu- 
les (4.5) et (5.45) écrites dans les systèmes de coordonnées initial et nouvel. 
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se réduisent à zéro? L'espace euclidien permet d'introduire un repère 
cartésien unique pour tout l’espace où les g,, = const, donc, tous les 


T:? = 0 en tout point de l’espace. Il n’en est pas ainsi pour l’espace 
riemannien. Ecrivons les équations donnant un système de coordon- 


2 | 


ES 
=£ 0, tous les l';? ne se réduisent à zéro que si, et seulement si, les 
égalités suivantes sont vérifiées : 


nées où tous les symboles de Christoffel sont nuls. Vu que Det 


œ B 92E% 
GE LE 20 (ou, ti, j—1, 2, 3). (5.60 
Dans un espace riemannien ces égalités peuvent être satisfaites en 
un point donné, c “est- à-dire qu’ on peut toujours IDÉTOQUDTE les coor- 
données nouvelles n° telles qu'en un point donné nf, homologue à 


Ei, tous les l;7 — 0. Pour cela il suffit évidemment de poser 


LOL — 69 (n° — 176) — + T'hag (nt — 1%) (n8— n$)+ 


Condition pour qu’un espace soit euclidien. Si l’on exige que 
toutes les égalités (5.60) soient remplies dans tout l’espace, c’est- 
à-dire que l’espace soit euclidien, ces égalités formeront un système 
d’ équations différentielles définissant la transformation du repère 
Et en repère cartésien n° dans tout l’espace. Ce système n'est pas 
intégrable dans le cas général. La condition stipulant le caractère 
euclidien de l’espace coïncide avec la condition d'’intégrabilité 
du système d'équations différentielles (5.60). Ecrivons ces condi- 
tions. Dans ce but dérivons (5.60) par rapport à n* et éliminons les 
dérivées secondes de l'égalité obtenue à l’aide de (5.60). On a 


() Der Ots OX 9EP d3E0 : 
CET) Eur om À maman 


En permutant les indices de sommation s et B ainsi que k et j, compte 
tenu de la symétrie des symboles de Christoffel en indices inférieurs, 
on obtient d’autres égalités analogues 


6] Los B œ 8 320 
(LE Pig TOR) EE Et 4 = 0 


ôni ôni ônk ônt ôn* ôni 
Eliminons par soustraction des égalités correspondantes les dé- 
rivées troisièmes. Compte tenu encore de ce que le déterminant de 
la transformation de £' en n’ doit différer de zéro nous obtenons les 
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conditions nécessaires et suffisantes d'intégrabilité du système 
(5.60) sous la forme suivante *): 


Rev op os r° r* rerÀ — 0 = 61 
ou. DE — Z% À sl ap — 1 pl œs = VU. (0.61) 


Dans un espace euclidien ces égalités sont vérifiées quel que 
soit le repère. Si l’espace n’est pas euclidien les égalités (5.61) ne 
sont pas satisfaites. 


Construction des coordonnées pour lesquelles l';? — 0 en tous les 
points d’une courbe donnée. Pour démontrer cette proposition inté- 
ressante et très utile il suffit d'indiquer la méthode de construction 
d’un système de coordonnées &* pour lequel en tous les points d’une 
courbe donnée arbitraire C se vérifient des égalités 


Si l’espace est euclidien, on obtient, en introduisant le système 
de coordonnées cartésiennes, que les égalités (A) sont vérifiées non 
seulement sur la courbe € mais en tous les points de l’espace. 

Par conséquent, la vérification des égalités (A) le long de C doit 
être démontrée seulement dans le cas d’un espace riemannien, où 
les composantes du tenseur Rgx. ne sont pas toutes nulles (voir la 
définition (5.61)). 

Dans l’espace riemannien n-dimensionnel il est impossible de 
satisfaire aux égalités (A) exactes en tous les points d’un volume in- 
finitésimal ou sur les éléments arbitraires d’une surface de dimen- 
sion supérieure à l'unité. 

On pose que les équations de la courbe C dans le système de 
coordonnées initial z° ont la forme 


et l’on admet que les fonctions p®% (x!) sont définies pour tous les z! 
dans les intervalles convenables. En transformant les coordonnées 


Ê° — 2? — p° (x), 
Per gi 


*) La structure indicielle correspond aux signes des composantes R:°®% utili- 


sés par H. We y 1 dans son livre Space-Time-Matter, 1922, repris ensuite 
par un grand nombre d'auteurs dans les manuels et les ouvrages scientifiques. 
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on obtient que l'équation de la courbe C dans le système de coordon- 
nées Et s'écrit 
E —#—,,..—{#£" —0, où El est variable. 


On voit que dans le système E° la courbe C se confond avec la 
courbe coordonnée El. 


La transformation des symboles de Christoffel peut être écrite 
sous la forme 


OR , r* OP 087 a2ëR 

7 ônt ôni  ôntôni 
k 

On déduit de _ =£ 0 que, si pour tous les 4 = 1,2,...,n et 
n 


pour les indices fixés à et j est vraie l'égalité (5.60), il est également 
vrai que 


Ti =0 pour Æ=1, 2,...,n. 

Envisageons d’abord la transformation des E‘ en n° qui conduit 
aux égalités l'& = 0 vraies pour tous les k et tous les à, j, sauf pour 
it — j = 1. Vérifions que 

Et = nt + béne—— [0Kk Ton + (Oxbk + B3bk) Dhs + 
+bkbTi1] nent + FŸ, (B) 
1 
E = bn — [0% 0X Ton + (bb + bxbk) Dés + babrT F1] nent + F°. 
#, %, V, met & y prennent les valeurs 2, 3,...,n; bg (n?) et b6 (n!) 


(det | b6 | 0) sont fonctions de n!; de plus F1 et F® sont des fonc- 
tions quelconques de n? et de n° tendant vers zéro comme des infi- 
niment petits de l’ordre supérieur à deux en n° lorsque n®% tend vers 
zéro. Il est évident que sur la courbe C sont vraies les égalités 


n=1=...=n"n"" =0, =". 


Dans les formules (B) les grandeurs l'; (£') peuvent être identifiées 

à leurs valeurs T4 (n!) sur la courbe C. En substituant E‘ (n*) de 

(B) dans les conditions (5.60) on obtient les équations pour les 
fonctions bg (n°) et b£ (n!). 

Récrivons d’abord les conditions (5.60) sous la forme 

B : EU 

ee + 

ôn* dn? ôn on! ôn' on? 

Dpt, at _ pe Æt Gt 


Îani ani Toni on | 


CS 


$5] THÉORIE DES CÉFORMATIONS 91 


Il découle des formules (B) que sur la courbe C ont lieu Îles égalités 
suivantes : 


Œt 4. Et jt, Op. ZE db. 
ont on” x 90? gnton*  dn! ? 
otE1 vruni 1 
PC" Len — [OX T on + (04 0Ë + bibh) Ti + bxbiT 11] : 
dE 0: O0 æ,. 0° 0: CS dbx . 
Tnt x 7%: 2 _ *  pm*gni  dni * 
o?E 


a © (M DE Tv + (OxBE + Bube) Dis + BIT 


En mettant ces valeurs des dérivées sur C dans (5.60) on parvient 
au résultat suivant: pour k — a, i — x, j = % les relations (5.60) 
sont identiquement satisfaites. Pour k = i = 1 et j — x ou k — 
= j=1eti—=»xona 


db} 


1 
dni _— —Tinbs. 
Pouk=ai—1,j=»xouk = «&,i— %x,j = 1 on obtient 
db® . 
ani — — Tips. 


Ayant défini b4 et b% par intégration des équations différentielles 
obtenues, on aboutit moyennant les formules (B) à une grande variés 
té de transformations réduisant à zéro dans les variables n‘ tous les 
symboles | 5 sur la courbe C, à l'exception peut-être des symboles 
FR; 2; sin. 

Pour une transformation du système n° en système &* dans lequel 
tous les symboles T; sur la courbe C se réduisent à zéro, les équations 
(5.60) sur la courbe C ont maintenant la forme 

, on! ôn! on} ; 

| RL EPA EPS PEL MERE 4 5.60 

Te (5.60) 

Pour obtenir les transformations satisfaisant à (5.60), on pose 
n! = f (£1), 
ne= gt (tt) +0". 

Pour i = 1 ou j = 1 les équations (5.60”) sont identiquement satis- 
faites. Pour i = j = 1ona 


Tif2+f=0 et Tif?+ge—=0 
En remplaçant dans T'’# (n°) l'argument n' par j (£*) on obtient 
par intégration de ces équations la transformation définitive qui 
résout le problème. La transformation générale de z' en £' s'obtient 


par combinaisons successives des transformations particulières indi- 
quées plus haut. 
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Notons que le résultat obtenu n’est pas lié aux formules (5.53a) 
ni, partant, à la métrique de l’espace; n’y sont essentielles que 
la symétrie li; — l'} et les formules de transformation des sym- 
boles Ti. 

Dans le système de coordonnées &*, pour tout tenseur sur la courbe 
C toutes les dérivées covariantes premières se confondent, évidem- 
ment, avec les dérivées ordinaires. 

Les conditions de la constance d’un tenseur le long de la courbe C 
se ramènent à la constance de ses composantes dans le système de 
coordonnées &!. 

Si la courbe C est fermée ou possède des points crunodaux, les 
valeurs des coordonnées £* et les vecteurs de base 24 (£') après le 
parcours de C et le retour au point de départ ou au point d'’intersec- 
tion seront, en général, différents. Il est évident que dans ce cas les 
vecteurs et tenseurs constants, ayant les mêmes composantes dans le 
système €“ sur la courbe fermée C, ne seront plus égaux, après le 
retour, aux vecteurs et tenseurs primitifs correspondants. Il en dé- 
coule également que deux tenseurs égaux en un point M ne le seront 
pas, en général, en un autre point V, atteint suivant les courbes 
différentes. On peut montrer que ces résultats sont essentiellement 
liés aux propriétés non euclidiennes de l’espace. 

Dans un espace riemannien, pour un tenseur métrique on a tou- 
jours l'égalité Vig:; — 0. Dans le système de coordonnées CÀ le long 


ô , 
de C on a Vagi; = ras — 0 et, donc, sur C, en coordonnées &*, on 


a gu(Ë*) = 9, + 9, = const, d'où il découle que les vecteurs de base 
91 (G*) et at (£*) aux points de C forment un système invariable qui, 
lors du déplacement le long de C, ne peut que tourner, tel un corps 
rigide. 

En partant des transformations générales des symboles [; il 
est aisé de voir que toute transformation linéaire 


ivk 
4 — ab ’ 
« î e Q Ld ] ] 
où a; sont des coefficients constants, annule également les symboles 


T{; sur la courbe C en coordonnées &''. Par un choix convenable des 


coefficients réels a4 on peut vérifier sur la courbe C dans le système 
L''les égalités suivantes : £g;, = 0 pour i £ jet g;; — +1 (les signes 
sont définis par la signature de la métrique). L'orientation du systè- 
me correspondant de vecteurs de base ne peut être donnée arbitraire- 
ment, en général, que dans un point quelconque donné de la courbe C. 


Tenseur de Riemann-Christoffel. Dans le cas général d’un espace 
riemannien les quantités Ray. ainsi définies peuvent être considé- 
rées comme les composantes d’un tenseur du quatrième ordre. Pour 
le démontrer prenons un vecteur dérivable a et considérons les 
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deux tenseurs suivants: 
T = V,V:at9,9'9 et T* — V,V,at9,9'2. 


Il est manifeste qu’en général ?T = T*. Le calcul direct de la diffé- 
rence T — T* donne 


T—T* = Riy ana, so). 

Vu que T — T* est un tenseur et a un vecteur quelconque, les quan- 
tités Rj,. doivent se transformer comme les composantes d’un 
tenseur du quatrième ordre. Ce tenseur est appelé tenseur de Rie- 
mann-Christoffel. 

Pour l'espace euclidien le tenseur de Riemann-Christoffel est 
identiquement nul et le résultat d'une dérivation covariante répétée 
dans l'espace euclidien ne dépend pas de l'ordre de l'opération *). 


Expression des composantes du tenseur de Riemann-Cbristoffel 
en composantes d'un tenseur métrique. Les composantes purement 
covariantes du tenseur de Riemann-Christoffel sont de la forme 


R de R .. | e 4 — RTE 
ijuv = Bavitin. GES GE 


où, conformément à (5.53a), 
r =+| av 0Œjv La 
OZ LOS OŒ 
En tout point donné, on peut trouver un repère x! tel que lu ;—0. 
Cependant les dérivées de le, diffèrent de zéro dans un espace non 
euclidien, ce qui permet toujours d'écrire pour les composantes du 


tenseur de Riemann-Christoffel dans ce repère z' la formule sui- 
vante: 


mme Mi [lou laœvi DE loutTavj] (5.61”) 


R + ai Ogvt guy gui Ov] 
UV D L'azi o7 ôxt 0x" ôzi 0x"  ôzriôr" 
Symétrie des composantes du tenseur de Riemann-Christoffel. 
A l’aide de la formule précédente on énonce les propriétés suivantes 
de la symétrie qui sont vérifiées dans tout repère et en tout point 
de l’espace d'après les propriétés des transformations tensorielles 


Rijuv = — À ;;uv, Riiuv = 0, Rijuv = — Rijvus Rijw = 0, 
Rijuv = Ruviss Rjuv + Rhuisv + R juiv =(, 
Remarquons que les propriétés de symétrie indiquées ici ne sont pas 

toutes indépendantes entre elles. 
*) Pour éclaircir la situation il serait utile de considérer les égalités 


(4) 0a (] 04 . 
T=— (2 si) i=— (si) = VV;a%9,9t9i 
Oxi \ Ori Ort \ üzi D dE 


pourtant, pour des espaces riemanniens on a 
T AT = Via acolai — VV jat2,9tai. 
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Le nombre des composantes indépendantes du tenseur de Riemann- 
Chbristoffel pour x — 3. Dans un espace tridimensionnel (n7 = 3) 
le tenseur de Riemann-Christoffel n’a que six composantes indépen- 
dantes qui peuvent être non nulles dans le cas général d’un espace 
riemannien. Ce sont, notamment, les composantes suivantes : 


Riot Risis, Roses; 
Rioiss Rotsss Rise. (5.62) 


Pour écrire ces composantes on s’est guidé des considérations 
suivantes. Conformément aux propriétés de symétrie ci-dessus, 
Ris = 0. Si parmi les indices il n’y a que deux distincts, alors pour 
deux indices fixés toutes les composantes s'expriment au moyen d’une 
seule. Ainsi, pour #7 = 3 et deux indices distincts il n’y a que trois 
composantes indépendantes, par exemple, celles de la première ligne 
de (5.62). Si trois indices sont distincts, pour r = 3 parmi les quatre 
indices des composantes deux sont toujours identiques. Ces indices 
égaux pour les composantes non nulles doivent appartenir à des 
couples différents. On peut les supposer disposés à la première et la 
troisième place. Pour des indices égaux fixés on n’a qu’une seule 
composante R;;;1 indépendante. Il y en a en tout trois. Elles sont 
toutes écrites dans la deuxième ligne de (5.62). 

L'espace est euclidien pourvu que le tenseur de Riemann-Christof- 
fel soit égal à zéro. La condition d'annulation du tenseur de Rie- 
mann-Christoffel qui est en même temps celle du caractère euclidien 
de l’espace est traduite par six équations qui s’obtiennent en égalant 
à zéro six composantes, par exemple (5.62). 


Equations de compatibilité des déformations. Les composantes 
du tenseur des déformations se déterminent par les relations 


EN o 
2EcB = Las — Lo: 
Si le vecteur déplacement 4 existe, les deux formes quadratiques 


ds? — Lab dE® del et ds; Log dE” dE? 
donnent le carré de l’élément de longueur dans un espace euclidien. 
C'est pourquoi les tenseurs de Riemann-Christoffel dans le cas des 


o° ” 
tenseurs fondamentaux g# et gs doivent se réduire à zéro. Ce qui 
conduit aux équations 


Ru =0 et Rjuv= 0. (5.63) 


© ” 
L'une des bases de coordonnées 3, ou 9, peut être choisie arbitraire- 
ment, l’autre se déterminant ensuite complètement par les dépla- 
cements. Par conséquent, parmi les équations (5.63) les unes sont 
satisfaites automatiquement par le choix de la base de coordonnées 
dans un espace euclidien, les autres peuvent être considérées comme 
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équations pour les composantes du tenseur des déformations. Ces 
dernières s'appellent équations de compatibilité des déformations. 
Leur forme développée s'écrit sans peine à l’aide des formules (5.61°). 
En particulier, si l’on se donne à l’état actuel déformé un repère 


cartésien rectiligne (non orthogonal, en général), on a ôg, 8/08 = 0 


si bien que les équations de compatibilité R;,,, = 0 se mettent 
sous la forme suivante: 


d?Evi d'en Î den: 0?» 
DES OEM | GEIGEV  OEGEV Et ot 
x + ga [GoujGavi Fe GouiG avi] —_ O, ; (5.63a) 


OEi GET OE ” 


o e e 
et g*®se déterminent comme composantes de la matrice inverse de 


ad 


la matrice de composantes £ow — 2Ecw : 


Le] ES 
I 8% [= | Law — 280 || "1. 
Les équations de compatibilité À; uv — Ô s'écrivent de la même 


façon si, à l’état initial, le repère lagrangien est rectiligne et Lab = 
= const. 

Les équations (5.63a) représentent pour six fonctions eg (E*, E?, E$) 
des équations différentielles aux dérivées partielles du second ordre, 
linéaires en dérivées secondes et non linéaires en dérivées premières. 

Pour toutes les valeurs des indices à, j, 1, v de l’ensemble 1, 2,3 
le système (5.63a) ne contient que six équations indépendantes. Il 
est clair que les formules (5.57) donnant e;; à l’aide de w, sont l’in- 
tégrale générale du système des équations de compatibilité (5.63a). 


Equations de compatibilité dans le cas où les déformations sont 
infinitésimales. Dans le cas où les déformations sont infiniment 


petites, les équations de compatibilité (5.63a) acquièrent la forme 
suivante : 
TE à) (5.63b} 
OESOEM  GEtGE  OEJOËŸ Et" 
et s'appellent équations de compatibilité de Saint-Venant. Par subs- 
titution directe des formules (5.58) dans les équations (5.63b) on peut 
vérifier que les premières sont l'intégrale générale des secondes pour 
trois fonctions arbitraires w... 
Les équations de compatibilité (5.63b) représentent en cas des 
déformations infinitésimales six équations différentielles linéaires 
indépendantes aux dérivées partielles secondes en e;. 
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En résumé, dans le cas où.l'’on peut relier l'état initial avec 
l’état actuel par un vecteur déplacement w, les équations de com- 
patibilité doivent être satisfaites, de plus les expressions de e;; 
en fonction des composantes de %# peuvent être considérées comme 
solutions générales de ces équations. 

Analysons maintenant plus en détail la géométrie de la défor- 
mation d'un milieu continu lors du déplacement. 


Transformation lors du déplacement d'un solide parfait. Commen- 


<ons par l'étude du déplacement d’un solide parfait. Soient (fig. 14) 
I et II deux positions quelconques et soient M et M” deux positions 


(4 


y2 


Fig. 14. Transformation lors du déplacement d'un solide parfait 


d'un même point du solide. On peut amener M" en M par translation. 
Comme on sait, le déplacement au cours duquel un point Af du solide 
est immobile est une simple rotation autour d’un axe passant par ce 
point M. 

Prenons dans la position I un système d’axes x!, x°, x° figés dans 
le corps d'origine en M qui devient dans la position II le système 
y'?, y'?, y d'origine en M" (fig. 14). Désignons par y, y°, y° la 
position des axes après la translation de M” en A1. La rotation amc- 
nant z° en y‘ peut être écrite sous la forme y° = cix’, où ||cilest 
une matrice, la même pour tous les points 47 du solide. Ainsi, à un 
déplacement arbitraire d'un solide parfait correspond (au déplace- 
ment de translation près) une certaine transformation orthogonale. 

Supposons maintenant que le corps se déforme. La transforma- 
tion qui s'opère a la forme la plus générale; on se bornera à suppo- 
ser qu'elle est biunivoque, continue et dérivable par rapport aux 
coordonnées. 


Transformation lors du déplacement d’un élément infinitésimal 
du milieu continu. Dans une région infinitésimale entourant le 
point M, on peut considérer cette transformation comme affine aux 
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termes du premier ordre près. Démontrons-le. Désignons par 2, 
les vecteurs de base du repère lagrangien au point M à l'instant 1,. 
La position de tout point au voisinage du point }{ est entièrement 
déterminée par dr, et 


[e) 
do = dE'ai. 
La position de tous les points de la région entourant le point M' 
en lequel le point M sera amené à l'instant £ est définie par le vecteur 
dr dont les composantes, dans la base 3;, sont également d£*: 
dr = dEa.. 
En faisant coïncider les points A7 et M” et en décomposant dr 


suivant les vecteurs de base 21, on obtient les composantes dn' qui 
diffèrent de dE: 


dr = dnia.. 
La relation entre dn° et d£' définit la transformation d’un élément 
du milieu continu *). Elle est donnée par l'expression suivante: 
.n .0 
dr = d£'9, = dn'2:. (5.64) 


Compte tenu de la relation (5.42) entre 2;, 9: et 20 


LS oO 


di = 9; 1e = 9; + V; PE = CE Vu) 9R — Ci 9h 


où 
À = OÙ + Viut, (5.65) 
on écrira 
dr — dE; —= déic* dk == dn"on, 
d’où 


dn* = c! dei. (5.66) 


La transformation de d£' en dn° est homogène, linéaire, de ma- 
trice || c* || indépendante des différentielles d£', c'est-à-dire des coor- 


données approchées des points voisins; c? ne peuvent dépendre que 


des coordonnées du point M. Il s'ensuit que les coefficients c* sont 


constants dans le cas d’un élément infinitésimal et la transformation 
(5.66) est affine. 


*) En cas d’un élément infinitésimal, les dn* et dE? peuvent être considérés 
comme coordonnées cartésiennes dans un même repère obliquangle de base 8,. 
7—0863 
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Propriétés des transformations afîffines. Signalons maintenant les 
propriétés des transformations affines qui sont une ANSE 
directe de la linéarité des expressions (5.66). 

Dans une transformation affine les droites se transforment en 
droites, les plans en plans, de plus les droites et les plans parallèles 
restent parallèles après transformation. En particulier, un parallé- 
logramme se transforme en un parallélogramme. On en déduit que 
tous les segments égaux et identiquement orientés se détendent 
(ou se contractent) identiquement. 

Le rapport entre les longueurs d'un segment quelconque avant 
et après la transformation ne dépend pas de la longueur primitive du 
segment (car c’est un rapport entre les fonctions homogènes du pre- 
mier degré), n'étant fonction que de l'orientation de ce dernier. Par 
suite, le coefficient de l’allongement relatif de tout segment ne dé- 
pend pas non plus de sa longueur, mais uniquement de son orien- 
tation. 

Un segment se transforme toujours en un segment, un point 
divisant un segment dans un rapport invariable. 

Une courbe ou une surface algébrique se transforme en une courbe 
ou une surface algébrique du même degré. Par exemple, une surface 
du second degré se transforme en une surface également du second 
degré : une sphère devient un ellipsoïde ou une sphère, les diamètres 
conjugués de la sphère se transformant en diamètres conjugués de 
l'ellipsoïde. Tous les diamètres conjugués de la sphère sont ortho- 
gonaux ; dans un ellipsoïde il existe, en général, un triplet unique 
de diamètres conjugués orthogonaux et, donc, il existe toujours au 
moins un trièdre orthogonal qui se transforme en un trièdre orthogo- 
nal, autrement dit, il y a des directions principales. 

Les volumes subissent en général des modifications lors d'une 
transformation affine, mais la variation relative du volume 0 — 
= (V — V,)/V, ne dépend ni de la forme primitive ni des dimensions 
du volume. 

C’est bien pour cette raison que le coefficient de la dilatation 
cubique, que nous avons exprimé à l’aide des composantes du tenseur 
des déformations et calculé pour un parallélépipède élémentaire, 
est valable quel que soit le petit volume. 


Interprétation géométrique de Ia transformation d'une petite 
particule du milieu continu. Toute sphère infinitésimale découpée 
dans le milieu continu se transforme, lors d’une déformation, en un 
ellipsoïde. Si la déformation laisse inchangées les directions princi- 
pales, elle est dite déformation pure et se ramène alors à un ensemble 
de trois dilatations ou contractions effectuées suivant trois axes 
rectangulaires principaux. 

Si la sphère se transforme en un ellipsoïde de façon que les direc- 
tions principales soient affectées, on parle d’un cas général de la 
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transformation affine représentant une déformation pure (dilatation 
le long des axes principaux) suivie d’une rotation dans l’espace. IL 
est à noter qu'en cas d’une déformation pure, tout segment tracé 
dans la particule élémentaire du milieu dans une direction diffé- 
rente de celles des axes principaux change, en général, son orienta- 
tion dans l’espace. 

Si la particule se comporte comme solide parfait, alors une sphère 
se transforme en une sphère du même rayon, et en outre tous les 
trièdres mutuellement orthogonaux, qui peuvent alors être considérés 
comme principaux, tournent autour du même axe et ‘d'un même 
angle. Il s’agit dans ce cas d’une rotation pure. | 


La matrice de la transformation affine || c? || est définie, selon 
(5.66), par neuf dérivées des composantes du vecteur déplacement w 
par rapport aux coordonnées E!, £*, E* ; en général elle est définie en 
un point donné par neuf nombres quelconques. Une déformation 
pure est caractérisée par trois composantes principales du tenseur 
des déformations et par trois paramètres fixant l'orientation des axes 
principaux dans l’espace (ou par six composantes du tenseur des 
déformations), la rotation des axes principaux étant définie par les 
trois paramètres restants. Dans le cas d'une rotation pure la matrice 
est orthogonale et ne dépend que de trois paramètres indépendants 
(direction de l'axe de rotation et de l’angle de rotation). 

En résumé, un déplacement quelconque d’une portion infinité- 
simale du milieu continu se ramène à une translation dans l’espace 
et une rotation suivies d’une déformation pure (contractions ou 
dilatations le long des axes trirectangles principaux). 

Les caractéristiques géométriques des déformations revêtent 
de l’importance surtout dans le cas des solides. En ce qui concerne 
les liquides et les gaz leur rôle est beaucoup plus modeste. En effet, 
un liquide versé d’un récipient dans un autre reste (s’il est homogène) 
toujours le même, bien que lors du transvasement il ait pu être sujet 
à des déformations aussi grandes et aussi compliquées que l’on veut. 
Dans les fluides, les propriétés des déformations ne se manifestent 
essentiellement que par les variations de volume. Les fluides résis- 
tent à la compression ; à l’état comprimé ils se distinguent des flui- 
des non comprimés. 

Le tenseur des déformations joue un rôle capital dans la théorie 
des déformations des solides. La théorie du mouvement des fluides 
qui porte le nom d'hydrodynamique (ainsi que la théorie des dé- 
formations de certains solides) recourt plus souvent à une autre 
caractéristique, le tenseur des taux de déformation en l'occurrence. 
Il y a des cas où les déformations elles-mêmes sont de peu d'importan- 


ce, en revanche c'est la vitesse avec laquelle elles s’opèrent qui 
compte. 
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S 6. Tenseur des taux de déformation 


Définition du tenseur des taux de déformation. On introduit le 
tenseur des déformations 


| n [) 
y = (Lis — ii) (6.1) 
relativement à deux états du milieu continu: actuel Li et d'une 


façon générale, neutre g;;. Si l’état initial g,; est réalisable, il existe 
alors un vecteur déplacement + de tous les points du milieu continu 
müû de l’état initial atteint à l'instant £, à l'état actuel considéré à 
l'instant é, ce qui permet d'écrire pour le tenseur des déformations 
les formules (5.56) et (5.57). Outre ces deux états du milieu continu 
nous considérons un autre état à l'instant £ + At qui est proche de 
l'état actuel g;;. Désignons par gi; les composantes du tenseur métri- 
que à l'instant é + At. Il est évident qu’on peut introduire les 
composantes du tenseur des déformations relativement aux états du 
milieu continu aux instants { et £ + At. En les désignant par Az;; 
on aura 


4.7; “ 1 
Aes=r (gi —gius) = (Viw + Vin: HV V jp); (6.2) 


notant que 20 — w,9° et que les dérivées covariantes sont calculées 


en l'occurrence dans l'espace initial £, ;. La formule (6.2) est perti- 
nente, car le déplacement 4 de l’état à l'instant £ à l’état observé à 
l'instant £{ + Af existe. Il est évident que 


ao = vAt = v,9"At, 


c'est-à-dire que w; = v;At est du même ordre que At et devient un 
déplacement infinitésimal si At est petit. C'est pourquoi 


= _ (Vivs + Vivi) = er. (6.3) 


Les quantités e;; sont les composantes d'un tenseur symétrique 
dit tenseur des taux de déformation. Si l’on connaît le champ des 
vitesses v, les composantes e; ; se calculent selon (6.3). Les formules 


€ij = r (Viv;s + Vivi) conservent leur forme quel que soit le repère 


mobile curviligne, à condition que le vecteur vw soit défini à l’aide 
du repère de l'observateur et du repère concomitant, ces derniers 
étant à la base de toute étude du mouvement d’un continuum. 


Relation entre les composantes du tenseur des déformations et 
celles du tenseur des taux de déformation. De (6.2) découle directe- 
ment que les composantes du tenseur des taux de déformation satis- 
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font à la formule 
à 4 dg} 


valable dans le repère concomitant. 


Si l’état neutre Li) ne dépend pas du temps #, on obtient facile- 
ment de (6.3), à l’aide de (5.4), les formules qui relient, dans un 
repère concomitant, les composantes des tenseurs des déformations 
et des taux de déformation: 


À de; 
= ” (6.5) 


Soulignons une fois de plus que la formule (6.5) n'est valable 


que si, et seulement si, Li; — const par rapport au temps, tandis que 
(6.4) est toujours vérifiée. 

Le tenseur des déformations diffère du tenseur des taux de dé- 
formation mais les e;;At sont les composantes du tenseur des dé- 
formations infinitésimales se rapportant au déplacement effectué 
pendant l'intervalle Af, c’est-à-dire 


e;yAt = E;j- (6.6) 


Notons que le tenseur des déformations € apparaît par suite de 
la comparaison de deux états du milieu continu, tandis que le tenseur 
des taux de déformation est une caractéristique d’un état donné à 
un instant donné. 


Conditions de compatibilité pour les composantes du tenseur des 
taux de déformation. Il est clair que les composantes du tenseur 
des déformations (6.6) satisfont aux conditions de compatibilité. 
En portant (6.6) dans (5.63a) et passant à la limite lorsque Af — 0, 
on obtient pour les composantes du tenseur des taux de déformation 
les conditions de compatibilité suivantes: 

à (6.7) 

0530"  OEiGE”  GEjôEV  ôfioE” 
Le système d'équations (6.7) tout comme (5.63b) comprend six 
équations indépendantes linéaires aux dérivées partielles du second 
ordre. Les équations indépendantes correspondantes s’obtiennent 
pour les combinaisons d'indices figurant dans (5.62). Pour trois 
fonctions arbitraires v, les formules (6.3) donnent l'intégrale géné- 
rale du système (6.7). 

Par analogie avec le tenseur des taux de déformation on peut en 
introduire d'autres dont les composantes sont les dérivées de e;, 
par rapport à { d'ordre plus élevé. Il est également possible de con- 
sidérer des tenseurs dont les composantes sont les dérivées de e;; 
par rapport aux coordonnées spatiales, par exemple, le tenseur 
Vr£ei,9 9/9". 
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$ 7. Distribution des vitesses dans un élément infinitésimal 
du milieu continu 


Transformation affine infiniment petite d'un élément infinité- 
simal du milieu continu au cours du temps Af. Soit un élément infi- 


nitésimal du milieu où l’on veut étudier la distribution des 


GE‘ dE) 


DE!ELE) —. 
JAN 
U,4 2 0 p' d ! 
\ l + A la #? € 


Fig. 15. Déplacement d'une parti- 
cule infinitésimale du milieu con- 
tinu au bout du temps At 


rtesses. 
Par élément infinitésimal onkentend 
un ensemble de points du milieu 
de coordonnées E° + dE’ = EL op", 
disposés à des distances p infini- 
ment petites du point donné © de 
coordonnées El, E*, E3, centre de 
l'élément. Le champ des vitesses 
v est supposé continu et ayant au 
moins les dérivées premières. 
Soient ®, la vitesse du point © 
et v, celle d’un point quelconque ©, 
de l'élément du milieu. Au bout de 


l'intervalle de temps infiniment 

petit Af le vecteur OO, = p composé, à tous les instants, de mêmes 

points du milieu se transforme en vecteur 0'O; = p” et, manifeste- 
ment (fig. 15), 

p —p + (ù — vo) At. (7.1) 


En développant w en série au voisinage du point © aux infini- 
ment petits du premier ordre en p près, on obtient 


Ov 


— Î Ï = (0 
= vo+ | + ), P'+ PO (p) pour lim © (p)=0. (7.2) 
En portant (7.2) dans (7.1) on a 
r av i 
ep =e+( ee ) p‘Aë+pO (p) At. (7.3) 


J1 s'ensuit qu'un élément infinitésimal subit, au bout de l'inter- 
valle de temps infinitésimal Af, une transformation affine infini- 
ment petite, à pOQ (p) At près (les valeurs des dérivées de % par rapport 
à £* sont prises au centre de l'élément O). 


Distribution des vitesses dans un élément infinitésimal du milieu 
continu déformable. Récrivons la relation (7.2) qui exprime la 
vitesse v, d’un point arbitraire ©, d’un élément infinitésimal en 
fonction de la vitesse v, du centre de ce dernier, des dérivées de v, 
prises au centre par rapport aux coordonnées, et des coordonnées 
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du point considéré, sous la forme suivante: 
vie Co + Vivrp 9" + PO (p) = 
= vo ++ (Viva + Va) ploh+ (Viva — Va) plat + pO (p) = 
= vo+erp'a*+ opte +pO (p). (7.4) 


Dans la dernière égalité de (7.4) on a groupé les termes contenant 
le tenseur symétrique e,; et ceux contenant le tenseur antisymétri- 
que w}1: 


1 1 Ov} dl’; = 
Oui (VU — Vavi) = 5 ee ) . (1.9) 
Donnons maintenant l'interprétation cinématique de chaque 
terme de l'expression (7.4) pour les vitesses des points de l'élément 


infiniltésimal du milieu continu. Pour plus de clarté, représentons 
(7.4) en projections sur les axes cartésiens, en admettant que 


p= ri + 2j + 2k = rû + yj + 2zk. 
Il vient 
= Uo+ eu7 + out, 
Vi = Vo + Ci t} + Oz}, (7.6) 
D = Wo + est + @ssr". 


Ici les composantes e;; et w3, ne dépendent pas des z' et l'on a 
négligé les termes en z' d'ordre supérieur au premier. Introduisons 
la forme quadratique 


D=- eng? at; (7.7) 
on a évidemment 
; 00 
PERS ri 
TR: (7.8) 


Les formules (7.6) se mettent sous la forme 
00 ; 
U= Ugo + Er + Oui | 
00 : 
Vi = Vo+ Er + Wait”, (7.9) 
C] 
Ainsi, la vitesse des points d'un élément infinitésimal du milieu 
se décompose en trois composantes dont la première %, (40, Lo, Wo) 


est indépendante des coordonnées x}, r°, r° et, par conséquent, repré- 
sente celle du mouvement de translation de l’élément dans son en- 


00 î 
Wi= Vo + + Osit 
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semble (elle coïncide avec la vitesse du centre de l'élément), tandis 
que la seconde composante (80/6zx}, 0dD/ôx*, 9®/06x°) dérive du 
potentiel O. Pour une analyse plus détaillée de la troisième compo- 
sante (@;7', @et°, @a;t') il nous faudra introduire une matrice 
antisymétrique que nous écrirons dans un système d’axes cartésiens 


O Ge Gi 0 Wie Os 0 —o; 
loi fl= | Des O es | = || —@4e O we: || — O3 O0 —ow, |, 
@3s We 0 —Wy3 —Wz 0 — Ge Os 0 


c’est-à-dire introduisons les notations 
Os = W3o, Oo — y; Da —= Oo. (7.10) 


En vertu des (7.5) et (7.10) on a dans le repère cartésien 


7 2 \ dy 0z 
1 / du uw = 
= (Se): | 9) 


On peut directement vérifier que les formules (7.11) se déduisent 
sans peine de la représentation symbolique suivante: 


i j 
. à 1 0 Ô 0 

O = Où +0ÿ += . ai > |: (7.12) 
U UV D 


Avec les notations ©,, ©., ©, introduites selon (7.10) les formules 
(7.9) deviennent 


00 

U= Uo + —- + Oez — Osy; | 

Di = Lo 5 + st — 042, | (7.13) 
00 

Wy= Wo + oz + O1y — Qt, | 


soit, conformément à (7.12) 


ui = 9 + 5 + (0 x P)x; | 


Di = Lot + (o X P)u | (7.14) 


00 
Wy= Wo ++ (© X p)z. 
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La formule définitive que nous écrirons sous forme vectorielle 
%, = V, + grad D + © X p + pO (p) (7.15} 


remplace les expressions (7.4) et (7.14). 


Comparaison de (7.15) avec la formule d’Euler donnant la dis- 
tribution des vitesses dans un solide parfait. Comme on sait, la dis- 
tribution des vitesses dans un solide parfait est régie par la formule. 
d’Euler 

VU = Vo + À X p, 


où v, est la vitesse d’un certain point déterminé © du solide parfait, 
v, la vitesse d’un point quelconque O, du corps, @ le vecteur vitesse 
angulaire instantanée du solide, p le rayon vecteur OO,. La formule. 
(7.15) pour les vitesses des points d’un élément infinitésimal du 
milieu continu se distingue de celle d’'Euler par la présence des ter- 
mes grad ® et pO (p), ce dernier, étant infiniment petit par rapport 
à p, peut être négligé dans une première approximation. 


Taux d'’allongement unitaire. Eclaircissons le rôle du terme- 
grad ®. Lors du déplacement du milieu continu le vecteur p se trans- 
forme en p’. La variation du vecteur p, c’est-à-dire p” — p — Ap, est 
due uniquement au fait que les points de l'élément infinitésimal se- 
déplacent à des vitesses différentes ; en effet, en passant à la limite. 
dans (7.1) lorsque At — O on écrit 
P = vi —%0. (7.16) 

Calculons pour un corps déformable une quantité non nulle 
appelée taux d'allongement unitaire d’un segment du milieu dans. 
la direction p: 


A partir des égalités (7.16) et (7.15) et compte tenu de ce que: 
p:(®o Xp)=0,ona 


”_ 1 dp — 1 | De 1 00 00 00 _ 
er (0) = (p grad®)==> (= SE GR NH z) = 
= 5 = ei Ga”, (7.17) 
où a! — = — cos (p, x'). 


En résumé, si l’on connaît les composantes du tenseur des taux 
de déformation e;,; et la direction p, il est possible de calculer le 
taux d'allongement unitaire e, dans cette direction. 
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Interprétation cinématique des composantes du tenseur des taux 
de déformation. La relation (7.17) permet une interprétation ciné- 
matique directe des composantes du tenseur des taux de déforma- 
tion aux indices identiques. Supposons p dirigé le long de l'axe x", 
ce qui annule tous les termes du second membre de (7.17), sauf un 
seul, si bien que 

ei — Eii- 
Ainsi donc, 


Ex — Cygs Ey—=les Er —ECg3; 


c'est-à-dire les composantes du tenseur des taux de déformation auy 
indices identiques sont les taux d’allongement unitaire des segments 
du milieu dirigés initialement parallèlement aux axes cartésiens 
orthogonaux correspondants. Un autre raisonnement conduit à la 
même conclusion. Au bout du temps Af une particule infiniment 
petite du milieu subit une déformation infiniment petite par rapport 
à l'état du milieu continu à l’instant t. Il est possible alors d'intro- 
duire un tenseur des déformations 6 relativement aux états du 
milieu aux instants £{ et £ -+ At, ce qui nous conduira à 


Eij = ejAt. 


D'où découle l'interprétation cinématique des composantes e;; 
qui coïncident, au facteur Af près, avec les composantes e;; du ten- 
seur des déformations infinitésimales. Les quantités e;; pour i = j 
caractérisent le glissement des angles droits entre les segments du 
milieu continu disposés initialement le long des axes de coordonnées 
z, y, z. Les composantes e;;, lorsque i = j, sont égales à la moitié 
du taux du glissement des angles primitivement droits et formés 
par des segments du milieu qui sont, à l'instant donné, parallèles 
aux axes de coordonnées correspondants. Il découle de (7.17) que 
le terme grad ® dans la formule (7.15) donnant la vitesse des points 
d'un élément infiniment petit du milieu est responsable de la dé- 
formation de ce dernier. Introduisons la notation 


v* — grad D (7.18) 


que nous appellerons vitesse de déformation pure. Si v* = 0, tous 
les e, — 0, ce qui montre que la déformation est absente, donc des 
longueurs des segments p d'orientation arbitraire restent inchangées. 
Inversement, si la déformation n’a pas lieu, tous les e, = 0 et selon 
(7.17) 


grad D=v*—0, 
Axes principaux et composantes principales du tenseur des taux 


de déformation. On peut associer des axes principaux au tenseur 
des taux de déformation comme, d’ailleurs, à tout tenseur symétrique 
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du second ordre. Dans le repère cartésien orienté suivant les axes 
principaux la matrice des composantes e;; du tenseur des taux de 
déformation se présente sous la forme 


e O 0 
0 e, 0 
0 0 e, 


Les axes principaux du tenseur des taux de déformation sont 
définis à tout instant donné t et en tout point © du milieu. Les 
quantités e,, €, e, sont dites taux principaux d'allongement unitaire. 
IL est clair que, si e; > 0, il s’agit d'une dilatation, tandis que, 
si e; << 0, il y a contraction le long du i-ième axe. 

On peut associer une quadrique au tenseur des taux de déforma- 
tion comme, d'ailleurs, à tout tenseur symétrique du second ordre. 
Celle-ci est un ellipsoïde si tous les e; sont de même signe, un hyper- 
boloïde si les e; sont de signes différents. En général, les axes prin- 
cipaux du tenseur des déformations ne coïncident pas avec ceux 
du tenseur des taux de déformation. 


Vecteur o ; relation des tenseurs antisymétriques avec les vecteurs 
dans un espace tridimensionnel. Analysons le troisième terme de 
la formule (7.15), c'est-à-dire © X p. Montrons avant tout que la 
quantité ©, définie plus haut dans le repère cartésien, est un vecteur. 
En effet, l'expression (7.15) étant une égalité vectorielle, © X p 
est un vecteur et le produit scalaire (© X p)-c, où c est un vecteur 
quelconque, est un invariant. Or, dans l’expression d'un invariant 
(© >< p)-c on peut permuter les facteurs pour arriver à w-(p X €) — 
= @-Db,où p, cet p X c = b sont des vecteurs arbitraires. Comme 
le produit scalaire de w par un vecteur quelconque b est un invariant, 
© est un vecteur; utilisant alors (7.11) et appliquant les règles géné- 
rales de transformation des composantes d’un vecteur on peut trouver 
les w; dans tout système de coordonnées. 

Les raisonnements qui précèdent montrent qu'au champ des 
vitesses v on peut toujours faire correspondre le tenseur e;,2'29° et 
le vecteur ©. 

La méthode d'introduction de w inspire une conclusion générale 
selon laquelle dans un espace tridimensionnel on peut toujours faire 
correspondre à tout tenseur antisymétrique du second ordre 


Q — &;19°9" 
un vecteur *) © tel que dans un repère cartésien les composantes de 
Q et de © soient reliées par les formules (7.10). 


*) Notons que & (tout comme b, égal au produit vectoriel des vecteurs polai- 
res) ne se comporte pas comme un vecteur polaire dans toutes les transforma- 
tions des coordonnées. Voir pages 186 à 189. 


108 CINBMATIQUE DU MILIEU D£ÉFORMABLE [CH. II 


Sur la commutativité des transformations aîffines infiniment 
petites. Comme on l’a montré précédemment, un élément infinité- 
simal du milieu, animé d’un mouvement continu, subit, pendant 
l'intervalle de temps infinitésimal dt, une transformation affine 
infiniment petite que l’on peut écrire maintenant sous la forme 


p" = p + grad O dt + (@ X p) dt + pO (p) dt, (7.19) 


où le second et le troisième termes sont des infiniment petits de 
l'ordre de p dt. On peut récrire (7.19) de la façon suivante: 


21 (61; + c':) rt c' æ, (7.20) 


où x'' et z' sont les composantes de p’ et p respectivement et les 


coefficients c‘; sont de l’ordre dt. 

Rappelons qu’au cas des déformations finies un élément infinité- 
simal est sujet à la transformation affine, finie cette fois, ayant la 
matrice (5.65). Soient deux transformations affines successives : 


z'i= (6;+ai:) 2° (a) 
et 
ai = (5; + b/) xP. (b) 
Ecrivons la transformation 
gi (65+ ai: + bi. +aibl}) 27 (7.21) 


qui est le résultat de l'application de l'opération (b) d’abord et de 
l'opération (a) ensuite. Si l'opération (b) vient après l'opération (a), 
on obtient 


2 = (69 + bp + ai + bjai) 2. 


Comme en général a;b, = b;a;, on dira que le plus souvent les 
transformations affines ne sont pas commutatives. Si toutefois les 
transformations aïfines sont infiniment petites, les composantes des 
matrices || ajb; ||, || ba; || sont des éléments infinitésimaux du second 
ordre ; les transformations affines infinitésimales sont commutatives 
à ces termes infinitésimaux près. 


Décomposition de la transformation d'un élément infinitésimal 
du milieu au cours du temps dt en une somme des transformations 
simples. Revenons maintenant à la formule (7.19) décrivant la 
transformation d’un élément infiniment petit du milieu. Décompo- 
sons-la en deux transformations, sans nous soucier de l’ordre de leur 
exécution dont la première est définie par le tenseur des taux de 
déformation 


p* = p + grad ® dt, (7.22) 
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et la seconde, par le vecteur © ‘ 
p" —=p* + (wo X p*) dt. (7.23) 


La forme quadratique @ = Lejir se met aisément sous la 


forme canonique 
| n 9 9 
D=-- (e12* + ey° + e37°), 
ce qui conduit à écrire (7.22), dans le système d'axes principaux, de 
la façon suivante: 
z"—=(1+eidt) x, 


y*=(1+e dt)y, (7.24) 
z*—(1+e;dt)z, 


où 
ne TT — y* —y ns 2*— 2 
AV ET ya ST zdt 


sont les taux principaux d’allongement (e; > 0) ou de contraction 
(e; << 0). La transformation (7.22) peut être, évidemment, remplacée 
par les trois transformations suivantes : 


z**—(1+eidt)x, 
y" = y, (7.25) 


dont chacune représente une dilatation (contraction) pure le long 
d'un des axes principaux. 

Ainsi donc, toute transformation infiniment petite d'un élément 
infinitésimal du milieu peut être décomposée en quatre transforma- 
tions dont l’une, (7.23), est définie par le vecteur & et les trois autres, 
(7.25), représentent les allongements purs le long des axes principaux 
trirectangles. À la différence du cas des déformations finies d'un 
élément infinitésimal, l’ordre des transformations y est sans impor- 
tance. 

Signalons que tous les raisonnements ci-dessus supposent que le 
vecteur p soit issu du centre © de l'élément. Or, d'après les proprié- 
tés des transformations affines, il vient que la variation de la lon- 
gueur est la même pour tous les segments parallèles, ce qui implique 
qu'un segment élémentaire quelconque (non issu du point O) subit 
les mêmes transformations. Tous les vecteurs parallèles à l’axe des z 
s’allongent de e, dt, les vecteurs parallèles à y s’allongent de e, dt, 
ceux parallèles à z, de e, dt, de même que toute longueur unitaire 
d’un vecteur quelconque p s'allonge de e, dt. 
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La rotation et son interprétation cinématique. Donnons une 
interprétation cinématique du vecteur w. Ecrivons la variation du 
vecteur p* que lui fait subir la transformation (7.23) conditionnée 
par le vecteur «: 


p—p* = dp*. 


Le produit scalaire p*-dp* est nul en vertu de (7.23), ce qui signi- 
fie que la variation du vecteur p* est orthogonale au vecteur p* 
lui-même. Par conséquent, tous les ep» = 0. Ainsi, l'élément infi- 
nitésimal se comporte, lors de la transformation (7.23), comme un 
solide parfait, ce qui nous conduit à interpréter (@ X p*) dt comme 
un déplacement dû à une rotation à la vitesse angulaire instantanée © 
d'un élément infinitésimal du milieu instantanément solidifié avant 
ou après la déformation subie. Donc, le vecteur @ doit être envisagé 
comme vitesse angulaire instantanée d'un corps lié à un élément 
infinitésimal du milieu et qui reste rigide pendant l'intervalle df, 
autrement dit, du trièdre des axes principaux du tenseur des taux de 
déformation. Pour conclure nous dirons que le vecteur ©, nommé 
rotation ou tourbillon, est la vitesse angulaire instantanée de rota- 
tion des axes principaux du tenseur des taux de déformation. 

Dans le cas d'une déformation finie d'un élément infinitésimal 
du milieu, la déformation se ramène également à une rotation suivie 
d’une déformation pure. La recherche du vecteur rotation à partir 
des composantes connues de la matrice de la transformation affine 
|| ci [| est un problème assez compliqué. S'il s’agit du mouvement 
de l'élément infinitésimal du milieu pendant l'intervalle dt qui 


est décrit par la transformation affine infiniment petite, ce vecteur 
rotation est © dt. 


Théorème de Cauchy-Helmholtz sur la décomposition de la vitesse 
d’un point d’un élément infinitésimal du milieu. Réunissons mainte- 
nant les résultats des analyses précédentes. Formulons le théorème 
de Cauchy-Helmholtz sur la décomposition de la vitesse d’un point 
d’un élément infinitésimal du milieu. La vitesse v, de tout point O, 


(7.15) d'un élément infinitésimal du milieu continu de centre © 
est égale à 


V, = Vo + © X p + grad D, (7.26) 


où v, est la vitesse de la translation, © X p la vitesse linéaire de la 
rotation, toutes deux caractérisant le mouvement de l'élément comme 


celui d’un solide parfait, et v* — grad O est la vitesse de la défor- 
mation pure. Cela dit, on peut écrire 


Vi = Vo + Vrot + V°. (7.27) 
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Sur la divergence de la vitesse. Introduisons le concept de diver- 
gence du vecteur vitesse v. Soit, à l'instant t, une sphèreinfinitésimale 


a + y +2 = R, 


composée de points du milieu. 
Dans l'intervalle de temps Af elle se transformera en un ellipsoïde 
dont l'équation, rapportée aux axes principaux, est de la forme 


2*2 y*? 22 


(1 + e4At)* + (1+- At) + (1+ esAt) = À 


(soulignons que la sphère se transforme nécessairement en un ellip- 
soïide ou, dans le cas particulier, en une sphère, vu que e, dt sont 
petits devant 1). 

Considérons la variation du volume de cette sphère infinitésimale 
au bout du temps df. Son volume, à l'instant ft, est évidemment 


Vo = Lars. Les mêmes particules du milieu occupent, à l'instant 
t + At, le volume de l’ellipsoïde 


V= a (1+eAt)(1+ et) (1 + esAt). 


Ecrivons le taux de dilatation cubique et passons à la limite lorsque 
At—0et Vs, —> 0. Il vient 


: V—V = 
lim ALTE = 4 + 62 + es. (7.28) 
Vo-0 


La somme e, + e, + e, n'est autre que le premier invariant du 
tenseur des taux de déformation. Comme on sait, dans un repère 
arbitraire, cet invariant peut être exprimé, comme suit, en fonction 
des composantes du tenseur des taux de déformation: 


Ejtetes= 6e = gPenge 
De la définition de e;; (6.3) on voit que 
= Vav*. 


Invariante par définition, la quantité V.uw® est appelée divergence 
du vecteur vitesse. Elle est désignée par div v: 


div v = Vaur. (7.29) 
Dans un repère cartésien on a 
: ôu Ov ow 
PR To Pan 
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L'égalité (7.28) est établie pour le cas de la variation relative du 
volume V, d’une sphère infiniment petite. Les propriétés générales 
des transformations affines citées précédemment conduisent à la 
conclusion que cette variation ne dépend pas de la forme du volume 
V, de l'élément infinitésimal. 


$ 8. Théorèmes de Stokes et de Gauss-Ostrogradsky. 


Certaines propriétés des champs de vecteurs qui s'y rapportent 


Rotation et divergence d’un vecteur. Soit un champ continu du 
vecteur À, ce dernier ayant les dérivées premières par rapport aux 
coordonnées. Tous les raisonnements concernant le champ des vw 
sont épalement applicables au champ de A. On peut alors écrire 


A4= À +grad Y +0 x p +pO (p), 


1 ; 1 
= ait, dij= (Vi; + Vi) 


et dans un repère cartésien 


à Bj ke 
Ô 1) (6) 

Sel à à (8.1) 
A1 À: A3 


Ce déterminant symbolique peut être composé même au cas où, 
au lieu des composantes vectorielles À,, 4:, À, on prend trois 
fonctions quelconques dérivables P, Q, R de x, y, z (dans un système 
de coordonnées fixe trois nombres quelconques peuvent être consi- 
dérés comme composantes d'un vecteur). 

Si À est un vecteur, le vecteur Q introduit par définition confor- 
mément à (8.1) est appelé rotation (ou tourbillon) du vecteur À, 
ce que l’on note 

Q = rot À. 


Par analogie avec (7.29), la divergence du vecteur À se définit 
comme 
div À = V,A® 
ou dans un repère cartésien 
_ 1 041 : 04 
div À — 3z Ho À 
On obtient donc 


845 
0z 


O = 


ef 


rot v, 


c'est-à-dire que le vecteur rotation est égal à la moitié de la rotation 
du vecteur vitesse. 
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Circulation d’un vecteur. Prenons dans le domaine de défini- 
tion du champ du vecteur À un contour Z ouvert ou un contour C 
fermé (fig. 16). Composons un produit scalaire A-ds, où ds est un 
élément orienté du contour Z ou C. Ce produit scalaire est 
évidemment un invariant. Formons une intégrale 


jass=r 


Le scalaire [ainsi défini est dit circulation du vecteur À le 
long du contour Z. Le sens du parcours doit être indiqué. La 


Pa 


De 
_s ZÈ 


Fig. 16. Sur la définition de la Fig. 17. Circulation dans le cas (8.2): 
circulation le=2nk, Toa=0; le = 2xkn lorsque 
le point © est contourné n fois 


circulation T dépend, dans le cas général, du contour £ le long 
duquel elle est prise. Il est évident que 


T's _ — T4. 


Si le vecteur À représente la vitesse 2° des points du milieu continu, 
alors 


l = | v.ds= | u dx + v dy + w dz 
AB AB 
s'appelle circulation de la vitesse. 


Supposons que le vecteur vitesse v ait un potentiel, c’est-à-dire 
que 


v = grad ?, 
alors 
FT = | vds = | — ÀS = PR — Puy 
AB AB 


Il en découle qu’au cas des mouvements potentiels la circulation 
de la vitesse dépend des coordonnées des points À et B; la valeur de 
T est indépendante de la forme du contour £ si le potentiel œ est 


une fonction univoque de coordonnées. Par exemple, si q — _ où 


Q = const, l ne dépend pas de Z et il s'ensuit que la circulation le 
8— 0868 
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long du contour fermé C est nulle, le = 0. Si, par exemple, 
p—= #0 == k arctg _ (8.2) 
(4 étant une constante), on a 
PB — Pa = k (05 — 04), 
d'où il découle que dans ce cas il existe des contours fermés entourant 
l’origine du repère tels que la circulation ne soit pas nulle (fig. 17). 


Théorème de Stokes. La vitesse v n’est plus potentielle. Consi- 
dérons un contour fermé C et supposons qu'on peut tendre sur ce 
contour une surface lisse Z où le champ de vecteurs v est continu 
et dérivable, autrement dit, nous admettons que l'on peut réduire 
a un point le contour C tout en restant dans le domaine de 
continuité et de dérivabilité de vw. En sectionnant par les contours C 
la surface Z comme le montre la figure 18, nous avons 


ee | v-ds. (8.3) 


k C 

R 
Cette égalité est évidente, car les intégrales étendues aux portions 
communes des contours C, donnent une somme nulle vu le sens opposé 


des circulations (fig. 18). 
Les contours C, peuvent être aussi petits que l'on veut et l’on 


admet que lors du calcul de Fc, — | vds la vitesse v le long du 


k 
contour C4 satisfait au théorème de Cauchy-Helmholtz sur la dé- 


ds =dp 


x 212 gpl 


Fig. 18. Sur la déduction du théorème de Stokes 


composition de la vitesse des points d’un élément infinitésimal con- 
tinu ayant pour centre un certain point O, situé sur la surface © 
à l’intérieur du contour C}, soit 
Ve, = Vo, + © X p + grad ® +pO (bp). (8.4) 
Dans la formule pour calculer lc, les termes comprenant vo, et 
grad ® se réduisent à zéro, puisque ce sont des vecteurs potentiels 
et que leurs potentiels sont univoques ; l’apport du terme pQ (p) est 
une quantité infiniment petite d'ordre supérieur par rapport au terme 


(© X p)-ds. 
Cr 
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Il est aisé de voir (fig. 18) que 


{(w X p)-ds — ICE p)-dp — |o-( x dp) = 
Ch Ch Ch 


= D: le X dp = 20-n do = 2, do, (8.5) 
Cr 
puisque à l'intérieur du contour élémentaire C; le vecteur @ est 


constant (il ne dépend que de Oz); | p X dp vaut 2do et est dirigée 
Ch 

suivant la normale n à do dans le sens tel que la rotation de p vers dp 
apparaît comme effectuée dans le sens opposé à celui des aiguilles 
d'une montre, enfin l'élément superficiel de Z tendu sur le contour 
infiniment petit C, peut être considéré plan (nr étant la normale 
unitaire). 

Maintenant, en passant à la limite dans (8.4) et (8.5) lorsque 
k —+ oo et C, se réduisent à un point, on obtient la formule dite 


théorème de Stokes 


ju. ds=2 |, do, (8.6) 


C 2 


c'est-à-dire que la circulation de la vitesse suivant un contour fermé 
C est égale au flux double du vecteur rotation à travers la surface Z 
tendue sur ce contour. Soulignons que dans (8.6) le sens de la norma- 
le n est choisi de façon à ce que de son extrémité on voie le contour 
parcouru dans le sens antihoraire. 

Il est évident que le théorème de Stokes est valable non seulement 
pour le vecteur vitesse v du milieu continu mais aussi pour tout autre 
vecteur À = A,9° satisfaisant aux conditions nécessaires de conti- 
nuité et de dérivabilité. Voici le théorème de Stokes, écrit sous dif- 
férentes formes, pour un vecteur À : 


YA dr |A dr = | Get a 40 = [[(< ( À ) cos (ne, z) + 


+ 4 nn) COS (ne, pn+(+ Ces PES a ) cos (ne, 2) | do. 


Mouvements potentiel et irrotationnel. Le mouvement d’un milieu 
continu est dit irrotationnel dans un certain domaine si © = 0 en 
tous les points du domaine, et rotationnel si © = 0 dans tout le 
domaine ou dans une partie de ce domaine. Dans le cas d’un mouve- 
ment irrotationnel les fibres orientées le long des axes principaux 
du tenseur des taux de déformation conservent leur orientation dans 
l'espace pendant un intervalle de temps infiniment petit. 
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IL est aisé de vérifier formellement que si v = grad , alors 
© = 0 et, par conséquent, la circulation suivant un contour quel- 
conque fermé et qui satisfait aux conditions du théorème de Stokes 

est nulle. Ainsi donc un mouvement 


y potentiel est également irrotationnel. 
A Démontrons la réciproque, c’est-à-dire 
A que si un mouvement est irrotationnel, 
gr 2— 0, il est aussi potentiel, autrement 
y dit, qu'il existe une fonction ® telle 


- ue que v = grad . 
ag Pa SD A cet effet relions les points À et B 


nels et potentiels par deux contours Z, et Z, (fig. 19) pou- 

vant se transformer mutuellement par 

déformation dans le domaine d’un mouvement continu irrota- 
tionnel. Conformément au théorème de Stokes 


u dx + vdy+wdz=0, 
LitLo 
si bien que 
l'A = | u dx + v dy + w dz= | u dx + v dy + w dz. 
: nr 
Comme les contours Z, et £, sont arbitraires, il s'ensuit que 


Î udx+vdy+uwdz=q(x. y, 2), 
AB 


c'est-à-dire que la circulation entre les points À et B ne dépend pas 
de la courbe d'intégration elle-même, mais dépend uniquement des 
coordonnées du point terminal B, le point initial À étant fixe. 
L'accroissement de L sur tout parcours infiniment petit BB" est 
évidemment égal à 

u dr + v dy + w dz = d, 


et, en vertu du caractère arbitraire de dx, dy, dz, on a 


— 99 _ 99 __ 49 
Us Va: Ne 


Ainsi donc, les notions de mouvement potentiel et irrotationnel 
sont équivalentes. 


Multivalence d'un potentiel et connexité multiple du domaine 
de l'écoulement. On sait qu’un domaine est dit simplement connexe 
si tout contour fermé pris dans ce domaine peut être réduit à un 
point sans sortir du domaine; dans le cas contraire le domaine est 
multiplement connexe. Il est évident que si le domaine d'un écoule- 
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ment potentiel continu est simplement connexe, le potentiel œ est 
une fonction univoque des coordonnées; si le domaine est multiple- 
ment connexe, peut être une fonction non univoque des coordon- 
nées. Dans un domaine multiplement connexe la circulation T le long 
des contours qui ne se réduisent pas à un point peut différer de zéro, 
étant la même suivant les contours qui peuvent se transformer mu- 
tuellement sans quitter le domaine. La formule (8.2) fournit l'exem- 
ple d’un domaine multiplement connexe d’un écoulement potentiel 
continu @ = k0, l'axe z est une ligne singulière. 


Champs solénoïdaux et leurs propriétés. Le champ du vecteur B 
est dit solénoïdal si l'équation invariante suivante a lieu: 


div B = V.BS = 0. 
En s'appuyant sur les définitions de div B et de rot À, on établit 


immédiatement que le champ rotationnel d'un vecteur À quelconque 
est solénoïdal, c'est-à-dire que si 


B = rot À, 
alors 
div B = 0. 
En particulier, on a 


1 
O —= nu rot v; 
et, donc, dans le cas du mouvement d'un milieu continu quelconque, 
pour le champ rotationnel on a l'égalité suivante: 


div o = 0 
soit, en coordonnées cartésiennes, 


dw, OWa dWs 
TA LT de. 
Ainsi donc, le champ d'un vecteur rotation (champ rotationnel) 
est toujours solénoiïdal. 
Si le milieu est incompressible, c’est-à-dire qu'aucun volume 
individuel ne varie en grandeur pendant Je mouvement, on a, 
conformément à (7.28), 


div vu = 0, 
en d’autres termes, le champ des vitesses d’un milieu incompressible 
est solénoïdal. 


En physique, le champ du vecteur champ magnétique H est tou- 
jours solénoïdal : 


div H = 0. 
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Tout vecteur solénoïdal B peut être représenté ainsi : 
B = rot À. (8.7) 


En effet, on peut construire une représentation particulière du 
vecteur B d’après la formule (8.7) au moyen du vecteur À, de la 
manière suivante. Prenons un système de coordonnées cartésiennes 
et posons À,, = 0. L'égalité B = rot À, conduit alors au système 
d'équations suivant pour A;x et A: 


“1 0Aiy - \ 
7 2. 9 ‘+ | 
14 0A L 
7 Br (8.7) 
1 [04y  6A4» B 
2 0x y | . 


Ce système sera satisfait pour div B = 0 si l’on pose 


Au = — 2 | B;dz2+2 | B, (x, y; Zo) dx, 


zZO X0 
Aix = 2 | B,dz. 
Z 


On voit immédiatement qu'à ces conditions, les deux premières 
équations (8.7’) sont satisfaites. La troisième équation (8.7') est 
également satisfaite vu que l'égalité 


0Bx , By ôB, 


ox sa y Oz 


conduit à ceci 


ii ie: ( PE +) dz+ B;(x, y, 2) = 
Zo 


2 dx ôy ox 
t 9B, 
= | —dz+B, (z, Us Zo) = B; (x, VE z). 
20 


Tous les vecteurs 4 satisfaisant à (8.7) peuvent être évidemment 
présentés sous la forme 


A = À; + grad D: 


où Ÿ est une fonction scalaire arbitraire. En effet, pour la diffé- 
rence À — À, doit être remplie l'égalité suivante: 


rot (À — À,) = rot À — rot À, = O0, 
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c'est-à-dire que cette différence doit se mettre sous la forme du gra- 
dient d’une certaine fonction Y. 

Nous étudierons les propriétés générales des champs solénoïdaux 
sur l'exemple du champ du vecteur rotation ©. 

Comme pour tout champ vectoriel, on peut introduire (voir 
$ 3, ch. IT) dans le cas du champ du vecteur rotation les notions de 
ligne, de surface et de tubes de vecteur, c'est-à-dire les notions de 
ligne de rotation, de surface de rotation et de tube de rotation. On 


Fig. 20. Sur les propriétés des tubes de rotation 


appelle ligne de rotation toute ligne dont la tangente en chacun de 
ses points se confond avec le vecteur ©. Les équations différentielles 
de lignes de rotation ont la forme suivante: 


dx dy _ dz (8.8) 


La surface de rotation jf (x, y, z) = const est toute en lignes de 
rotation et son équation s'écrit ainsi 


Ô Ô Ô 
ou +0 +0 SE = 0. (8.9) 


Le tube de rotation se forme si l’on mène les lignes de rotation 
par tous les points d’un contour fermé €, qui n'est pas, lui, une 
ligne de rotation. La surface latérale d'un tube de rotation est une 
surface de rotation où w, = (0. 

Etudions les propriétés des tubes de rotation. Considérons (fig. 20) 
deux contours C, et C, sur la surface latérale d’un tube de rotation. 
Relions ces deux contours par une coupure %Z:,, £.. Appliquons le 
théorème de Stokes à la surface Z ainsi obtenue entièrement située 
sur la surface latérale du tube de rotation, on a 


vds = 0. 
le long de la 
frontière de £Z 
Le sens de parcours de la frontière de la surface ZX est indiqué 
sur la figure 20. Les bords £, et Z, étant parcourus dans des sens 
opposés, les intégrales correspondantes se détruisent mutuellement. 
Les contours C; et C, sont également parcourus dans des sens oppo- 
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sés, ce qui permet d'obtenir, en inversant le sens de parcours d'un 
des contours, 


| v-ds = fo.ds, 
| Ci C2 
soit 
Ta= Te. 


Il est évident que les contours C, et C, peuvent être des contours 
quelconques entourant une fois le tube de rotation donné. Par con- 
séquent, 

le = const, 
où Cest un contour quelconque entourant une fois le tube de rota- 
tion donné. 

La circulation 


Te = | vds 
ou bien la quantité 
2 \ &,, do, 


qui lui est égale d’après le théorème de Stokes, où Z est une surface 
tendue sur C, les sens de parcours de C et de la normale n à Z étant 
choisis comme lors de la démonstration du théorème de Stokes, est 
appelée intensité du tube de rotation. 


Théorèmes cinématiques de Helmholtz sur les rotations. L'inten- 
sité du tube de rotation est constante le long du tube et représente 
une caractéristique du tube donné. Cette affirmation porte le nom 
du premier théorème cinématique de Helmholtz sur les rotations. 

Le deuxième théorème cinématique affirme que les tubes de rota- 
tion ne peuvent ni prendre origine ni se terminer au sein d’un mi- 
lieu. Ceci découle immédiatement de la condition de continuité du 
champ de & et de la condition de conservation de l'intensité des tu- 
bes de rotation. Ainsi donc, les tubes de rotation peuvent soit être 
fermés, soit commencer et se terminer aux frontières du milieu en 
mouvement, soit, si le milieu est illimité, être infinis. 


Exemples des mouvements rotationnels. On croit intuitivement 
que le mouvement d’un liquide est toujours rotationnel (© = 0) s'il 
y a, dans un écoulement, des lignes de courant fermées. En effet, 
si la distribution des vitesses dans un écoulement est analogue à 
celle de la figure 21,a, la circulation le long de la ligne de courant 
diffère du zéro, 


lo = (vds 0, 


C 
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puisque l'expression sous le signe‘somme ne change pas de signe dans 
tout l'intervalle d'intégration; selon le théorème de Stokes il doit 
exister sur la surface tendue sur le contour C les points où ©, + 0, 
donc, l'écoulement est rotationnel. Mais cette conclusion n’est vala- 
ble que dans le cas où le théorème de Stokes est vérifié ; c’est-à-dire, 
dans le cas où l’on peut tendre sur le contour C une surface Z telle 
que le champ de v ysoit continu avec toutes ses dérivées partielles. 


Fig. 21. Exemples d'écoulements rotationnels 


Par exemple, dans le cas de la distribution des vitesses, comme il est 
montré sur la figure 21, «a, on ne peut pas affirmer que l'écoulement est 
rotationnel si le contour C entoure un solide cylindrique ayant pour 
génératrice une droite parallèle à l’axe des z (fig. 21, b). Cette conclu- 
sion est également impossible lorsque les champs de v ou de © com- 
portent des singularités à l'intérieur de C. 

Analysons de façon détaillée un écoulement de forme 


p=#k0= karctg À. (8.10) 


Cet écoulement est potentiel, c’est-à-dire que v = grad y; ses li- 
gnes de courant sont orthogonales aux surfaces @ = const et repré- 
sentent, naturellement, des circonférences dans le plan xOy. La vitesse 
est dirigée du côté des œ croissants et, si 4 > 0, l’écoulement a le 
sens indiqué sur la figure 21, c. La circulation lle long de toute cir- 
conférence confondue avec une ligne de courant diffère de zéro, bien 
que l'écoulement soit potentiel partout excepté à l’origine des coor- 
données où le potentiel est indéterminé. Le vecteur rotation calculé 
pour cet écoulement est nul partout sauf sur l’axe des z où © est égal 
à l'infini. On en conclut que les champs de v et de w comportent des 
singularités le long de l'axe des z. On a le long de l'axe des z un fil 
de rotation isolé d'intensité finie [ = 2xk. Cet écoulement s'appelle 
écoulement d’un tourbillon isolé. 

Soulignons que les écoulements rotationnels ne sont pas forcé- 
ment liés à la présence des lignes de courant fermées. Considérons 
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{fig. 21,d) un écoulement tel que 
u — ay, v=w=0, 


où a est une constante positive. 

Les trajectoires coïncidant avec les lignes de courant de cet écou- 
lement sont des droites parallèles à l'axe des x. La distribution des 
vitesses le long d’une droite quelconque z = const est linéaire. Le 
<alcul direct des composantes de & dans les axes cartésiens conduit à 

O4 = O3 = 0, dy= —+, 
ce qui veut dire que l'écoulement est rotationnel, © est dirigé à 
l'encontre de l'axe des z et ne varie pas d’un point à l’autre. Un élé- 
ment liquide infiniment petit qui était un carré ABCD au moment à 
se transforme en un losange A'B'C'D' au moment t£ + At. On peut 
démontrer que les axes principaux du tenseur des taux de déforma- 
tion coïincident au moment t avec les diagonales du carré et avec les 
diagonales du losange au moment 
t + At. Les angles entre les axes 
principaux sont invariablement 
droits pendant le mouvement 
mais leur orientation dans l’es- 
pace change. Ils tournent à la 


. ; a 
vitesse angulaire &@ = — T k. 


Théorème de Gauss-Ostrograd- 
sky. Rappelons-nous le théorème 
Fig. 22. Sur le théorème de Gauss de Gauss-Ostrogradsky. Prenons 

Ostrogradsk y dans un milieu continu en mou- 
vement, au moment {, un volume 
isolé V limité par la surface ZX. Elevons en chaque point de la 
surface Z une normale n extérieure à V. Au moment { + At ce vo- 
lume passera en un volume V”, la surface Z en Z’, cette dernière 
limitant V’ (fig. 22). 
La variation de volume V”’ — V est évidemment égale à 


V'—V= (v,Atdo 
È 
La diminution de V” par rapport à V s'obtient automatiquement, 
car la normale est toujours extérieure à Y. 


La vitesse de variation de volume est égale à 


lim Là = fonde. 


At+0 À 
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De même, pour un volume infiniment petit V* limité par une 
surface Z*, on a 
._ V'#—Vv* 
lim TX — = 12 do. 
At 0 “+ 
En se rappelant la définition de la divergence d’un vecteur vites- 
se et en s'appuyant sur sa signification cinématique, on aura dans 
le système d’axes cartésiens 


ts 
# 


[on do — tu cos (n, z)+vcos(n, y)+wcos(n, z)] do — 
Z* 


= V'divu+V'e— (+ +) V*+V'e, (8.11) 


où e est une quantité infiniment petite. 

Un volume fini V peut être décomposé en volumes infiniment pe- 
tits V* et on peut écrire pour chacun de ces volumes l'égalité (8.11) 
à condition d'avoir v continu et dérivable à l’intérieur de V. En 
faisant dans (8.11) la somme de toutes les composantes V* et en 
passant à la limite lorsque le nombre de composantes tend à l'in- 
fini et V*—0, on obtient 


fiucos(n, z)+vcos(n, y)+wcos(n, z)] do — 


S 
pr 


= Carre) (8.12) 


puisque, dans le premier membre, les intégrales prises sur les aires 
contiguës Z* se détruisent par suite des sens opposés des normales, 
et il ne reste à la limite que l'intégrale étendue à la surface exté- 
rieure 2. 

L'égalité (8.12) traduit précisément le théorème de Gauss-Ostro- 
gradsky sur la transformation de l'intégrale étendue à la surface fer- 
mée Z en une intégrale prise sur le volume V délimité par cette sur- 
face Z. L'égalité (8.12) peut être récrite sous une forme indépendante 
du choix des axes: 


| Un do = faivodr. (8.13) 
Ÿ 


LU 


Il est évident que tout vecteur À continu et ayant les dérivées 
premières continues à l’intérieur de V et sur la surface Z peut être 
assimilé à la vitesse v, ce qui nous autorise de lui appliquer la for- 
mule de Gauss-Ostrogradsky 


| Acndo= (div Ad. 


Z V 
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Qui plus est, on peut appliquer le théorème de Gauss-Ostrograd- 
sky à trois fonctions quelconques P, R, Q de x, y, z continues et déri- 
vables, vu que ces trois fonctions P, Q, R quelles qu'elles soient 
peuvent être interprétées comme composantes d’un vecteur; on a en 
l'occurrence 


| P cos(n, z)+Qcos(n, y)+Rcos(n, z)] do — 


= F2) à 


Les intégrales des deux membres de la formule de Gauss-Ostro- 
gradsky contiennent des quantités invariantes par rapport au choix 
du système de coordonnées. Si elles sont connues pour le système de 
coordonnées cartésiennes, on peut les calculer pour n'importe quel 
autre système de coordonnées. Notamment, si dans un système n, 
n°, n° quelconque on a 


A=At9r, n=r#!; 
alors 


et 
R ; 
div A = VA = +ATu, 


où les symboles de Christoffel Ti; se calculent conformément aux 
formules obtenues plus haut, selon £g;;, dans l’espace n!, n°, n° 
(g:; s'obtiennent par les formules de transformation des axes carté- 
siens en axes donnés n?, n°, n°). 

Maintenant on peut écrire le théorème de Gauss-Ostrogradsky 
sous la forme 


Arr do — | VA? dt, (8.14) 
£ ÿ 


valable dans un système de coordonnées curvilignes quelconque. 
Notons que pour la démonstration du théorème de Gauss-Ostrograd- 
sky la dimension de l’espace peut être quelconque. En mécanique et 
en physique on a souvent recours à ce théorème pour les domaines 
bi-, trois- et quadridimensionnels. 


Formules de dérivation d’une intégrale prise sur un volume 
mobile par rapport au temps. Déduisons une autre formule de l’ana- 
lyse vectorielle qui nous sera utile dans ce qui va suivre. Soit une 
fonction quelconque f (ce peut aussi être un tenseur) dépendant des 
coordonnées des points de l’espace et du temps. Considérons l'inté- 
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grale 


| f(e, y, z, t)dx 
L'4 


étendue à un volume mobile. Calculons la dérivée 
F1 y, 2, t)dt, 
Ÿ 
où sont fonction de £ non seulement l'expression placée sous le signe 
. mais aussi le domaine d'intégration V. En s'appuyant sur la 
définition de la dérivée on peut écrire (voir fig. 22) 


_ | f(x, y, 2, t)dr= 


v(h 
fx, y, 2, t+At)dr—\ f(x, y, 2, t)dt 
— Jim ET —— —— 
At—0 
TU, y, 2, t+At)— f(x, y, 2, t)}dt+ Ü fl, y, 2, t+Atydr 
TE 
At-0 At 


= | Of SAT Z, À) dr + fo. do, (8.15) 
V Z 


étant donné que le volume V” — V est composé de cylindres élémen- 
taires (voir fig. 22) 
dt = v, do At 
et que pour At —> 0 la surface Z” tend vers ZX et 
fa y, z,t+ At) f(x, y, z t) 
L'application de la formule de Gauss-Ostrogradsky à la dernière 
intégrale conduit à 


a j'te 8,0 ae [[+v (fot)]dr. (8.16) 


Le domaine d'intégration V étant mobile, le résultat de dériva- 
tion dépend, naturellement, du champ de vitesses v avec lequel se 
déplacent les points du volume Y. 

L'égalité cinématique suivante est évidemment toujours vraie: 


+ vif) = <Ltoivif+fvot=<L+jvut, (817) 
où 


? 
Le Lhotyi (8.18) 
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est l'expression de la dérivée totale de la fonction f par rapport au 
temps { dans un système d’axes arbitraires. Si bien que la formule 
(8.16) peut être récrite sous la forme 


_ Îf(, y, z, t)dt = | [+ sv] dt. (8.19) 
Ÿ ÿ 


Appliquons la formule (8.16) à un cas particulier. Soit 
1 
Î=—7 ? 


où V est le volume d'un milieu continu. Il est évident que dans ce 
cas la fonction j dépend du volume variable V, domaine d'’intégra- 
tion dans (8.15), c'est-à-dire qu’elle dépend uniquement de t sans 
l'être des coordonnées. Il est clair que l'identité cinématique sui- 
vante a toujours lieu: 


dt 

7 ni 

v 
et selon (8.16) on a 

1 

re =) + vit) lé ee 
V V 
soit 
1 
Ep À 
\ — + dive|dr=0. (8.21) 


Cette identité est valable tant pour tout le volume Ÿ du milieu 
mobile que pour une partie quelconque de ce volume. 
En appliquant (8.21) à un volume AV infiniment petit on obtient 


1 

di ——— 
Gr) + divo=0, (8.22) 
où div v est prise au point auquel se réduit AV. Soulignons que cette 
égalité est valable pour tout milieu et elle n'est aucunement liée 
aux propriétés du milieu en mouvement. En particulier, elle est 
valable également pour les milieux non matériels, par exemple, pour 
un espace de phase. 


CHAPITRE III 


NOTIONS ET ÉQUATIONS DYNAMIQUES 
DE LA MÉCANIQUE DES MILIEUX 
CONTINUS 


$ 1. Equation de continuité 


Abordons l’étude du mouvement des êtres physiques, notamment 
des corps matériels et des champs. Au cours des paragraphes sui- 
vants on envisagera essentiellement les lois du mouvement des corps 
matériels. Un corps matériel est un corps caractérisé par l’inertie qui, 
à son tour, se caractérise par la masse. On peut introduire la masse 
pour l’ensemble du corps (m) aussi bien que pour n'importe quelle 
partie de celui-ci (m;). Par définition, la masse m de tout le corps 
est égale à la somme des masses m, de toutes les parties compo- 


santes. 


Loi de conservation de la masse ; densité ; équation de continuité 
en variables d'Euler. La loi fondamentale de la mécanique newto- 
nienne est la loi de conservation de la masse m de l’ensemble d’un 
volume individuel, c'est-à-dire d’un volume composé des mêmes 
particules d’un milieu. Cette loi peut être considérée comme une loi 
naturelle vérifiée empiriquement, vraie à une certaine approxima- 


tion près. 
D’après l’une des équations fondamentales de la mécanique des 
milieux continus, pour tout volume individuel 


m —= Const. 
Cette équation peut être écrite sous une autre forme, à savoir 
RD: (1.1) 


Introduisons la densité moyenne 


Pmoy = "AY ? 


où AV est le volume occupé par la masse Am; la densité réelle se 
définit comme la limite 


En mécanique des milieux continus il est couramment admis d'’en- 
visager la densité p au lieu de la masse m. Pour un petit volume se 
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vérifie l'égalité 
Am = p AV; 
pour un volume fini on a 


m—| pdt, 


où l'intégrale est prise par rapport au volume individuel mobile. 
Ainsi donc, connaissant p on peut obtenir m. 

La densité p d’un élément individuel peut ne pas se conserver, 
étant donné que le volume de cet élément peut changer lors du mou- 
vement. 

La loi de conservation de la masse pour un volume individuel 
d'un milieu continu se récrit donc sous la forme 


| p'at = 0. (1.2) 


En appliquant la règle de dérivation des intégrales (8.16), chap. II, 
étendue au volume mobile, on obtient, à la condition d'observer la 
loi de conservation de la masse, 


Su (+ div pv )rdr = | (+pdive) dt 
Y 


ou encore, comme cette égalité est valable pour tout volume indivi- 
duel arbitrairement choisi, la première équation différentielle fon- 
damentale de la mécanique des milieux continus 


d | 
+ pdivo=0, (1.3) 
appelée équation de continuité en variables d'Euler. 


Conditions relatives aux caractéristiques conservant leurs valeurs 
dans un volume individuel. Comme la masse se conserve pour tout 
volume individuel, l'équation ci-dessus s'obtient également à par- 
tir de la formule (8.22), chap. Il. 

Outre la masse m il existe d’autres caractéristiques physiques 
qui demeurent constantes lors du mouvement dans tout volume 
individuel d'un milieu continu. Ainsi, soit V le nombre de molécu- 
les ou d'atomes dans un volume individuel quelconque. W est sou- 
vent constant dans les volumes individuels. En introduisant le 
nombre de molécules ou d’atomes dans l'unité de volume n = 
— Jim su et en se fondant sur l'hypothèse de la constance de W dans 

v-0 
un volume individuel arbitraire on obtient pour nr à l’aide de la 
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formule (8.22) l’analogue différentiel de (1.3): 
d | 
+ +ndive=0. (1.4) 


Si des réactions chimiques se produisent dans un milieu continu, 
on aura l'équation (1.3) et non l'équation (1.4). 

Il existe encore d'autres grandeurs scalaires, vectorielles ou 
tensorielles qui se conservent dans tout volume individuel. Dési- 
gnons par O une telle grandeur et introduisons sa densité 


df EE 
— -+/div v—=0(0. 


Cette dernière condition est souvent remplie en physique pour la 
densité de charge e. Déterminer les caractéristiques qui conservent 
leurs valeurs dans un volume individuel constitue l’un des proble- 
mes essentiels de la physique. 


Equations de continuité pour les mélanges de plusieurs consti- 
tuants. Prenons un mélange de NV constituants; ce peut être, par 
exemple, un mélange d’hydrogène, d'oxygène et de vapeur d'eau 
(N = 3), ou bien un alliage d’étain et de cuivre, ou bien encore une 
solution de sel dans l’eau ; ou enfin un plasma, ensemble d'électrons 
libres et d'ions et ainsi de suite. On peut représenter tous les mélan- 
ges de ce genre comme un ensemble de W continua remplissant le 
même volume, celui du mélange. On peut introduire, pour chacun de 
ces continua, la densité et la vitesse. Notons-les p,, p2, . .., Pn 
et y, Vs, ..., Un. À chaque point du volume rempli par le mélange 
on aura À densités p, et V vitesses v, dont chacune se rapporte à 
son propre continuum. 

Si le problème est posé en ces termes, la mécanique d’un mélange 
n’est autre que la mécanique de l’ensemble des continua remplissant 
le même volume. 

Envisageons d’abord le cas où il n’y a ni réactions chimiques ni 
ionisations dans le mélange. Chacun des W constituants vérifiant 
alors la loi de conservation de la masse, on aura V équations 

dm: O, 


dt — 


9—0863 
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soit 
dP: . _. 
+ divpivi= 0. (1.5) 


Si, au contraire, un mélange est sujet aux réactions chimiques ou 
à l’ionisation (le cas est intéressant pour les applications), les masses 
m; des constituants peuvent être variables. Introduisons %;, variation 
de la masse m, du i-ième constituant dans une unité de volume par 
unité de temps par suite d’une réaction chimique ou de l'ionisation. 
Les quantités x; sont définies en chimie. L'équation de continuité 
pour les constituants d'un mélange prend alors la forme 


dm : 
TE = (xd 
v 


d 
soit 
Rei + divpyv, =. (1.6) 


La loi fondamentale des réactions chimiques stipule que la masse 
totale du mélange se conserve, donc 


= 0. (1.7) 


IL 42 


Outre les N densités et N vitesses des constituants il est possible 
d'introduire une densité p et une vitesse v pour l'ensemble du mélan- 
ge. Par définition, la masse du mélange dans un volume donné est 
égale à la somme des masses des constituants dans le même volu- 


me, soit 


et la densité p du mélange se définit comme 


lim oe. 
av-0o àV 


La densité des constituants du mélange s'écrit 


par conséquent, 


En écrivant la somme (1.5) compte tenu de (1.7) on obtient 


N 
(4) à 
+ div D pit = 0. 


| 
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L'équation prend la forme habituelle de l'équation de continuité 
(1.3) lorsque la vitesse & du mélange est définie comme suit : 
N N 
PU — 2 PEU, Mmv—= à miv;, 


c'est-à-dire que 


N N 
NT 
be miv; à Pivi 


Notons que la vitesse ainsi déterminée est celle du centre commun 
des masses de W volumes individuels correspondant à N consti- 
tuants du mélange. 


Equation de continuité dans le cas des phénomènes de diffusion. 
Il peut arriver que tous les constituants d’un mélange se meuvent 
avec la même vitesse qui est celle du mélange pris dans son ensemble : 


VU Va — ... —= UXx == UV. 


C'est le cas des processus sans diffusion. 

Si les vitesses v, des constituants sont distinctes, il y a diffusion : 
dans ce cas les constituants se meuvent les uns par rapport aux au- 
tres. Le courant électrique constitue un exemple de processus de ce 
genre. En présence du courant électrique dans un conducteur immo- 
bile on a v—0et v; 0, c’est-à-dire que le mouvement des élec- 
trons et des ions dans le conducteur engendre le courant électrique. 

Dans le cas de la diffusion on peut donner une autre forme aux 
équations de continuité (1.5) ou (1.6) en introduisant dans l'équation 
de continuité de chaque constituant la vitesse v du mouvement du 
mélange pris dans son ensemble. 

Lorsqu'une réaction chimique et une diffusion ont lieu, les équa- 
tions (1.6) s'écrivent dans le cas général 


PL + divp;v—x;— div, (1.9) 


Ti =p;(v; — v). 


La différence v, — v est évidemment la vitesse du i-ième consti- 
tuant par rapport à l’ensemble du milieu. Les termes div JZ; dans. 
(1.9) caractérisent la variation de la masse du i-ième constituant dans 
un volume se mouvant avec la vitesse v, due au fait que si vd  v;, 
ce volume n’est pas le volume individuel du i-ième constituant. 

Les particules formant le i-ième constituant entrent dans ce: 
volume et en sortent. Les vecteurs T; sont appelés vecteurs du flux 
de diffusion. 


O*x 
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Pour les calculer il faut faire appel aux lois physiques. Les lois 
concernant la diffusion varient selon les cas, mais il découle de (1.8) 


que l’on a toujours 
N 
D I;,=0. 
i=1 


Au lieu de équations de continuité (1.9) pour les constituants 
d'un mélange on peut utiliser V — 1 équations de continuité indé- 
pendantes (1.9) pour les constituants et une équation pour l’ensem- 
ble du mélange: 


+ div pu — 0. 


Ainsi, en étudiant le mouvement d'un milieu à plusieurs consti- 
tuants il est possible de ne pas introduire explicitement W continua 
remplissant le même volume et se mouvant aux différentes vitesses 
v,, mais de se borner à envisager les vecteurs du flux de diffusion 
JT, au lieu de v, et de prendreles équations (1.9) en tant qu'équations 
pour les densités p; des constituants du mélange. 

On voit que l'étude du mouvement des mélanges miscibles de 
plusieurs constituants exige, en ce qui concerne les grandeurs *; 
et J,, qu'on réunisse les lois mécaniques à celles de la physique et de 
la chimie. ” 


Equation de continuité et propriétés des tubes de courant pour 
un milieu incompressible. L'’équation de continuité (1.3) s'obtient 
pour un milieu continu arbitraire. Un milieu est dit incompressible 
lorsqu'un volume individuel quelconque de ce milieu demeure cons- 
tant lors du mouvement. Il s'ensuit que la densité d'une particule 
du milieu incompressible est constante. L'équation de continuité 
acquiert alors la forme 

div vw = 0. (1.10) 


Un milieu est dit homogène lorsque la densité p est identique 
pour toutes les particules du milieu, c’est-à-dire que p ne dépend 
pas des coordonnées spatiales z, y, z; il est dit hétérogène lorsque 
la densité p n’est pas la même dans différentes particules du milieu, 
p = p (x, y, z). L'équation de continuité (1.10) est évidemment valable 
aussi bien pour le milieu incompressible homogène que pour le milieu 
hétérogène. 

Le champ des vitesses d’un liquide incompressible est toujours 
solénoidal et ses tubes de vecteurs, ou tubes de courant, possèdent 
par conséquent les propriétés que l’on a exposées au paragraphe 8, 
ch. II. Par exemple, l'intensité d'un tube de courant 


fu, do = Q 


2 
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(Z est la section transversale du tube et n la normale à cette section), 
dit débit du tube de courant, demeure constante le long de ce tube. 
Lors du mouvement continu, les tubes de courant ne peuvent ni 
commencer ni se terminer à l’intérieur du volume du milieu incom- 
pressible. 


Equation de continuité en variables de Lagrange. Nous allons 
obtenir maintenant l'équation de continuité sous une autre forme, 
notamment en variables de Lagrange. Construisons à cet effet, à l'ins- 
tant £ donné, en un point arbitraire M d'un milieu continu, un 
parallélépipède obliquangle infiniment petit sur les vecteurs élé- 
mentaires 2,dE1, 9.dt?, 3.dt*, portés par les axes du système de 
coordonnées concomitant Et, £?, ES. Son volume sera 


V = 91-(92 X 93) dEt dE? dés. 


A un autre instant quelconque #,, il lui correspondait un autre 
parallélépipède obliquangle élémentaire construit sur les vecteurs 


9, dEt, 94 dE”, 24 dE au même point M et de volume 


o Oo © 
Vo= 91°(92 X 93). dE! dE? dé*. 
Désignons par p et p, la densité du milieu aux instants t et to 
respectivement. D’après la loi de conservation de la masse on a 


PoVo = PV, 
soit 


O © oO 
Vo _.  31-(22 X 93) | 
P=P0o— TEEN (1.11) 

Afin de calculer les produits mixtes des vecteurs de base, intro- 
duisons en outre le système de référence orthogonal z?, x°, x° avec 
les vecteurs de base 9, = &, 9: = j, 94, = k, par rapport auquel se 
meut le milieu. Désignons par xt, x°, x° et x}, x°, ri les coordonnées 
des points du milieu par rapport à ce système aux instants £ et to 
respectivement. On voit aisément que 


2i=x (tt, E,E8, 4), ziæa'(tt, E, 68, 1), 
c'est-à-dire que zi et z' sont les valeurs des fonctions donnant la loi 
du mouvement pour différentes valeurs de la variable indépendante 


t. Comme le rayon vecteur du point 7 dans le système de référence 
s'écrit 


or 
— et = 
v 9h) 9; dEi ? 
on écrira 
= ôxh 
D—=—— 92; 
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et le produit mixte 2,-(3. X 2) peut être représenté par le déter- 
minant 
or! Ôxr® 0x$ 


OE1 GE GE! 


. = = dr! x? 0x3 | À 
94°(92 X 93) — TO? dE  dE2 | 
ox! Ôx® 0x3 


083 083 03 
où À est le jacobien de la transformation des variables Et, É*, ES en 
variables xt, x°, x$. De manière analogue on obtient 
07! 12  ôzi 
CIE OE1 0! 
2,-(2: K 92) __ | 0x} GE Orÿ | — 
E OE° UE OE? 
dx} 0r£ 0x 
ES OE  0E 


Do 


0 
où À est le jacobien de la transformation des variables Et, E*, Es 
en variables x, x$, ri. Si l’on s'appuie sur la propriété des jacobiens, 
l'équation (1.11) se récrit sous la forme 


0 

A 

À 

Poursuivons la transformation de l'équation (1.12). Pour plus 

de clarté désignons les composantes ôx'/0E? des vecteurs 3; dans le 
repère x, y, z par dj, 9 jy, 9,2. On a alors 


î 
OT 


rh 


P= Po—— = Po Det (1.12) 


” 


dix dDiy Dir 
9 


ts 


" 


[91-(9e X 93)]2= Â2=| 9x dep 92| = 


3x d3y 93: 


Dix Dig Diaz || Dix ox Dax 
—|dox doy doz|| Din Doy dy — Det || gx || =£, 


3x D3y D3z|| Diz Dez Da: 
étant donné que 
£ir = d;i° dr. 
De même 


[e) © O [e] Le) 
[9:1: (22 X 93)]° = Det || gir || = £: 
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et par conséquent (1.11) s'écrit sous la forme 


P = Po V £. (1.13) 
l'A 


Les équations (1.11), (1.12), (1.13) sont les différentes formes de 
l'équation de continuité en variables de Lagrange. 

Notons que la densité f de toute quantité ® qui se conserve dans 
un volume individuel du milieu continu vérifie en général l'équation 


Î= fo == /oÀ, (1.14) 


nfno 


où À est le déterminant de la matrice de transformation des va- 
riables z° en variables xi. 

L'’équation de continuité revêt un caractère très général et elle 
a lieu lors du mouvement de n’importe quel milieu matériel, sa forme 
ne dépendant pas des propriétés du milieu. Cette équation est égale- 
ment valable pour tous les milieux : l’eau, l'air, le métal, etc. Dans 
le cas du milieu compressible, l'équation de continuité (1.3) com- 
prend quatre fonctions inconnues: la densité p et trois composan- 
tes de la vitesse. Pour le milieu incompressible l'équation (1.10) ne 
contient que trois fonctions inconnues, à savoir les composantes de 
la vitesse. Il va sans dire que l'équation de continuité à elle seule 
ne suffit pas à résoudre les problèmes de la mécanique des milieux 
continus. Passons maintenant à la déduction d’autres équations 
ayant lieu pour tout milieu continu mobile. 


$ 2. Equations du mouvement du milieu continu 


Entreprenons l'étude du mouvement des milieux continus maté- 
riels en liaison avec les causes qui le provoquent. À cet effet intro- 
duisons les forces qui sont des grandeurs vectorielles. Donnons la 
classification sommaire des forces rencontrées en mécanique des 
milieux continus, où la notion de force est plus complexe que dans 
la mécanique du point matériel et du système rigide invariable. 


Forces concentrées et forces réparties. En mécanique rationnelle 
on a surtout affaire aux forces concentrées, c'est-à-dire aux forces 
finies appliquées à un point. En mécanique des milieux continus on 
se heurte le plus souvent à des forces réparties, agissant en chaque 
partie du volume Ÿ ou sur chaque élément de la surface Z du milieu 
continu, le vecteur force principal appliqué à un élément de volume 
{ou de surface) tendant vers zéro lorsque cet élément tend vers zéro. 
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Les forces concentrées sont très rares en mécanique des milieux 
continus. De la deuxième loi de la mécanique de Newton 


F = Ama, 


où Am est la masse d’un petit élément du milieu continu et «a son 
accélération, il vient qu'une force concentrée n'existe qu’en un point 
où a (ou p) tend vers l'infini. 


Forces volumiques ou forces massiques. Les forces réparties 
dans un volume V se nomment forces volumiques ou massiques. Dé- 
signons par F le vecteur principal des forces massiques appliquées à 
un élément de masse Am. La densité f’ de la force massique en ce 
point est alors 


F =]lim — 


Am-0 Am ° 
Pour une petite particule 
F = F Am. 


On envisage parfois la force D appliquée non à l’unité de masse mais 
à celle de volume. Il est évident que 


F 
D= lim — 
Av-0 AV ? 


c'est-à-dire que 
D=pF, 


D dV et F' dm ont les dimensions de la force; F' celle de l’'accéléra- 
tion et D celle de l’accélération multipliée par la dimension de la 
densité. 

Les différentes espèces de forces massiques ne sont guère nom- 
breuses. Ce sont la force de pesanteur (poids) F = g, D = pg et 
toutes les forces de gravitation en général, régies par la loi de gravi- 
tation universelle de Newton; les forces électromagnétiques; Îles 
forces d'inertie que l’on introduit en étudiant les mouvements dans 
les systèmes de coordonnées non inertiaux et qui représentent, du 
point de vue du corps mobile, des forces massiques extérieures réelles 
ordinaires. Parfois lorsqu'on a affaire à des mouvements concrets du 
milieu continu on introduit à dessein les forces massiques. Ainsi, 
par exemple, en étudiant le mouvement du profil d’aile dans le 
fluide on peut admettre que le domaine occupé par le profil est éga- 
lement rempli de fluide, mais pour que ce fluide introduit artifi- 
ciellement continue à se déplacer comme le profil d'’aile, il faut 
appliquer à ce dernier les forces massiques réparties. 
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En mécanique du solide parfait, l’action de tout système de 
forces est équivalente à celle de son vecteur et de son moment prin- 
cipaux. En mécanique des milieux déformables, il est important de 
connaître le caractère de la répartition des forces sur le corps. 


Forces surfaciques. En mécanique des milieux continus, ce 
sont les forces surfaciques, c’est-à-dire les forces réparties sur la 
surface du milieu continu, et non les forces massiques qui jouent le 
rôle principal. Ainsi, dans un récipient rempli d'eau on observe une 
interaction dynamique à la surface de contact de l’eau avec les 
parois du récipient. Soit do un élément de la surface S. On peut 


introduire une force surfacique élémentaire d1° — p do, où p — 
: AP Re : NE TES 7 

— Jim 45 ‘St la densité des forces surfaciques appliquées à l’aire 
AG—0 

do. En chaque point de la surface S on peut définir la densité p de 


la force surfacique qui est en général différente en différents points. 


Forces internes et forces extérieures. On distingue les forces 
internes et les forces extérieures. Des forces sont internes à un systè- 
me lorsqu'elles sont engendrées par des corps appartenant à ce systè- 
me, et extérieures si elles sont créées par des corps extérieurs par 
rapport au système dont le mouvement est envisagé. 

La notion de forces extérieures et internes est relative. Ainsi, 
par exemple, lorsqu'on envisage ensemble le mouvement de l'air 
dans l'atmosphère terrestre et celui de la Terre, la pesanteur de 
l’air est la force interne. Si l’on ne considère que le mouvement de 
l’air, la force de la pesanteur est 
extérieure. De même, lorsqu'on 
étudie le mouvement d'un corps 
matériel et du champ magnétique, 
les forces électromagnétiques sont 
internes; si le mouvement du 
corps matériel est étudié isolément, 
le champ est un agent extérieur à ce 
corps, ainsi que les forces électro- 
magnétiques. 


Pn d6=-Ph aG 


Pr 

Forces des contraintes internes. 
Imaginons, dans un milieu con- Fig. 23. Forces des contraintes 
tinu, un volume arbitraire V et internes 
divisons-le par la section $S en deux 
parties V, et V. (fig. 23). Si nous envisageons le mouvement d’une 
partie, de V;, par exemple, nous devons remplacer l’action exercée 
sur Cette dernière par V., par les forces massiques réparties dans Ÿ, 
et par les forces surfaciques réparties sur $. Les forces ainsi intro- 
duites sont extérieures à ŸV,. Si l’on envisage le mouvement du volu- 
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me Ÿ dans son ensemble, ces forces s'avèrent internes. La position 
de S étant arbitraire, les forces surfaciques réparties sur S diffè- 
rent selon les S. 

Fixons un point M à l'intérieur du corps et envisageons en ce 
point diverses surfaces élémentaires do. L'orientation de celles-ci 
est donnée par leur normale x. Notons dP la force résultante qu’exer- 
ce la portion de milieu de volume V, sur la portion de milieu de vo- 
lume V, sur la surface élémentaire do de normale x. Posons ensuite 
dP = p, do, où p, est un vecteur fini. Le vecteur p, peut être con- 
sidéré comme densité surfacique des 
forces d'interaction le long de la sur- 
face do entre les portions séparées. 
En général, p, dépend de l’orien- 
tation et d'autres caractéristiques 
géométriques de la surface élémen- 
taire do. La normale n sera tou- 
jours orientée vers l'extérieur de 
la partie du milieu à laquelle s’ap- 
Fig. 24. Composantes normale et  Plique la force introduite p,do. 
tangentielle des contraintes inter- Ainsi, par exemple, [l’action du 

nes volume V, sur V, est remplacée 

par les forces réparties p,do, celle 

de V, sur V, par p., do (fig. 23). Ces forces surfaciques sont définies 

en tout point du milieu continu et sont dites forces des contraintes 
internes. 

En chaque point d’un milieu continu la force des contraintes 
internes p,do peut être décomposée en deux forces, l’une suivant la 
normale n et l’autre suivant la tangente + à la surface élémentaire 
do (fig. 24): 


Dn 40 = Pan dO + D,:t do, 


OÙ Pan dO est la composante normale de la force des contraintes in- 
ternes et p,. do sa composante tangentielle encore appelée force 
tangentielle, ou, dans le cas d’un fluide, force de frottement interne. 

Les forces surfaciques p,do peuvent être également des forces 
extérieures, c'est-à-dire des forces agissant sur la surface extérieure 
délimitant le milieu continu. 

En chaque point A d’un milieu continu quelconque, il existe 
une infinité de vecteurs p, correspondant à une infinité de surfaces 
élémentaires do passant par ce point. Ils sont toutefois liés par une 
relation générale, indépendante des propriétés particulières du mi- 
lieu mobile, que nous allons établir. 

L'équation principale de la dynamique du point matériel se ré- 
sume dans la loi fondamentale de la dynamique de Newton: 


F = ma. 
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Nous avons à formuler une relation plus complexe qui est une 
généralisation directe de la loi fondamentale de la dynamique de 
Newton et qui permettra de décrire le mouvement du milieu maté- 
riel continu. 


Equation de la quantité de mouvement pour un point matériel 
et pour un système de points. Envisageons le mouvement d’un point 
matériel masse m par rapport au système de coordonnées x, y, 2. 
Comme.l3 masse m du point est constante, on a 


LES à (2.1) 


Le produit de la masse par la vitesse, mv, est dit quantité de mou- 
vement d'un point. L'équation de la quantité de mouvement pour 
un point matériel se lit : la dérivée de la quantité de mouvement du 
point matériel par rapport au temps est égale à la somme de toutes 
les forces appliquées à ce point. 

À l'aide de l’équation fondamentale de la quantité de mouve- 
ment (2.1) on résout deux problèmes types : d'après les forces connues 
trouver la loi du mouvement du point, ou bien d'après la loi connue 
du mouvement déterminer la force exercée sur ce point. 

Pour chaque point d’un système de nr points matériels de masse 
m; se déplaçant avec des vitesses +, sous l’action de la force resultan- 
te F;, l'équation de la quantité de mouvement (2.1) s'écrira 


dm;v; 
dt Pr 


où F; comprend toutes les forces agissant sur le point numéro i, 
aussi bien extérieures qu'internes à tout le système de x points ma- 
tériels. La sommation des équations de quantité de mouvement (2.1) 
de tous les nr points donne 


n 


1 n 
> rie (S mb: ) = » Fi”, 


1=Î i={ 11 


où le membre de droite de l'équation représente la somme des forces 
exclusivement extérieures au système, car, d'après la troisième loi 
de Newton, les forces internes d'interaction existent par couples et 
s’annulent lors de la sommation. 
La somme 
LL 
Q = pa m;v; =mv", 


1— 
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n 
où m — >, m, est la masse de tout le système et 
i= 1 


est la vitesse du centre des masses du système de 7 points, est dite 
quantité de mouvement du système, et on a finalement l'équation 
suivante de la quantité de mouvement pour le système de nr points 
matériels : 


n ñ 
# | 
URSS F9 ou m = = » FF. 
i=1 i= { 

La dérivée de la quantité de mouvement du système de 7 points 
matériels par rapport au temps est égale à la somme de toutes les 
forces extérieures agissant sur le système. Autrement dit, le produit 
de la masse par l'accélération du centre des masses du système est 
égal à la somme de toutes les forces extérieures agissant sur le sys- 
tème. 

Ainsi, on peut faire correspondre au mouvement de tout système 
de x points matériels celui d'un point matériel, centre des masses du 
système. Si le système est de dimensions restreintes, le mouvement du 
système de points peut être souvent ramené à celui d'un point, centre 
des masses du système pour les observateurs éloignés. 

L’équation du mouvement du point matériel a une portée uni- 
verselle s'appliquant à toutes sortes de systèmes mécaniques : gala- 
xies, étoiles, planètes, avions, hommes, oiseaux, insectes, etc. 


Equation de la quantité de mouvement pour un. volume fini 
d’un milieu continu. Etendons maintenant l'équation de la quantité 


de mouvement au cas d’un volume individuel fini Ÿ d'un milieu 
continu limité par la surface Z. Comme 


d d d d 
| + (cp dt) = <e dm = vdm=<# | upar, 
Ÿ M M V 


écrivons notre équation sous la: forme 


= | Fe dt + F2 do, 
V 2 


Q= | vp& 
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est par définition la quantité de mouvement du milieu continu 
occupant le volume V et où 


| F& et | Prdo 


sont les sommes des forces massiques et surfaciques extérieures agis- 
sant sur le volume V du milieu. 

Ainsi donc, pour tout volume Ÿ du milieu continu on peut écrire 
l'équation de la quantité de mouvement 


_ | vo dt — | Fpar+ F2 do. (2.2) 
V v £ 


Autrement dit, la dérivée par rapport au temps de la quantité de 
mouvement du volume V du milieu continu est égale à la somme de 
toutes les forces massiques et surfaciques extérieures appliquées à 
ce volume. Le volume Ÿ, isolé mentalement, est un volume substan- 
tiel mobile déformable arbitraire qui, par définition, est constitué 
des mêmes particules du milieu. 

Si, outre les forces extérieures réparties, la masse dans le volume 
Y subit les forces extérieures concentrées en un point ou le long de 
certaines lignes, leur somme doit être ajoutée au second membre de 
l'équation (2.2). 

L'égalité (2.2) est un postulat dynamique principal de la méca- 
nique des milieux continus. De même que le principe fondamental 
de la dynamique de Newton représente une équation de base dans la 
mécanique du point, l'équation de la quantité de mouvement (2.2) 
sert de base à la mécanique des milieux continus. Toutes les consi- 
dérations précédentes doivent être envisagées en tant qu'hypothèses 
heuristiques reliant l'équation (2.2) pour le milieu continu à celle 
de Newton pour le point matériel. 

L'équation (2.2) peut également se fonder sur le raisonnement 


qui suit. La formule mu*— | vp dt permet d'introduire la vitesse 


V 

du centre des masses du volume Ÿ du milieu continu et de présenter 
l'équation de la quantité de mouvement (2.2) comme celle du mou- 
vement du centre des masses du volume individuel Ÿ du milieu con- 
tinu : 


me | Fodr+ | pa do. 
v E 


Remarquons que la relation (2.2) est souvent appelée équation 
des impulsions, car elle se récrit sous la forme 


a] vpdr= | Ppdrdt+ ( p, do de 
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La relation (2.2) peut être envisagée comme l'égalité définissant 
les forces. En effet, toutes les lois connues régissant les forces sont 
déduites de cette équation qui est une généralisation de la loi fonda- 
mentale de la dynamique de Newton *). Ces lois sont suggérées par 
l'expérience ou s'obtiennent en recourant aux diverses hypothèses 
ou aux « expériences idéalisées » formulées comme généralisation des 
données pratiques. Après avoir établi les lois pour les forces selon 
(2.2) lors des recherches préalables, en d’autres cas, connaissant les 
forces, on trouve à partir de (2.2) des mouvements correspondant à 
ces forces. 

L'équation de la quantité de mouvement (2.2) est une équation fon- 
damentale pour tous les mouvements du milieu continu, y compris les 
mouvements discontinus, lorsque les caractéristiques du mouvement 
et du comportement du milieu continu ne sont pas partout dans le 
volume V des fonctions continues des coordonnées, ainsi que les 
processus de choc, lorsque les caractéristiques du mouvement et 
de l’état dans le volume envisagé sont des fonctions discontinues 
du temps. 

En particulier, dans le domaine des mouvements continus, le 
théorème intégral de la quantité de mouvement (2.2) est équivalent 
aux équations différentielles du mouvement du milieu continu que 
nous établirons plus tard. L'équation (2.2) permet d’entrevoir égale- 
ment que les contraintes surfaciques », pour tous les milieux et tous 
les mouvements doivent satisfaire à certaines relations universelles 
que nous allons déduire. 


Propriétés essentielles des contraintes internes. Commençons par 
dégager les restrictions qu’impose le théorème de la quantité de 
mouvement (2.2) à la forme éventuelle de la relation entre les con- 
traintes D, et l'orientation des surfaces élémentaires correspondan- 
tes, prises en un point donné, dans le cas des mouvements continus 
des milieux continus. 

Imaginons un volume Ÿ et partageons-le par une surface quel- 
conque S en deux parties V, et V, (fig. 23). Appliquant le théorème 
de la quantité de mouvement (2.2) à chacun des volumes V, et V, 
et à l’ensemble du volume V et sachant que l'interaction des par- 
ties séparées s'exerce soit à l’aide des forces massiques réparties, 
soit à l’aide des forces surfaciques réparties sur la section S qui se 
déplace avec les points individuels du milieu, on obtient 


dt 
V1 Z1 


10 dr = | F'pdr+ | Pn d0 + | Pn do, 
V: S 


*) Le problème est examiné de plus près dans l'ouvrage de L. Scdov 
Similarity and dimensional methods in mechanics. New York, Academic Press, 


1959. 
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|  pdr= | F'p dt+ | Pr do + (D. do, 
V2 £2 


V2 2 S 


| pdr= | Fpdr+ | p, do, 
ÿ V 


w 
— 


où F” et F” désignent les densités des forces massiques réparties qui 
s'exercent sur les volumes Ÿ, et V, respectivement. Procédant à la 
sommation des deux premières égalités et soustrayant de la somme 
la troisième, en supposant de surcroît que les forces massiques inter- 
nes vérifient la loi de l’action et de la réaction, c'est-à-dir 


| F'p dt + | F'p dt — | Fodr, 
Vi Vo V 


on obtient 


NE + P-n) do = 0. 
S 


D'où, étant donné que les volumes V, V,, V, et la section S sont 
arbitraires, il s'ensuit que 


Pn—= —D-n. (2.3) 


Il est à remarquer que l'hypothèse de la continuité du mourve- 
ment est de première importance. Par exemple, l’égalité (2.3), comme 
on le verra dans la suite (voir ch. VIT), n’est pas vérifiée lorsque S 
est une surface de discontinuité de la vitesse v, traversée par les 
particules du milieu matériel. Dans ce cas, les volumes V, et V, ne 
sont plus individuels et la relation (2.3) doit alors être remplacée par 
une autre. 

Le théorème de la quantité de mouvement (2.2) s'applique à tout 
volume matériel V, y compris le volume infinitésimal. Etablissons 
les restrictions qu'’impose aux fonctions sous le signe somme dans 
l'équation (2.2) l’applicabilité de cette équation, dans sa forme 
actuelle, à tout volume individuel du milieu continu aussi petit que 
l’on veut. Supposons à cet effet que les caractéristiques du mouve- 
ment soient finies et continues et composons l’expression 


2 [rpas+ [y do ed 


qui est identiquement nulle pour tout volume individuel Y. 

Il est clair que lorsqu'un volume Ÿ tend vers un point, on a 
l'égalité limite suivante indépendamment de la forme des fonctions 
sous le signe somme: 


limQ—0, 
v—-0 
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qui est remplie quelles que soient les fonctions finies placées sous le 
signe somme dans les termes composants. 

Fixons maintenant à un instant donné un point quelconque M 
du milieu continu et faisons passer par ce point les droites parallè- 
les aux axes cartésiens (fig. 25). Portons sur ces droites des segments 
arbitraires infiniment petits dr = MA, dy — MC et dz — MB. 
Envisageons le volume V du tétraèdre infiniment petit MABC cons- 
truit de la sorte. Ses faces MBC, MAB 
et AAC sont perpendiculaires aux 
axes de coordonnées correspondants, 
la face ABC étant orientée de façon 
arbitraire. Son orientation se définit 
par le vecteur unitaire normal 


n = cos (n, x) à + cos (n, y) j + 
+ cos (n, z) k = n,9°. 


Désignons par p}, p*, p° et p, les 
contraintes sur les surfaces élémentai- 
res de normales #, ÿ, k, n respective- 
Pie: 25. Sar lé propice des ment et par $ l'aire de la face ABC. 

Soatrainteg Ste nos Les aires des faces MBC, MAB, MAC 
sont alors S cos (n, x), S cos (n, y), 
S cos (n,2)et le volume du tétraëèdre 


est V — LAS , où À est la hauteur abaissée du sommet M sur la 


face ABC. Quand le tétraëdre se réduit à un point tout en restant 
semblable à lui-même, hk sera une quantité infiniment petite du 
premier ordre et S du second. 

Calculons ® pour le volume du milieu continu contenu à l’ins- 
tant donné dans le volume de ce tétraèdre; en s'appuyant sur la 
propriété (2.3) des contraintes internes on obtient 


d 1 
Q= (Te), + Sh+(FP}u 7 Sh+ PAS —p'S cos(n, z)— 


— D'S cos(n, y)— p‘Scos(n, z)+O +, 


où À >> 0. Supposons maintenant que le tétraèdre se réduise à un 
point tout en restant semblable à lui-même. Comme, selon (2.2), 
Q = O0, les égalités limites, en particulier 


lim£ 0, lim®—0, lim?-=0 
v-0o À v-0o À? v-0o h° 
se vérifient. Dans le cas de caractéristiques continues et finies du 
mouvement, la première limite est nécessairement nulle, ce qui 
revient à dire qu’une fois de plus on n'obtient pas de restrictions à 
la forme éventuelle des fonctions sous le signe somme dans l’expres- 
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sion de @. En partant de la condition 
..  Q 
lim— == 0 
V0 S 

on voit que l'égalité 


Pn = P'cos (n, x) + p’cos (n, y) + p° cos (n, z) (2.4) 


est toujours vérifiée; cette égalité montre que la contrainte p, sur 
toute surface élémentaire do prise en un point M du milieu continu 
est une fonction linéaire des contraintes pt, p*, p* sur les aires choi- 
sies au point M parallèlement aux plans coordonnés du repère ortho- 
gonal cartésien. 

La relation (2.4) montre également que la somme des forces sur- 


faciques extérieures Î Pn dO agissant sur un volume Ÿ du milieu 


continu limité par la surface > peut être transformée à l’aide de la 
formule de Gauss-Ostrogradsky en une intégrale de volume: 


| Pn do = | (+ _ + 2 ] dr. (2.5) 
È v 


Equations du mouvement du milieu continu dans le système de 
coordonnées cartésiennes. Analysons enfin la condition 


. 
lim—=0. 
V—0 V 
En s'appuyant sur (2.5) on peut présenter @ sous la forme 


= {Fra+ | LL + OT ENT 
V V V 


il s'ensuit alors de la condition 


line =0 
V—0 
que 
d dpi 0p? 0 
Pr = OF ++ + Le (2.6) 


Cette expression vectorielle est une équation différentielle fon- 
damentale du mouvement du milieu continu. Elle est vérifiée pour 
les mouvements continus des milieux quelconques et, dans le cas de 
ces derniers, est équivalente à l'équation de la quantité de mouve- 
ment (2.2), car elle stipule que Q = O0 pour tout volume Y. Souli- 
gnons qu’on obtient les égalités (2.6) et (2.5) à condition d'admettre 
la continuité et la dérivabilité des vecteurs p'. L'équation (2.2) est 
postulée pour les cas plus généraux. 


10—0863 
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Décomposons les vecteurs p!, p*, p° suivant les vecteurs de base 
91 = À, 9: — Ÿ, 93 — k du repère cartésien: 


p'= p“9, 
p°=p"9,, 9 ou p'= po, (2.7) 
p° = p39r, : 
et introduisons la matrice 
p'i p'? p' 
pt pe p#|=|p"|=P 
p*! p°* p* 


composée de neuf nombres. Conformément à (2.4), les composantes 
p!, de la contrainte 


Pn = Pn91 + Pn92 + Pn93 = PO: 
sur une aire arbitrairement orientée prise en un point fixe du milieu 
se calculent à partir des formules 
pn=p'cos(n, z)+pl?cos(n, y)+pcos(n, :)= pr, 
2 = p#cos(n, z)+p*cos(n, y) + p*cos(n, z) = pri; (2.8) 
= picos(n, z)+pcos(n, y)+p®cos(n, z) = p‘in;. 


La matrice P cp la transformation des composantes 7; 
du vecteur n — 7,9° en composantes pi, du vecteur p,. 

Les neuf fonctions p‘* entrent dans l'équation vectorielle (2.6) 
du mouvement du milieu continu qui, projetée sur les axes du repère 
cartésien, s'écrit 


du 11 dpi? dp13 
PT = PF x + a + Fr ni _ ? 
21 dp?? êp® 

p = PFyt + +. (2.9) 
dp31 9p32 dp33 
pD=pr, +22 _ RE 1 e + _ | 


où l’on désigne par F,, F,, F; "À projections de la densité de la for- 
ce massique F' sur les axes de coordonnées. 

Si l’on ajoute à ces équations l’équation de continuité (1.3), on 
obtient un système de quatre équations qui comprend en général, 
lorsque les forces massiques extérieures sont données, treize fonc- 
tions inconnues : la densité p, les composantes de la vitesse u, v, w 
et les neuf composantes des contraintes surfaciques internes p*° 


Tenseur des contraintes. La relation (2.4) qui exprime la dépen- 
dance du vecteur des contraintes p, agissant sur une aire arbitraire- 
ment orientée des vecteurs des contraintes p*!, p°, p° sur les aires 
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coordonnées peut être récrite à l’aide de (2.8) sous la forme 
Pn=P'u=p'onn=p'(sin)=p"a; (ain). (2.10) 


L'égalité ci- -dessus donne une transformation linéaire (avec les 
coefficients p"') des composantes du vecteur nr en composantes du 
vecteur Ph. Elle est obtenue dans les coordonnées orthogonales Car- 
tésiennes et, par suite, les p"i ont été définis dans des repères ortho- 
gonaux cartésiens arbitraires. La formule (2.10) traduit la relation 
entre les vecteurs », et n et est donc valable dans n'importe quel 
système de coordonnées curvilignes. Par conséquent l'équation 
(2.10) permet d'introduire les quantités p“' non seulement dans les 
axes de coordonnées cartésiens mais _également dans tout repère 
curviligne arbitraire. Les quantités p*' doivent alors être envisagées 
en tant que composantes contravariantes du tenseur 


P = p''929:. 


Ce tenseur est appelé tenseur des contraintes internes. En même 
temps dans n'importe quel système de coordonnées se vérifie l'éga- 
lité 
Ee nr si 
n — Pen = P Ni; 


où ?, est une contrainte sur une aire quelconque de normale ne, 
et 7, sont les composantes covariantes de n. 


Composantes physiques du vecteur des contraintes. Notons que 
l'égalité p' = p, n'est vérifiée en général sur les aires coordonnées 
que dans le système de coordonnées orthogonales cartésiennes ; on 
s "apercevra sans peine que dans un repère curviligne quelconque on 
a D' = P, sur les aires coordonnées correspondantes. 

En effet, examinons dans un système de coordonnées curvilignes 
donné une aire définie par les vecteurs de base 2;,,, et 2,., (les indices 
sont définis module 3). Définissons le sens positif de la normale à 
cette aire comme celui du vecteur de base contravariant 


gi— 9141 X 9140 . 
Ve 
Le vecteur unitaire de ce sens sera évidemment donné par la formule 
10 
Ve” 


où g' > 0; on prendra ici et plus loin la valeur positive de la racine 
carrée. Conformément à (2.10) le vecteur contrainte p,, sur cette 
aire, que nous désignerons par D; se récrit 


= P#9a (9-91) _ P a 


pi = Var Ven 
gti gt? 


10* 
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et par conséquent il n'est en général pas égal au vecteur pi — pis... 
Le vecteur contrainte p° peut être décomposé suivant les vecteurs 


de base unitaires 84/V £oa Pris au point considéré @ 
V'£ca 
Les quantités X% sont dites composantes physiques du vecteur 
contrainte p?. Conformément aux deux dernières égalités on aura 


Ë ii 
ai = sé V” £ 
P Bac ' 


où il n’y a pas de sommation sur @&. Il est alors évident que les com- 
posantes physiques X% ne sont pas celles d'un tenseur. 

Dans le système de coordonnées orthogonales cartésiennes pai — 
— Xai, 


Equations du mouvement du milieu continu dans un système 
de coordonnées arbitraire. L'équation vectorielle de la quantité 
de mouvement (2.2) 


foar= | Fpar+ | p, do 
V V 2 


et le théorème de Gauss-Ostrogradsky 
| Pn dO = | pin; do = | Vip'dr 
p> > V 


permettent de voir que pour les mouvements continus sont nécessaie 
rement vérifiées les équations du mouvement 
pa=pF+V;p ou par = pFù + y ,p"t (2.11) 


valables dans tout repère curviligne. 
Dans les équations du mouvement (2.11) on a 


k he 7 90R 
= + oigiut = DL pi (2=+vrà) 
on° 


ot 
et 
i 0 i i 
Vipi= er + P'Ta (ViP*) 9ne 


L'équation vectorielle (2.11) est vraie dans tout système de coor- 
données mobile ou immobile, tant dans le système de référence que 
dans le repère concomitant. Il ne faut pourtant jamais perdre de 
vue que le vecteur «& représente l'accélération des points individuels 
du milieu par rapport à un système de coordonnées inertial quel- 
conque et F la densité de forces massiques données. Si le mouvement 
et l'accélération sont envisagés relativement au système non iner- 
tial, l'expression pour # doit comprendre les forces d'inertie. 
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Fixons dans un milieu continu‘une particule infiniment petite de 
masse p dt soumise à l’action des forces massiques pF dt, des forces 
—pa dr qui sont inertiales dans le système concomitant, et des for- 
ces V,p' dt = (V;p"i) 24 dt, qui peuvent être envisagées comme des 
forces massiques dues à l'action des forces surfaciques exercées sur 
Ja particule. L'équation (2.11) se présente alors comme une condition 
d'équilibre relativement au système concomitant ; conformément à 
(2.11), la somme de toutes les forces exercées sur la particule est 
nulle. 

Notons que V:p° = 0 si le tenseur P — pl 9,9; est constant en 
tout point du milieu. Dans le système de coordonnées cartésiennes, 
les composantes du tenseur des contraintes p*° ne font partie de l’é- 
quation du mouvement que si elles varient en fonction des coordon- 
nées x, y, z. Toutefois l'égalité 


Vip'=0 ou Vip“=0 
et l'égalité P — p"9,9, — const ne sont pas équivalentes. Si par 
exemple un milieu n'est pas soumis aux forces massiques et se trou- 
ve au repos, on a 


Vip" — 0. 


Cette formule est une équation fondamentale de la théorie de l’élas- 
ticité où se posent souvent des problèmes concernant l'équilibre des 
corps soumis uniquement aux forces surfaciques extérieures. 


$ 3. Equations des moments cinétiques 


On a vu plus haut que le système d'équations universelles du 
mouvement du milieu continu obtenu n’est pas encore complet. On 
peut obtenir d'autres équations générales qui ne dépendent pas des 
propriétés particulières du milieu mobile. Envisageons dans cette 
perspective une autre équation générale de la mécanique, celle des 
moments cinétiques. 


Equation des moments cinétiques pour le point matériel et pour 


le système de points. Multipliant vectoriellement à gauche l’équation 
dv 
Tnt 


par le rayon vecteur r du point matériel] envisagé de masse m par 
rapport au point ©, origine d’un certain système inertial, on obtient 
l'équation des moments cinétiques pour un point 


= M, (3.1) 


Kerr xXmv et M=rxrF 
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sont respectivement le moment cinétique d’un point et le moment 
par rapport au point © de la force résultante F exercée sur ce point. 
Ainsi l'équation des moments cinétiques d'un point materiel repré- 
sente une conséquence triviale du principe fondamental de la dyna- 
mique de Newton. 

Soit un système de x points matériels de masses m; se déplaçant 
aux vitesses v,. L'équation des moments cinétiques (3.1) peut alors 
être écrite pour chacun de ces points 


d 
7 (ri X mv;)=7: X Fi 


où F; est le vecteur principal de toutes les forces agissant sur le 
point considéré de masse m;,, y compris les forces internes au systè- 
me. En faisant la somme de ces égalités pour tous les n points du 
système et définissant le moment 
cinétique du système comme 


n 
K — 2 (r; X MmiVi), 


on obtient l'équation recherchée 
des moments cinétiques pour le 
système des points 


ñn 
dK es (0) 
Fig. 26. Le moment résultant de dt : EX FE: 
toutes les forces internes par rapport i=i 
au point O est nul En raison du principe newtonien 
de l’action et de la réaction (fig. 
26) on aura à droite la somme des moments des forces extérieures au 
système seulement. La dérivée par rapport au temps du moment ci- 
nétique du système de points relativement à un point © est égale à 
la somme des moments de toutes les forces extérieures au système 
par rapport au même point ©. 
Notons que le moment cinétique du système de points matériels 
peut être écrit sous la forme 


n 
K =r*" x mv* + 2 (Tirer X MU: re)s 


ñR 
où m — > m1, r* est le rayon vecteur du centre des masses du systè- 
1=1 


me, v* la vitesse du centre des masses, #7; «a le rayon vecteur du 
i-ième point par rapport au-centre des masses, V; «1 la vitesse du i-ième 
point par rapport au système de coordonnées animé d’un mouvement 
de translation avec le centre des masses. 
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Moment cinétique d’un volume fini du milieu continu ; moments 
cinétiques propres. On appelle moment cinétique d'un volume V 
du milieu continu l'expression 


IS — | Tr X vPpaT, (3.2) 
V 
où 7 sont des rayons vecteurs des points du milieu continu par rap- 
port à un point immobile © et v leurs vitesses. Envisageons le pro- 
blème de plus près. 
Soit dans un milieu continu un volume 
+ quelconque de masse m. Il est évident 
que la vitesse v d'un point arbitraire M 
de ce volume peut être représentée (fig. 
27) comme la somme 


U—= v° + Urel»s 


où v* est la vitesse du centre des masses 
O* du volume t—, ve la vitesse du point 
considéré par rapport au centre des 
masses. Le moment cinétique du volume Fig. 27. Sur l'équation des 
T par rapport au point © est alors égal à moments cinétiques pour un 
la somme du moment cinétique par volume fini du milieu continu 
rapport au point © du point matériel 

de masse m s'identifiant avec le centre des masses du volume 
et du moment cinétique de tous les points A7 du volume © par 
rapport au centre des masses O*, c'est-à-dire que 


K=r" x Q+ | Trei X UpelP ÂT;, 
T 


où Q = mv* est la quantité de mouvement du point matériel de mas- 
se m coincidant avec le centre des masses, ou encore 


K=r" xQ+K", 


V4 


K*= | Vel X DrelP AT. 
L« 


Reprenons notre étude avec un volume infinitésimal dt. Dans 
nombre de cas on peut négliger le moment cinétique X* d’un volu- 
me infinitésimal en comparaison avec r* X Q@. Par exemple, en 
représentant dt comme une sphère infiniment petite homogène de 
rayon À tournant à la vitesse angulaire © autour de l'axe passant 
par son centre O*, on a 


K* = To = mio, 


où J est le moment d'inertie, / le rayon de giration de la sphère par 
rapport à son axe de rotation. On voit que m£? est de l’ordre de RS, 
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r* X Q de l’ordre de R*° et K*, pourvu que © soit fini, est petit par 
rapport à r* X Q. Le moment cinétique du volume du milieu con- 
tinu Æ est égal à la limite à 


| r X vp dr. 
V 


Pourtant, si la vitesse angulaire &w est si grande que œl* est fini, 
K*etr* X Q sont chacun de l'ordre de À* et le moment cinétique 
du volume Ÿ du milieu continu doit être égal à 


K={|rxvpar+ | kp dr, (3.3) 
V V 


k représente ici la densité de moments cinétiques dits propres, ou 
internes. 

Du point de vue macroscopique physique le problème étudié se 
présente comme suit. 

Examinons un système composé d’un noyau et d’un électron qui 
se déplace autour de ce noyau, c'est-à-dire un atome. L'électron tour- 
ne sur l'orbite à une vitesse comparable à celle de la lumière, c'est 
pourquoi malgré les dimensions restreintes de l'atome le système 
noyau — électron possède un moment cinétique propre considé- 
rable. Le moment cinétique engendré par la rotation de l’électron 
sur l'orbite est appelé moment cinétique orbital. 

Outre cela, l’électron ainsi que le noyau possède un moment ci- 
nétique propre — le spinor — dont la présence ne peut être expli- 
quée par un mouvement mécanique approprié. 

Comme on le voit, tous les atomes ont des moments cinétiques 
propres # mais la somme en est souvent nulle à cause du mouvement 
chaotique des atomes. On arrive pourtant à systématiser le mouve- 
ment des particules élémentaires en y appliquant par exemple un 
champ magnétique, la somme des moments internes pour tous les 
atomes diffère alors de zéro. En l'occurrence, l'expression du mo- 
ment cinétique de la particule macroscopique doit, rigoureusement 
parlant, comprendre la somme des moments cinétiques propres: 


Æ'= | par. 
V 


Ainsi donc, si l’on veut décrire les mouvements des milieux réels 
dans les champs électromagnétiques, on est obligé d'introduire les 
moments propres Æ et de déterminer le moment cinétique du volume 
V du milieu continu, compte tenu de ces moments d’après (3.3). 

L'on n’a entrepris que très récemment l’étude des moments ciné- 
tiques propres, lorsque la mécanique des milieux continus s’est vue 
confrontée à des problèmes dont la solution est rendue indispensable 
par la technique moderne. En mécanique classique, les moments 
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internes Æ# ne sont pas pris en considération et le moment cinétique 
du volume V du milieu continu s'obtient, comme 


jrx VP dr. 


Couples massiques et surfaciques répartis. En introduisant les 
moments internes X on admet de ce fait l’existence de couples massi- 
ques et surfaciques répartis. 

Chaque particule du milieu continu est soumise à l'action de 
forces massiques et surfaciques réparties. Il se peut pourtant que 
l’action qu'exercent sur la particule des corps matériels extérieurs 
ne soit pas constituée uniquement par ces forces et l'introduction 
de couples massiques et surfaciques devient aivrs indispensable. 

Notons par h et @, les moments des couples massiques et surfa- 
ciques rapportés à l'unité de masse. L'exemple des couples massiques 
distribués est fourni par les couples agissant sur chaque élément de 
l'aiguille de la boussole située dans le champ magnétique de la Terre. 


Equation des moments cinétiques pour un volume fini du milieu 
continu. Ecrivons maintenant l'équation des moments cinétiques 
pour un volume individuel fini V délimité par la surface 2 en tant 
que généralisation des équations des moments cinétiques pour un 
point matériel et pour un système de points: 


+ TX vpdr+ | kp dr) = | r X F'p dt -- 
V V V 


+ | r X Pn d0 + | hodr+ | Qndo. (3.4) 
> V 


Ÿ 
— 


La dérivée par rapport au temps du moment cinétique du volume 
individuel arbitraire V du milieu continu (compte tenu des moments 
propres) est égale à la somme des moments des forces massiques et 
surfaciques extérieures exercées sur ce volume plus la somme des mo- 
ments des couples massiques et surfaciques répartis appliqués au 
volume et qui sont dus aux corps matériels extérieurs au volume. 

L'équation des moments cinétiques tout comme l'équation de la 
quantité de mouvement est postulée pour un volume individuel V 
du milieu continu de la même façon que Ia loi de Newton F = ma 
pour un point matériel. Soulignons toutefois que l'équation des mo- 
ments cinétiques pour un volume individuel V du milieu continu, 
loin d’être déduite de celle des moments cinétiques de la mécanique 
du système de points matériels, s'en avère tout à fait indépendante. 
Toutes les considérations qui précèdent la formule doivent être envi- 
sagées exclusivement comme heuristiques. 

L'équation (3.4) pour des volumes individuels finis arbitraires 
est considérée, de même que celle de la quantité de mouvement, 
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comme l'équation vectorielle fondamentale de la mécanique des 
milieux continus. Cette équation est valable pour tous les milieux 
continus et pour tous les mouvements, qu'ils soient continus ou 
qu'ils soient discontinus dans les coordonnées des points de l'espace 
et dans le temps. 

L'on se voit obligé à l'heure actuelle d'envisager d'autres mo- 
ments d'ordres plus élevés et de formuler d’autres relations fonda- 
mentales de la mécanique des milieux continus analogues à l'équa- 
tion des moments cinétiques (3.4) de premier ordre. 


Equation des moments cinétiques dans le cas classique. Dans le 
cas classique, c’est-à-dire en l'absence de moments cinétiques inter- 
nes et de couples massiques et surfaciques répartis, l'équation des 
moments cinétiques a la forme 


TH jrxvpdr= (rx Fort | rx p, dc. (3.5) 
V V > 


La dérivee par rapport au temps du moment cinétique d’un volu- 
me individuel V relativement à un point © (rattaché au système iner- 
tial de coordonnées) est égale à la somme des moments, par rapport au 
même point ©, des forces massiques et surfaciques extérieures qui 
s’exercent sur ce volume. 

En l'absence de forces extérieures on a évidemment 


dK 


dt ? 
donc le moment cinétique K est constant. 


Effet gyromagnétique et équation des moments cinétiques. Ana- 
lysons une expérience qui permet de voir qu'il faut en général tenir 
compte des moments cinétiques internes et des couples massiques 
répartis. Si l'on place une barre de fer dans un champ magnétique, 
cette barre s’aimante et on peut montrer que la somme des moments 
internes X n'y est plus nulle. 

En effet, laissons cette barre au repos, librement suspendue 
dans le vide en présence du champ magnétique. Enlevons ensuite 
le champ magnétique. Vu le mouvement calorifique chaotique, la 
répartition des moments internes k dans la barre devient chaotique 
au bout d’un certain temps et la somme des moments cinétiques 
internes s’annule. 

En outre, comme la barre n’est pas soumise aux forces extérieu- 
res, le moment cinétique total doit se conserver. Un moment ciné- 
tique doit alors se créer qui aura pour effet la rotation de la barre. 

L'expérience montre qu'après la disparition du champ magnéti- 
que la barre commence effectivement à tourner. Il s’agit de l'effet 
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dit gyromagnétique; il n'est pas explicable si l’on ne tient pas comp- 
te des moments cinétiques internes et des couples massiques ré- 
partis. 


Equation des moments cinétiques sous forme différentielle. Dans 
le cas des mouvements continus du milieu continu on peut faire 
appel à l'égalité (2.4) et au théorème de Gauss-Ostrogradsky pour 
obtenir pour la somme des moments des forces surfaciques extérieu- 
res l'intégrale étendue au volume V: 

ü 
rx pdo=| (r x p') mdo = | Vi (r X p!) dr. 
> px V 
On peut montrer que, de même que les contraintes internes p,, 


les moments des couples surfaciques répartis Q@, peuvent être repré- 
sentés sous la forme | 
Qn = Q'ni. 


Conformément au théorème de Gauss-Ostrogradsky on obtient alors 


| O, do= | Q'n, do = | V:Q{dr. 
Z 2 V 


Recourons également à la transformation 


| Vi(r X p') dr = | r X Vip! dr + | Vir x p'dt = 
V V V 
= [rx viptar+ | (: x os) p'idr, 
[LA || 


or 
DT = die 


car Vr = 3z 


On peut alors récrire le théorème des moments cinétiques (3.4) 
comme suit, à condition que la masse dm = p dt soit constantes 


dv 1 i dk _ 
4 V 
= | Ro dt + | V:Qat+ | (9: X 9x) p“*dr 
V v V 
ou encore, en vertu de l'équation de la quantité de mouvement (2.11), 
| T par= | Ro dt + | viQtar+ | (2: X 9») pdt. 
4 V V 4 


Comme le volume V du milieu continu est arbitraire, on parvient 
alors à une forme différentielle de l'équation des moments cinéti- 
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ques pour le cas des mouvements continus: 
dk i i 
p—-=ph+ViQ"+ (a; X 8x) p*. (3.6) 


Dans le cas classique, lorsqu'on néglige les moments internes et 
les couples massiques et surfaciques répartis, l'équation des moments 
cinétiques (3.6) prend la forme 


(2: X 93) p“=0. (3.7) 


Symétrie du tenseur des contraintes dans le cas classique. Mani- 
festement, l'équation des moments (3.7) peut encore être récrite sous 
la forme 

(O1 X 9x) p+ (0: X 9x) p“= 0. 
R<1 R>7? 

Intervertissons dans la dernière somme les indices de sommation 

keti,ona 


(1 X 03) P*+ (où X 2:) p'= 0 
R< R<i 
ou conformément à la propriété des produits vectoriels 
(2: X 9x) (P* —p*) =0. 
R<1 
Il s'ensuit que pi = p* si k + i, c'est-à-dire que 


pé=pt, p=pa, p#= pe. 


Ainsi donc, l'équation classique des moments a pour consé- 
quence la symétrie du tenseur des contraintes. Il est évident que 
l'équation des moments cinétiques (3.7) est identiquement satis- 
faite si le tenseur des contraintes est symétrique. Soulignons que la 
symétrie du tenseur des contraintes ne découle généralement de 
l'équation des moments cinétiques qu'en l’absence de moments ci- 
nétiques internes et de couples massiques et surfaciques répartis. 

Rappelons que l’on a obtenu plus haut quatre équations univer- 
selles décrivant le mouvement du milieu continu. Maintenant on 
voit s’y ajouter trois équations des moments cinétiques. Dans le cas 
classique, ces trois équations complémentaires ne contiennent pas 
de nouvelles inconnues maïs réduisent à six le nombre de composan- 
tes indépendantes du tenseur des contraintes. 

Le système d'équations du mouvement que l'on a obtenu n'est 
pas complet pour autant. On verra par la suite qu’on peut dans 
certains cas écrire pour les composantes du tenseur des contraintes 
pi des formules complémentaires liées aux particularités physiques 
des modèles concrets des milieux continus, ce qui permet de pro- 
gresser considérablement vers un système d'équations complet. 

Faisons encore une remarque d'ordre général sur les notions de 
vecteur quantité de mouvement © et de moment cinétique K. En 
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mécanique newtonienne, les vecteurs @ et K sont envisagés comme 
invariants, car ces grandeurs et les équations correspondantes se 
conservent en passant d'un système de coordonnées à l’autre, quel 
qu'il soit, cartésien ou curviligne, immobile par rapport au pre- 
mier. Pourtant ces êtres « invariants » sont essentiellement liés au 
choix du système de référence de l'observateur. Lors du passage 
d'un référentiel à un autre qui se déplace par rapport au système 
initial, ces vecteurs varient même si ce passage s'effectue d’un systè- 
me inertial à un autre, inertial lui aussi. 

Dans le cas général, si l’on passe à un système mobile arbitraire 
(non inertial), les équations correspondantes et notamment celles 
de la quantité de mouvement et des moments cinétiques se trouvent 
modifiées : dans les seconds membres apparaissent les forces inertia- 
les extérieures complémentaires. 

Bien que les vecteurs Q et K soient invariants comme il est en- 
tendu plus haut, ils ne peuvent toutefois être définis indépendam- 
ment du choix du système de référence dans la classe des systèmes 
mobiles les uns par rapport aux autres *). Si l’on envisage tous les 
processus se déroulant dans un milieu dans le système de coordon- 
nées concomitant, la quantité de mouvement dans ce système est 
constamment nulle. 


$ 4. Axes principaux et composantes principales 
du tenseur des contraintes symétrique 


Surface tensorielle du tenseur des contraintes. Construisons la 
surface tensorielle du tenseur des contraintes. À cet effet, fixons un 
point O du milieu et envisageons les aires do passant par ce point, 
caractérisées par les différentes normales n. À chacune de ces aires 
est appliquée la force surfacique de densité », appelée parfois vecteur 
des contraintes, ou contrainte. En projetant la contrainte p, sur la 
normale correspondante nr on obtient 


Pnn = DPr°on = (p'.n) n; = p“innns. 


Utilisons pour plus de simplicité le système de coordonnées car- 
tésiennes où, comme on le sait, la disposition des indices n'entre pas 
en ligne de compte. Introduisons les vecteurs r = z,9* issus du 
point O et dirigés suivant la normale n ; il est évident qu'alors n, = 


*) Cette circonstance (la dépendance des équations et des caractéristiques 
globales de Q@ et K du choix du référentiel) se manifeste surtout dans la 
théorie de la relativité générale, d’une part à cause de la complication accrue 
du problème consistant à sommer les trivecteurs donnés en différents points de 
l'espace riemannien, et d’autre part du fait qu'il s’avère physiquement impos- 
sible d'indiquer des référentiels qui aient quelque avantage majeur sur les 
autres ni le temps propre pour des volumes finis du milieu. 
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— cos (n, z;) = zi/r. Choisissons la longueur r des vecteurs telle que 
Pnnr?= pit; = 20 (x, y, 2) = const, 
où 20 (x, y, z) est la forme quadratique correspondant au tenseur 
des contraintes symétrique 2. Le lieu géométrique des points tels que 
p'iznz= 20 (x, y, z) = const 
forme la surface du second degré qui est une surface tensorielle du 


tenseur des contraintes. La propriété fondamentale des contraintes 
internes (2.4) admet la représentation 


us i Ti 
Pn=Du=D —- 
ou, en projections sur les axes x, du système de coordonnées carté- 


siennes, 
À Î 
TPn = P' T;- 


On établit au moyen d’une vérification directe que 


00 
pump 
et, par conséquent, 
7 ph n 2 
Pn= 0zp * 
c'est-à-dire que 
TPn = grad ©. 


Il s'ensuit que si l’on connaît la surface tensorielle ® = const, on 
peut trouver géométriquement le sens de la contrainte D, agissant 
sur l'aire do de normale +. A partir du 
point © on trace le vecteur r perpendicu- 
lairement à l’aire donnée (fig. 28). Au 
point d’intersection de 7 avec la surface 
D = const on trace le plan © tangent à 
la surface tensorielle ; il est clair que le 
vecteur P, est perpendiculaire au plan 
tangent ©. 


Fig. 28. Surface "tensorielle Axes principaux du tenseur symétri- 
du tenseur des [contraintes que des contraintes. On le sait, les sur- 

faces de second degré possèdent au moins 
trois directions 7 auxquelles sont perpendiculaires les plans tangents o. 
Ces directions sont appelées directions principales et pour elles, mani- 
festement, p, est orthogonal à do. Le cas général n’en prévoit que 
trois. Elles forment un trièdre orthogonal et sont appelées axes princi- 
paux du tenseur des contraintes. Lorsque la surface tensorielle ® — 
— const représente une surface de révolution, une sphère, par exem- 
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ple, le nombre de ces directions est infiniment grand. Pour les aires 
orthogonales aux directions principales, p, est colinéaire à n et, par 
conséquent, sont vraies les égalités 


Pr = P'n;9n =Àn = }Àn;r (4.1) 
ou e . 
pan:9" = Aôin;9", 
d’où 
(p* — 65) n,9" =0 
ou 


(pi — À6ù) r; = 0. (4.2) 

Nous avons obtenu un système homogène de trois équations algé- 
briques pour la définition des cosinus directeurs des trois directions 
principales 7;. Ce système a une solution non triviale seulement si 


A = Det || ph — AG || = | pa — A6 | = 0, 
Pi—h pi Pi 


P: P:—h p: |=0 (4.3) 
Ps Ps P3—À 
ou, sous torme développée, 
34 JN = 1h + I3= 0, (4.4) 
OÙ 
Pa= Li 
2 8 Rd 1 l 2 
M ne lle nee 
P: P3 P:1 P: P2 P: 
Det || pa || = Z3:. 


C'est une équation séculaire. Comme on le sait, lorsque le ten- 
seur p'‘? est symétrique, cette équation possède trois racines réelles. 
Les racines À,, À», À4 de cette équation définissent d’après (4.1) les 
contraintes sur les aires orthogonales aux directions principales 
(aires principales) : 


M=Pni=P15 M=Pne= Ps; M=PDns=Ds 

et sont dites composantes principales du tenseur des contraintes. 

Connaïissant P,, Pe, Ps trouvons à partir du système d'équations 
(4.2) les composantes 7, des vecteurs n définissant les directions 
principales (utilisons à cet effet les conditions (n-n) = 1). Il est 
évident que la formule (4.1), les équations (4.2) et (4.3) sont vraies 
dans tout système de coordonnées curvilignes. 

L'équation de la surface tensorielle 20 = const se ramène dans 
les axes principaux x, y, z à la forme canonique 


20 = pr? + p.y° +p4z* = const. 
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On a pour les composantes du tenseur des contraintes dans les axes 
principaux 


et 
Pi= ph = pri =0 pour kæi. 

Sur les aires perpendiculaires aux axes principaux du tenseur 
des contraintes ne sont différentes de zéro que les composantes nor- 
males du vecteur contrainte, les tangentes étant nulles. 

Lorsque p, = p; = ps, la surface tensorielle du vecteur con- 
trainte représente une sphère. 

Nous avons introduit dans ce qui précède les axes principaux du 
tenseur des déformations, du tenseur des contraintes et du tenseur 
des taux de déformation. Dans le cas général, ces axes ne coïncident 
pas. Les critères de leur coïncidence sont liés, comme on le verra par 
la suite, à des restrictions physiques considérables imposées aux 
propriétés des milieux envisagés. 

Lorsque p, £ 0 et p, = p43 = 0, on a en un point donné du mi- 
lieu continu une traction pure suivant l'axe x, pour p, > 0 et une 
compression pure si p, << 0. Ainsi donc, tout état de contrainte au 
point donné du milieu continu peut être considéré comme un en- 
semble de trois tractions ou compressions pures le long des axes prin- 
cipaux du tenseur des contraintes. 

Les coefficients de l'équation séculaire (4.4) sont des invariants 
du tenseur des contraintes. Ils s'expriment à l’aide des racines de 
l'équation séculaire conformément aux formules 


li = Pi + Pa + Ps 
T3 = P2Ps + P1P3 + PaPs 
T3 = P1PoPs. 
3La surface tensorielle D = T;; dr' dx) = const peut être asso- 
ciée également à tout autre tenseur symétrique du second ordre T = 
= T,,8!a7 = T'19,9* en chaque point O. Tout ce qui a été dit pré- 
cédemment à propos du tenseur des contraintes peut s'appliquer 


entièrement à la définition des directions des axes principaux et des 
composantes principales du tenseur T7. 


CITAPITRE IV 


SYSTÈMES COMPLETS D'ÉQUATIONS MÉCANIQUES 
POUR LES MODÈLES LES PLUS SIMPLES DES 
MILIEUX CONTINUS. 

QUELQUES NOTIONS D’ANALYSE TENSORIELLE 


$ 1. Fluides parfaits 


Les équations différentielles de continuité, de la quantité de 
mouvement et des moments cinétiques sont vérifiées pour tous les 
mouvements continus de fous les milieux continus. Cependant, diffé- 
rents milieux se comportent différemment dans les mêmes conditions 
extérieures. 

Par conséquent, les équations en question ne suffisent pas à 
elles seules pour décrire le mouvement d’un milieu continu concret 
même si l’on y ajoute des conditions aux frontières correspondantes. 
On n'en aperçoit d'autant mieux que le nombre d'équations est 
inférieur à celui des inconnues y entrant, autrement dit le système 
d'équations n'est pas complet. 

Pour construire un système d'équations complet décrivant le 
mouvement d’un milieu continu concret on doit trouver les relations 
complémentaires entre les paramètres du milieu continu donné. 

La construction de nouveaux modèles des milieux continus cons- 
titue un chapitre important de la mécanique, appelé rhéologie. Pour 
construire un nouveau modèle il faut effectuer une recherche expé- 
rimentale sur les propriétés du milieu. Cela nécessite également le 
recours aux principes connus de la mécanique et de la physique, par 
exemple, aux relations thermodynamiques. Il est utile d'y appli- 
quer les principes variationnels. 

Dans ce chapitre nous étudierons quelques modèles des milieux 
continus parmi les plus simples. En même temps, nous nous borne- 
rons aux Cas où les propriétés des milieux et les classes des processus 
considérés n’exigent pas, pour la description du mouvement méca- 
nique, une connaissance des propriétés thermodynamiques des mi- 
lieux. Le système d'équations mécaniques est alors complet sans 
recours aux équations thermodynamiques. 

Dans le cas général, si l’on veut étudier tous les processus possi- 
bles se déroulant dans ces milieux, il est aussi indispensable d’appli- 
quer les relations thermodynamiques. 

Commençons par l'étude des modèles des fluides parfaits. 


Définition d’un fluide parfait. On appelle fluide parfait un fluide 
dans lequel le vecteur contrainte p, est perpendiculaire à tout élé- 
ment de surface de normale n, c'est-à-dire qu'il est parallèle à n. 
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É 


Les données expérimentales et les raisonnements physiques géné- 
raux montrent qu'à des températures et des pressions très élevées 
tout milieu pratiquement possède cette propriété. 


Le tenseur des contraintes dans un fluide parfait est sphérique. 
La surface tensorielle est évidemment une sphère dans ce cas, ce qui 
entraîne l'égalité des composantes principales du tenseur des con- 
traintes : p, — P2 —= Pp4. Désignons-les par —p et soit p la pression. 
Nous choisissons le signe de la pression de sorte que celle-ci soit une 
quantité positive, car l’expérience montre que les milieux corres- 
pondant au modèle du fluide parfait sont, généralement, en état de 
compression lorsque p > (. 

Pour un tel milieu trois directions orthogonales quelconques 
sont les directions principales et, par suite, dans tout système de 
coordonnées cartésiennes la matrice du tenseur des contraintes se 


présente sous la forme 


— D 0 (0 

O0 —p 0 

0 O —p 
En particulier, pour les composantes mixtes pÀ on peut écrire 
PR = — pô}. (1.1) 


Evidemment, les composantes 6; du tenseur 68"2, ne changent 
pas lors de la transformation de coordonnées (8x — 6:). Par consé- 
quent, la formule (1.1) pour les composantes mixtes du tenseur des 
contraintes d’un fluide parfait est valable aussi bien dans les axes 
cartésiens que dans n'importe quels axes curvilignes. 

Les composantes contravariantes de ce tenseur ont pour expres- 
sion 

phi=gps= — pe" = —pg" (1.2) 
et les composantes covariantes 
Phi = EhsPi= — Pendi = — Pr. 


Il s'ensuit que le tenseur des contraintes est donné dans le cas 
d’un fluide parfait par un seul nombre p et non pas par neuf ou six 
nombres pi comme c'est le cas en général. 

Pour un liquide parfait 


P — —p6G, 


où G est le tenseur métrique. 
Notons que tout tenseur T est dit sphérique si sa surface ten- 


sorielle est une sphère. Tous les tenseurs sphériques se mettent sous 
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la forme 
T = kG, 
où k est un scalaire. 


Equation du mouvement d’un fluide parfait. Dans tout système 
de coordonnées curvilignes, les équations du mouvement d’un mi- 
lieu continu ((2.11) ch. IIT) 


par =pF#+ vip, 


appliquées au fluide parfait, s'écrivent en vertu de (1.2) de la façon 
suivante : 


par = pi gp. (1.3) 


_ On a tenu compte dans (1.3) de ce que les composantes du tenseur 
gi se comportent comme des constantes par rapport à la dérivation 
covariante. 

Ecrivons ces équations sous forme vectorielle. Les quantités V;p 
sont, évidemment, les composantes covariantes du vecteur gradient 
p et g"V,p ses composantes contravariantes. Par conséquent, les 
équations (1.3) se présentent sous forme vectorielle de la façon 
suivante : 

oa = pF — grad p. (1.4) 


En projection sur les axes cartésiens ces équations s’écrivent 
ainsi 


du 1 op | 
dd _ _* pur” | 
Ov , 4 ap e 
D out | (1.5) 
dw 1 op 
dt = F: T'p dz } 
ou 
ou ou ou du 1 Op ) 
oO Thor V ap ge A pot 
dv dv dv dv 1 ap 
D Poe EU op os Ur part (1.6) 
Ow ôw Ôw ôu’ 1 ôp 
TU TV Ta le GE) 


Elles sont dites équations d'Euler. 


Equations du mouvement d'un liquide parfait sous la forme de 
Groméco-Lamb. Ecrivons les équations précédentes sous une autre 
forme. L'’accélération peut être facilement écrite de la façon sui- 


11* 
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vante : 


d 0 (] 2 7: 
= + grad ++ 20 X v, (1.5) 


où © est le vecteur rotation. 


En effet, dans les axes cartésiens, on a pour les projections de 
poprsgurs sur l'axe des x 


= ou ou 
+++ REA Er du 
__ du 4 9 2 2 o dv ou du 
TANT +8 +u— (E a+ +(-&)v- 
1 Ov? 4 dv? 
=< A RL re — + 2 (w,w —o&,v) — = LL ES D — + 2 (© X V)x. 


On obtient des formules analogues pour les projections de l’accélé- 
ration sur les axes des y et des z. Ainsi, la présentation de l’accéléra- 


tion es sous la forme vectorielle (1.7) se trouve justifiée. Quant aux 


équations du mouvement d’un fluide parfait, on peut les écrire sous 
forme vectorielle comme suit: 


+ + grad v+ 20 x b= P—+grad p. (1.8) 


Ces équations sont dites équations du mouvement d'Euler sous la 
Jorme de Groméco-Lamb. Cette transformation de l’accélération peut 
être pratiquée pour les milieux continus les plus divers, en particu- 
lier, elle s'avère fort utile dans bien des problèmes de l'hydroméca- 
nique. 

Aux trois équations du mouvement d'un fluide parfait il faut 
ajouter l'équation de continuité 


dp : _ 
FEES div pU = 0. 


Nous avons obtenu un système de quatre équations contenant à 
côté des forces massiques connues F,, F,, F; cinq fonctions incon- 
nues : u, v, w, p, p. Néanmoins, ce système n'est pas encore complet. 


Système complet d'équations du mouvement d’un liquide parfait 
incompressible (en général non homogène). Dans certains cas on 
peut admettre, de plus, que le liquide est incompressible, c'est-à- 
dire que le volume de chaque particule est de valeur constante. On 


peut alors ajouter au système de quatre équations la condition sui- 
vante : 


dp __ 6p = 
= + ve8rad p=0 
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ou, dans les axes cartésiens, 

dp dp 0p dœ 

ôt +u DE TV dy We 0 


Avec cette condition le système d'équations du mouvement d'un 
liquide parfait devient complet. Voici la totalité de ce système 


dv 1 

— sF— d grad p, 

div u=0, (1.9) 
dp 

7 = 0. 


La dernière équation change si la masse de la particule varie. 

Notons que s’il s’agit d’un fluide parfait incompressible et ho- 
mogène dont toutes les particules sont de masse constante, la densité 
p est constante dans la particule et est identique pour toutes les 
particules, pour cette raison elle cesse d’être une inconnue essentielle. 
Le système complet d'équations mécaniques comporte dans ce cas 
les équations d’Euler et l'équation de continuité: 

dvi 


dvi jo ni Fi 1 Ji 
tv SV, | (4.10) 
var= 0. | 


Système complet d'équations du mouvement d’un fluide parfait 
compressible et barotrope. Le plus souvent dans le cas des fluides 
en mouvement on peut admettre que 


p = f(e), 


c'est-à-dire que dans chaque particule la pression n'est fonction que 
de la densité. Les processus caractérisés par 


p = j (o) 


sont dits barotropes. Un exemple en est fourni par le mouvement 
isotherme d’un gaz qui suit l'équation de Clapeyron 


p = RoT 


où R est la constante des gaz parfaits. (Le mouvement est dit isother- 
me lorsque la température 7 est un paramètre constant et identique 
pour toutes les particules.) 

Il est évident que la propriété barotropique (à condition que la 
fonction f(p) soit connue) permet de compléter le système d'équations 
donnant la loi du mouvement d'un fluide parfait compressible. 
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Dans ce cas le système complet d'équations s'écrit dans les axes 
orthogonaux ae de la façon suivante: 


ARE 10e 2? = 0, 


ou | ou du ÉS 9p 
7 +4 + SL Sn Tr 
ôv Ov . 1 2p (1.11) 
Snbrbretn- © FÉ 
14 Op 
TU ox De us = F, — 7 p © 


is = À o. 

Le plus souvent dans le mouvement des fluides la condition de 
barotropie n’est pas remplie et l’on doit faire appel à des relations 
complémentaires de nature thermodynamique pour décrire ces mou- 
vements de manière adéquate. 


$ 2. Corps linéaire élastique, fluide linéaire visqueux 


Etudions deux autres modèles particuliers des milieux continus : 
le modèle d'un corps linéaire élastique et le modèle d’un fluide li- 
néaire visqueux. Les moyens qui permettent de les introduire étant 
formellement analogues, nous construirons ces modèles parallèle- 
ment. Mais en réalité, ces deux modèles décrivent deux types tota- 
lement différents de comportement mécanique des milieux réels. 


Corps élastiques. On appelle ainsi un milieu dans lequel les 
composantes du tenseur des contraintes p*! de chaque particule sont 
fonction des composantes du tenseur des déformations e,;, des com- 
posantes du tenseur métrique £;;, de la température 7 et, éventuelle- 
ment, d'autres paramètres de nature physico-chimique %; (concen- 
tration des phases, entre autres): 


pos}? (Eap: gb, EL PRES Xn)- (2.1) 


Fluides visqueux. Un fluide visqueux est un milieu dans lequel 
les composantes du tenseur des contraintes sont de la forme 


p= — pri + ri, (2.2) 


p=p(p, T,X,.. » Xn); 
3 op? (eos, geB, T, La, ..., La), 

où €; Sont les composantes du tenseur des taux de déformation. 

Ce paragraphe est consacré à l'étude de f* en fonction de €, et 


de g°B ainsi que de p" en fonction de eg et de g*$. Pour cette rai- 
son les paramètres T et #; ne paraîtront pas dans ce qui suit. 


de plus 
(2.3) 
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… Lois de Hooke et de Navier-Stokes. La forme concrète des fonctions 

f” (Ep gb, T, Xi) et p"” (CATY gb, T, Xi) dépend des modèles 
concrets des milieux élastique et visqueux. On sait par expérience 
que les contraintes et les déformations dans de nombreux corps 
solides, dans les métaux par exemple, sont liées entre elles dans 
les conditions habituelles (températures et contraintes moyennes) 
par la loi de Hooke; les contraintes visqueuses et les taux de 
déformation de nombreux fluides, par exemple ceux de l’eau et de 
l'air, sont liés entre eux par la loi de Navier-Stokes. Prenant 
l'exemple de la loi de Hooke, nous procéderons aux raisonnements 
qui permettent d'introduire ces lois. 

Supposons que les fonctions f‘? puissent être développées en série 
de Taylor par rapport à &, et qu’en l'absence de contraintes (p* — 
— 0) les déformations soient également nulles (8,8 — 0) et inver- 
sement *). 

Dans cette hypothèse on a 


.. î) 
p} = fŸ (Eap; gb) = À Be 9 + .. 
Ici les coefficients A‘%$ peuvent dépendre de T et de %.. Si les dé- 
formations sont petites, on peut ne conserver dans le développe- 
ment de p'” en série que les termes linéaires, en écrivant simplement 


PP = Ang. (2.4) 


Des hypothèses analogues pour les fonctions m7 conduisent aux éga- 
lités 
RES pie s. (2.5) 

Les expressions (2.4) traduisent la loi de Hooke, les relations (2.5) 
la loi de Navier-Stokes (ou la loi de viscosité de Newton généralisée). 

Nous avons obtenu (2.4) et (2.5) en supposant &,$ (pour la loi de 
Hooke) et e, #8 (pour la loi de Navier-Stokes) petits. Signalons toute- 
fois que la loi de Navier-Stokes est applicable à l'eau, à l'air et à 
certains autres fluides même dans le cas où les composantes du ten- 
seur des taux de déformation ne sont pas petites. Les relations ther- 
modynamiques générales conduisent à la conclusion que la loi de 
Hooke est physiquement admissible uniquement en tant que loi 
approximative pour les petites déformations. È 

Le chapitre de la mécanique des milieux continus où l’on étudie 
le comportement des milieux continus satisfaisant à la loi de Hooke 
ou à la loi plus générale (2.1) est appelé théorie de l'élasticité. Le 
chapitre consacré au mouvement des milieux continus régis par la 
loi de Navier-Stokes ou par la loi plus générale (2.2)-(2.3) est appelé 
théorie du mouvement d'un fluide visqueux. | 


*) Notons que les déformations peuvent apparaître même si pi? = 0 (par 
exemple. la dilatation thermique). Ici nous étudions, pour des raisons de sim- 
plicité, les pij en fonction de eij. lorsque T = const et y; — const. 


1468 MODELES LES PLUS SIMPLES DES MILIEUX CONTINUS [CH. IV 


Il découle directement des égalités (2.4) et (2.5), invariantes par 
rapport au choix des axes, que Aï%B et Bik%8 sont les composantes 
des tenseurs du quatrième ordre. Elles représentent les caractéristi- 
ques physiques du milieu donné et dépendent généralement de la 
température T' et d’autres paramètres physico-chimiques caractéri- 
sant l’état du milieu étudié. 

Le tenseur du quatrième ordre a 3 — 81 composantes. Mais, en 
vertu de la symétrie du tenseur des contraintes (dans le cas classi- 
que), du tenseur des déformations et de celui des taux de déformation, 
le nombre des composantes indépendantes AB et BiiB se réduit à 
36, puisque les tenseurs À et B doivent être symétriques par rapport 
au couple d'indices à et j et l’on peut admettre qu'ils soient égale- 
ment symétriques par rapport au couple d'indices & et B. Si de plus 
le milieu régi par la loi de Hooke ou de Navier-Stokes présente quel- 
ques propriétés géométriques de symétrie, le nombre des composantes 
AB et Bi%B s’en trouve encore réduit. En particulier, si le milieu 
en question est isotrope, tous les AïX et Bix%f sont définis par 
deux paramètres. 


Anisotropie, isotropie, girotropie d’un milieu. Un milieu est 
dit isotrope si toutes ses propriétés sont les mêmes dans toutes les 
directions. Si les propriétés d’un milieu varient selon les directions, 
il s’agit d’un milieu anisotrope. Les milieux isotropes peuvent avoir 
des symétries variées. 

Donnons une définition mathématique plus rigoureuse de la 
propriété de symétrie et, en particulier, de l’isotropie. Les propriétés 
mécaniques et physiques d’un milieu peuvent se décrire au moyen 
des tenseurs et des équations tensorielles (par exemple, si le milieu 
obéit à la loi de Hooke, les propriétés élastiques sont données par le 
tenseur AÿaB). On dit qu’un milieu possède une symétrie s’il existe 
un groupe de transformations des coordonnées, ne comprenant pas 
seulement la transformation identique, tel que les composantes des 
tenseurs donnant les propriétés du milieu sont invariantes par les 
transformations appartenant à ce groupe. 

En particulier, le milieu est dit isotrope si les composantes des 
tenseurs définissant ses propriétés sont invariantes par toute trans- 
formation orthogonale. Notons qu'une transformation orthogonale 
peut être définie comme une transformation laissant invariables les 
composantes du tenseur métrique (autrement dit, les produits sca- 
laires des vecteurs de base restent invariables), à savoir 


Bi = Bab 5 — = Bu. 


Un groupe orthogonal complet contient des rotations (le détermi- 
nant de la transformation est égal à +1) et des rotations combinées à 
des réflexions (le déterminant est égal à —1). 
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Si les propriétés du milieu sont invariantes par les rotations et 
ne le sont pas par les réflexions, ce milieu est dit girotrope. 
Examinons d’une façon plus détaillée ce qu’on entend par l'iso- 
tropie (ou la girotropie) d’un corps élastique répondant à la loi de 
Hooke. Choisissons dans un point quelconque de ce milieu, à un 
instant donné, deux systèmes de coordonnées : l’un zx?, z°, x° et l’au- 
tre y!, y*, y°, ce dernier obtenu par la rotation du premier. Les com- 
posantes des tenseurs considérés seront désignées dans les axes x, 
z°, x° par des lettres non primées et dans les axes y}, y*, y° par des 
lettres correspondantes primées. Il est évident que 
aies __ Oui Oui 9ÿ* ou pau (2.6) 


Dans le système xt, z*, z° la loi de Hooke doit faire appel aux coeffi- 
cients AB et dans le système y!, y*, y* aux coefficients A'i%B, 
Envisageons deux états déformés d’ un milieu continu qui ont la 
même forme dans les axes différents x' et y' (tournés l’un par rap- 
port à l’autre), c'est-à-dire 


Il est clair que dans ce cas pour un milieu isotrope les états de 
contrainte doivent avoir la même forme dans les axes z' et y'. Si 
A'ÿüc8 — Aïixf, autrement dit si les coefficients de la loi de Hooke 
sont les mêmes dans les deux axes, pi? = p'#. C'est le cas d'un 
milieu continu isotrope ou girotrope. Si A'i0B = Aix, c'est-à-dire 
que les coefficients de la loi de Hooke sont différents dans les axes 
xl, x°, 2° et y!, y°, y°, alors p°  p'*” et le milieu est anisotrope. 
On sait par expérience que parmi les milieux anisotropes dont les 
propriétés diffèrent selon les directions on peut citer les milieux 
cristallins dont les molécules ou les atomes sont disposés selon un 
ordre précis, ainsi que les matériaux fibreux. 

Les milieux isotropes pour lesquels aucun système de coordon- 
nées n’a d'avantages devant les autres tournés par rapport à ce pre- 
mier sont par exemple l’eau et d’autres milieux ayant une structure 
dite amorphe, ainsi que les milieux constitués de petits cristaux, à 
condition que ces cristaux élémentaires soient disposés d’une façon 
désordonnée, chaotique. Les métaux de ce genre sont généralement 
utilisés dans la technique. 


Lois de Hooke et de Navier-Stokes pour un milieu girotrope. 
Nous allons montrer maintenant que pour les corps isotropes et 
girotropes le tenseur A‘%B ne contient que deux composantes indé- 
pendantes *) sur un nombre total de 81 composantes non nulles en 


*) Pour le tenseur du quatrième ordre les notions d’isotropie et de girotro- 
pie coïncident. 
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gencral. Dirigeons les axes de coordonnées suivant les directions 
principales du tenseur des déformations e,;;. Manifestement la loi de 
Hooke ne comporte dans ce cas que les coefficients de la forme Aa, 
Démontrons que Aïÿ%%=—0 lorsque i  j. En effet, en tournant les 
axes choisis de 180° par rapport au i-ième axe on obtient un nouveau 
système de coordonnées où l’axe à s’identifie avec l’ancien, tandis 
que les deux autres prennent un sens opposé. Conformément à la 
règle de transformation (2.6) des composantes du tenseur À on a 
pour i Æ j et &« quelconque 
ANS AE, 


Or, si le milieu est isotrope ou girotrope, on a forcément A’ — 
= Aïe, ce qui implique Aï%%« = Ô pour i = j. 

Comme dans ce système de coordonnées p'? = 0 pour is j, il 
en découle que pour un milieu girotrope et, à plus forte raison, pour 
un milieu isotrope régi par la loi de Hooke les axes principaux du 
tenseur des déformations coïncident avec ceux du tenseur des con- 
traintes. 

Dans les formules de la loi de Hooke rapportée aux axes prin- 
cipaux nous ne relevons parmi les quatre-vingt et un coefficients 
AB que neuf coefficients essentiels Àïac. 

L'ordre du numérotage des axes étant d’une importance négli- 
geable en raison de la girotropie du milieu *), nous avons 


At = 42222 — A9%333 _ In + à, 
A1122— A1133 — 12233 — À, 
Aîaa _ Ati 


où 2u + À et À sont des nouvelles désignations des deux composan- 
tes différentes mentionnées ci-dessus du tenseur À qui sont en géné- 
ral non nulles. (Notons que les composantes A pour i æ j sont 
également non nulles. On montrera plus bas que ces composantes 
sont égales à u (voir la formule (2.12).) 

On peut démontrer en s'appuyant sur les considérations précé- 
dentes que, pour un milieu girotrope et, à plus forte raison, pour un 
milieu isotrope régi par la loi de Navier-Stokes, les axes principaux 
du tenseur des taux de déformation coïncident avec ceux du tenseur 
des contraintes et tous les coefficients BiX8 s'expriment au moyen 
de deux coefficients À, et lu. 

La loi de Hooke 


14) jap 
P = À Cas 
pour un milieu isotrope, rapportée aux axes principaux du tenseur 
des déformations et du tenseur des contraintes, a maintenant pour 


*) Il est évident que l'axe z°, par exemple, peut être amené dans la position 
zl par une rotation de 90° du système de coordonnées autour de l'axe 23. 
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expression 


Pi = À (E + Ee + Es) + 2ue, 
Pe = À (e + Es + Es) + 2U8e, 
Ps = À (ei + Es + Es) + 2UE3; 


À et u sont dits coefficients de Lamé. 

De façon analogue, la loi de Navier-Stokes pour un milieu iso- 
trope rapportée aux axes principaux du tenseur des taux de défor- 
mation et du tenseur des contraintes s'écrit comme suit : 


= Me +es +es) + 2er 
Te = Ma tés +es) + 2e, (2.8) 
Ts = Me tee + es) + 2les. 


Essayons d'obtenir l'expression de la loi de Hooke pour un mi- 
lieu isotrope (girotrope)-rapportée à un système quelconque de coor- 
données. Pour ce faire multiplions les égalités (2.7) par (dzxt)°, 
(dx?)?, (dx)? respectivement, additionnons-les ensuite et pour dx, 

, dr° quelconques nous avons 


P1 (dx')* + pe (dx°)° + ps (dx*)* = 
| — À, (e) ds? + 2u [es (dx)? + ee (dz*)* + es (dx*)*], (2.9) 


où ds? = (dx!) + (dx°)° + (dx°}?, tandis que J, (e) est le premier 
invariant du tenseur des déformations. Comme 


P1 (dz')° + pe (d2°)° + ps (dx°)* = 20 (dx, dx, dx) 


est une forme quadratique associée au tenseur des contraintes, inva- 
riante par rapport au choix des axes et inscrite dans les axes prin- 
cipaux du tenseur des contraintes, et comme 


e, (dx)? -+e, (dr?)?+e, (dx)? = 2F (dx!, dx°, das) 


est June forme quadratique associée au tenseur des déformations, 
invariante par rapport au choix des axes et inscrite dans les axes 
principaux du tenseur des déformations, il en découle que l'égalité 
(2.9) est une relation invariante. Rapportée à un système quelconque 
de coordonnées curvilignes n°, n°, n° elle se met sous la forme 


20 (dn!, dn?, dn5) = Ai (e) g:y dni dn” + 4uF (dn', dn°, dn°), (2.10) 
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20 = p;; dn dn, 2F= E;;dn dn’, 
L1(E)=e= ges, ds? =g;;dndn. 


L'expression (2.10) étant vérifiée pour dn!, dn°, dn° quelconques, 
on aura pour tout système de coordonnées 


Pis = li (e) gi5 + 2he:, (2.11) 
ou 
pP= A, (e) g° + 2pgiagiless. (2.11°) 


Les formules (2.11°) ou (2.11) constituent, dans les axes curvili- 
gnes quelconques, la loi de Hooke pour un milieu isotrope. 

La formule (2.11) permet aisément d'obtenir l'expression des 
coefficients A%%B dans un système quelconque de coordonnées cur- 
vilignes 


AN = Ngiges + pu (girgif À giBgia). (2.12) 
Les mêmes raisonnements appliqués à la loi de Navier-Stokes pour 


un milieu isotrope conduisent à l'expression suivante de cette loi 
rapportée à des axes curvilignes quelconques : 


Tiy= Ml (e) Si + 2e (2.13) 
ou 
7 = li (e) gŸ + 2pugigibes. (2.14) 


Compte tenu de (2.2) nous obtenons la relation suivante entre les 
composantes du tenseur des contraintes et celles du tenseur des 
taux de déformation pour un fluide isotrope visqueux dans un sys- 
tème quelconque de coordonnées curvilignes : 


p= — pgŸ + Ag div v+ 2uagiegiless. (2.15) 


Dans les axes cartésiens (non principaux), la loi de Hooke pour un 
milieu isotrope s'écrit 


Pu= Al (e) + 2uer: (2.16) 
et, lorsque à =£ j, 
Pi = 2MEij ; 
la loi de Navier-Stokes s'écrit 
Pi —p+hdiv v+2p 
GE 
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et, lorsque i £ }j, 


ov; dv; 
= 2 — —— ). 2.17 
Pi = Mi = Di ( rar D 1) (2.14) 

Module d’Young, coefficient de Poisson, coefficients de viscosité. 
Les coefficients de Lamé À et u sont remplacés, dans l'élasticité, par 
les caractéristiques des matériaux suivantes : le module d'Young 


_,, Gk +2) 
CN À + 
et le coefficient de Poisson 
g À 
_ 2G +4) ° 


En théorie du m uvement d'un fluide visqueux, il est d'usage 
d'introduire le coefficient dynamique de viscosité pu — pu, et le 
coefficient cinématique de viscosité v = u/p, ainsi que le deuxième 
coefficient de viscosité 


th + 


Dans ce qui suit, lorsqu'il s'agira du mouvement d'un fluide vis- 
queux, nous désignerons le coefficient de Lamé À, par À. 

Les valeurs numériques de Æ, 6, u, v pour certains milieux sont 
indiquées dans les tables ci-dessous. 

Les lois de Hooke et de Navier-Stokes pour T = const et #; — 
— const permettent de compléter le système d’équations du mou- 
vement des milieux isotropes élastiques et d’un fluide visqueux in- 
compressible. 


Matériau (à la température E, 
normalc) kgf/mm2. 104 o 
Acier 2,08 2,2 0,24 à 0,28 
l'er 1,6 à 2,0 0,28 
Cuivre 1,1 0,31 à 0,3: 
Aluminium 0,69 0,32 à 0,36 
Bronze 1,1 0,35 
Verre 0,56 0,25 
Caoutchouc 0,00008 0,47 
Temptrature, °C | 20 | 100 | 300 | 500 


Acier au carbone, E, kgf/mm° | 21 350 
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. h, 
Miiieu Furé, € 1071 em?/8: 10° | g/Cms 
Eau 5 1,514 4,514 1,00 
10 1,304 1,304 1,00 
15 1,137 1,138 0,999 
20 1,002 1,004 0,998 
50 0,548 0,554 0,998 
Benzène 45 0,7 0,8 0,88 
Alcool 45 1,34 1,7 0,8 
Mercure 15 1,58 0,116 13, 
Glycérine 15 23 18 1,26 
Huile lubrifiante (viscosité 20 275 à 350 300 à 380 | 0,9 à 0,95 
moyenne) 
Air (à 1 atmosphère) 0 1,71.10-° 13,2 1,293.10-3 
10 1,76-410-3 14,1 1,247.10-3 
15 1,78-10-2 14,5 1,225-10-3 
20 1,81-10-2 15,0 1,205 .10-3 
60 2-10 18,8 1,060.10-3 


Equations de Navier-Stokes. Pour écrire le système complet 
d'équations du mouvement d’un milieu continu lorsqu'il s’agit d’un 
fluide visqueux incompressible, il nous faut tout d’abord établir les 
équations du mouvement d’un fluide visqueux, en général compres- 
sible, satisfaisant à la loi de Navier-Stokes (2.15) ou 


p} = — pe + A gi div v + 2ueÿ, (2.18) 
équations, appelées équations de Navier-Stokes qu'on obtient en 
substituant la loi de Navier-Stokes (2.18) dans l'équation des im- 


pulsions. 
Notons avant tout que dans un espace euclidien on a 


ViV ja = V Vus. 

En effet, Ti = V,Vjv® — Vive sont les composantes du tenseur 

— dv 6°v® 

) 1 4 Œ — —— mm meme == 

d'ordre trois; or, dans les axes cartésiens T$ = = — 7x 
et, par conséquent, T5; — 0 dans tout système d'axes curvilignes. 
Ainsi donc, si l'on peut introduire dans tout l’espace un système 
unique de coordonnées cartésiennes, c’est-à-dire si l’espace est eu- 
clidien *), le résultat de la dérivation multiple covariante ne dépend 
pas de l'ordre dans lequel on procède. 


*) Dans un espace riemannien le tenseur 7% n'est pas nul à cause de la 
courbure de l’espace, puisque dans un espace courbe il est impossible de réduire 


à zéro simultanément ré, et or i;/0zs (voir 8 5, ch. II). 
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Calculons maintenant V,p'? | à condition que les p” s’obtiennent 
par (2.18) et que À et u soient constants: 


VpU = — gp + kg); div v + 2uv je” — 
= — 9 ;p+ MeV Vaut + UV 888 (Val + VBUa) = 
= — PV p+ AV Vale + DES V Va + LEBV ;V vi = 
= — Vip+ AH) 8 ViVat + VE V pui = 
_ —Vip+(Ài+ LL) V'div v+uvVr. 
Ici V' = gViet À = VÊYs = V° est l'opérateur de Laplace. Dans 
les axes cartésiens 


i__ dvi , Gui | dvi 
Av'= Oz? ue dy? Oz? ° 


Sous forme vectorielle on a 
VD = — grad p+ (À +) grad div v +uAv. (2.19) 
Ainsi donc, les équations de Navier-Stokes dans un système de 


coordonnées curvilignes s’écrivent, compte tenu de (2.11), ch. III, et 
de (2.19) ci-dessus comme suit : 


ipi_ 1,15 0p , tu y Odivu | Ai 
=? p FAI p wi Top ? 
ou, sous forme vectorielle, 
PF —— — grad p+ TE grad div à + vAu. (2.20) 


Système complet d'équations du mouvement d’un fluide visqueux 
incompressible. Pour un fluide visqueux incompressible les équations 
de Navier-Stokes sont plus simples 


= F — + grad p+i Av. (2.21) 


Avec l’équation de continuité 


div v = 0 
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ces équations forment un système complet d'équations du mouve- 
ment d’un fluide visqueux incompressible satisfaisant à la loi de 
Navier-Stokes à coefficient de viscosité pu constant. 

Dans les axes cartésiens orthogonaux le système complet d'équa- 
tions du mouvement d'un fluide visqueux incompressible non ho- 
mogène a la forme 


Ô 

tuto +ue 
ou Ov 
LL ra 


ou ou ap 


Tuto tussFs— " | 
ou d2u 
nude (SE +Sr +), 
(2.22) 
dv ov dv . dv 1 ap 
EU GE 0 M 
dv Ov dv 
+v( 0x? A oy? si oz? ) : 
ôw dw dv dw 1 ôp 
D or Von los dE ge 
d2w d=w d2w 
+ (rt me + z)- ] 


Equations du mouvement en déplacements d'un corps élastique ; 
cas des systèmes complets d'équations. Les équations du mouvement 
d'un corps élastique satisfaisant à la loi de Hooke, écrites à l’aide 
des déplacements dans le cas de petites déformations, c’est-à-dire les 
équations 


— À I, (E) gi Quet, ei — - AYATA + Vi), (2.23) 


où w' sont les composantes du vecteur déplacement et Z, (e) le pre- 
mier invariant du tenseur des déformations (7, (e) = V;w'), sont 
appelées équations de Lamé. Dans ce qui suit nous supposerons que 
les modules de Lamé À et u soient les constantes données. Pour obte- 
nir les équations de Lamé il faut porter la loi de Hooke pour les dé- 
formations infinitésimales (2.23) dans l'équation des impulsions 
(2.11), ch. IIT. La déduction de ces équations est parfaitement ana- 
logue à celle des équations de Navier-Stokes faite plus haut. Les 
équations de Lamé ont la forme 


(À + pu) grad div 2 + uAao + pF = pa. (2.24) 
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Dans les axes cartésiens elles s'écrivent de la façon suivante: 


ow 


d 10 (a) | 
pas = (À + h)=—— (++) + 


d'u du 


+y (++) + pF3, 


do fou dv Cw 
pay= A+ b) (++ SE) + e 
6?v dv , dv (2-29) 
+ (+ +5) +R, 


Ÿ fôu dv , ‘ow 
pa:= (À +) = (++) + 
dw , dw , dw 
+U (+5 +7) + pF2. 

Ici u, v, w désignent les composantes du vecteur déplacement #. 

Les équations de Lamé sont déduites en supposant que les défor- 
mations soient petites, en particulier, que soit petite la variation de 
la densité (p = po + p”, p” € Po). Pour cette raison, à des infini- 
ment petits du premier ordre près on écrit dans ces équations p, au 
lieu de p. 

Le système d'équations de Lamé pour les problèmes dynamiques 
est complet si on lui adjoint la définition de l'accélération 


_ dé [dv Fav div 
Fe de Ge am a 

Dans la théorie de l’élasticité l'équation de continuité peut être 
négligée s’il s’agit de petites déformations. Elle sert à déterminer p” 
qui n'entre pas dans les équations fondamentales de Lamé. 

Les équations (2.24) sont établies en supposant petites les défor- 
mations ; quant aux déplacements, aux vitesses et aux accélérations, 
ils peuvent être finis. | 

Toutefois on considère souvent le cas où sont petits non seulement 
les déformations mais aussi les déplacements, les vitesses et les accélé- 


rations. On obtient alors en négligeant les termes, non linéaires 
"o2w 


ot2 ? 


et les équations simplifiées de Lamé prennent la forme 


0210 mit ‘ Li 
(Ge), =F + grad div w+- Auw. (2.26) 


Dans les problèmes de la théorie de l'élasticité il faut en règle gené- 
rale trouver les déplacements des particules individuelles du milieu 
comme, par exemple, la variation de la forme de la surface extérieu- 
re du corps « solide ». C’est pourquoi l’on emploie d'ordinaire dans 
12—0863 


178 MODELES LES PLUS SIMPLES DES MILIEUX (CONTINUS [CH. IV 


la théorie de l’élasticité, la description lagrangienne et le système 
de coordonnées lagrangiennes. 

On a montré précédemment qu'on pouvait utiliser deux sys- 
tèmes de coordonnées lagrangiennes, à savoir, le système initial et 
le système actuel (voir ch. II). Toutes les équations sont établies pour 
un instant actuel donné. Il est alors évident que les équations des 
impulsions d’un milieu continu aussi bien que les équations de Lame 
en composantes d’un système actuel de coordonnées lagrangiennes 
obtenues à partir de ces dernières ont la même forme que dans le 
système de référence. 

Si l’on passe des axes lagrangiens actuels au système lagrangien 
initial, les équations en composantes changent de forme. La raison 
en est que les formules de transformation des composantes des vec- 
teurs et des tenseurs à l’aide desquelles on passe du système initial 
de coordonnées lagrangiennes au système actuel lagrangien ne coïn- 
cident pas avec les formules ordinaires de transformation des com- 
posantes des tenseurs lorsqu'on change de systèmes de coordonnées 
dans un même espace. Les espaces de l’état initial et de l’état actuel 
de mêmes coordonnées E!, E*, £* des points doivent être considérés, 
à cause des déformations *), comme des espaces différents aux métri- 
ques différentes, ds* =£ dsÿ. 

Cependant, si les déformations et les déplacements sont petits, 
les axes lagrangiens initiaux diffèrent peu des axes actuels; on peut 
alors admettre, qu’à des infiniment petits du premier ordre près, 
les équations en composantes lagrangiennes actuelles coïncident 
avec les équations en composantes lagrangiennes initiales. Les 
axes lagrangiens initiaux peuvent s'avérer plus commodes que les 
axes actuels, car si l’on veut résoudre tout le problème, l’on doit 
déterminer la position de ces derniers par rapport au système de réfé- 
rence. 


Nécessité de construire d’autres modèles. Les modèles cités précé- 
demment ont servi de base au développement de vastes chapitres de 
l'hydrodynamique et de la théorie de l'élasticité. Néanmoins les 
mouvements des milieux réels ne sont pas toujours décrits d’une 
façon suffisamment exacte à l’aide de ces modèles élémentaires. 

Par exemple, pour l’étude du mouvement des gaz ionisés et des 
gaz en l'absence de barotropie on a besoin de modèles plus perfec- 
tionnés. 

Dans de nombreux cas la loi de Hooke pour les corps « solides » 
n’est pas applicable. Par exemple, elle n’est pas valable lorsqu'il 
s’agit des déformations persistant dans les corps « solides » (asphalte, 


*) Co problème, pour le cas de l'équation générale du mouvement d'un 
milieu continu, est analysé d’une façon détaillée dans l’ouvrage de L. Sedo v 
Introduction to the mechanics of a continuous medium. Eddison-Wesley, 1965. 
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bitume, métaux surchargés) après la disparition des contraintes. 
La nécessité se fait alors sentir de construire des modèles où l'on 
tient compte de la plasticité, du fluage et d’autres propriétés. 
L'ensemble des notions et des caractéristiques précédemment intro- 
duites, liées à l’état et au mouvement des particules du milieu, 
s'avère insuffisant pour les modèles plus complexes des milieux con- 
tinus. 

Il est indispensable d'introduire d’autres caractéristiques telles 
que la température 7, l'énergie interne l/, l’entropie S, les déforma- 
tions rémanentes, les caractéristiques du champ électromagnétique, 
etc. Le système d'équations mécaniques doit être complété dans 
ces cas. On doit alors avoir recours aux relations complémentaires 
de la physique et, notamment, de la thermodynamique. 


$ 3. Exemples des équations rapportées aux 
axes curvilignes et notions complémentaires de l’analyse 
tensorielle 


Il est utile, en vue des applications, de présenter l'équation de 
continuité et les équations du mouvement dans divers axes curvi- 
lignes. 


Symboles de Christoffel dans les axes orthogonaux, équation de 
continuité dans des axes quelconques. Ecrivons les formules tradui- 


sant les symboles de Christoffel I? ap au moyen des composantes du 
tenseur métrique g;, rapportées à des systèmes quelconques de coor- 
données orthogonales. Dans les espaces euclidien et riemannien 
les symboles de Christoffel ont pour expression 


Ts = => gs (“Eee Eos + ÔEBs — #8) : (3.1) 


Aus or  Ôr 


Dans un système de coordonnées orthogonales (g,; = 0 pour i Æ j) 
on obtient aisément 


1 aa 
Tag = + 8% = | (3.2) 
— 1 yon 9888 
Tép= 7e (3.3) 
"1 aa 
Fe FE PAC 9 (3.4) 
Téy=0 pour af, fÆy, a. (3.5) 
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A l'aide de la formule (3.2) nous obtenons, dans des axes orthogonaux, 
la formule suivante pour la somme 2 Tes : 


re, = 0g _ À dVE£ (3.6) 


où g est le déterminant de la matrice || g;; ||. 


Démontrons la formule (3.6) dans un système quelconque de 
coordonnées. On a 


(e) 
g=|£gi5l=]|(2; 0 2))| et en = Trou. 


En calculant la dérivée 0g/0x8 il faut prendre la dérivée du produit 
scalaire de deux vecteurs 3; et a; dans chaque élément du détermi- 
nant g. 


La dérivation du premier facteur 2; donne trois déterminants. 
Dans chacun de ces déterminants les éléments de la i-ième ligne 
sont remplacés par ceux du type l'iggw;. On voit sans peine que cha- 
cun de ces déterminants est égal à liag, où à est l'indice fixé égal 
au numéro de la ligne correspondante. (Les déterminants pour les 
valeurs fixées w =£ i sont nuls.) La somme de trois déterminants 


3 
est égale à > T's. Il découle de la symétrie de g;, que la dérivation 
i=1 


des seconds facteurs 2; conduit à une somme identique. 
Par conséquent, 
0g i 
p — 28ip, 
où l’on somme sur l'indice i. 
On peut maintenant écrire l’expression de la divergence de tout 
vecteur dans un système quelconque de coordonnées : 


| a œ  d% w 9 Ve 1 à&°VE£ 
div U= Vaut=— + us —= — = . (3.7 
- LE et ha g Oz V£ or ee 


L'équation de continuité rapportée à un système quelconque de 
coordonnées a la forme 


DATE PS. 08 CRC eh 2 ARTE 0h RE (3.8) 


oz ôx2 ôm 


Rappelons que 1 représentant les composantes du vecteur v dans 
la base covariante 2,, les vecteurs de cette dernière ne sont généra- 
lement pas les vecteurs unitaires. 
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Composantes physiques des vecteurs et des tenseurs. Le vecteur 
vitesse v peut s'écrire comme suit: 


+ u* 


94 Da __ , 3 ‘33 
V—=Vv' 9; =ul —— U? —"— 3.9 
; Ven V go BE V' gs ' ) 


N 9 : : . « 
où €; = = sont les vecteurs unitaires. Si le système de coordon- 
£it 
nées est orthogonal, les composantes 


= uv V gi 
(pas de sommation sur i) sont égales aux projections de la vitesse 
v sur les tangentes aux courbes coordonnées et s'appellent composan- 
tes physiques du vecteur vitesse. Dans les systèmes de coordonnées 


orthogonales les quantités u; = v, V gi (pas de sommation sur i) 
coïncident manifestement avec les composantes physiques introdui- 
tes u'. De la même manière on peut introduire les composantes 
physiques de tout vecteur (par exemple, celles de l'accélération «a 
ou de grad p) et, en général, de tout tenseur d'ordre quelconque *). 

L'équation de continuité (3.8) écrite en composantes physiques 
dans un système quelconque de coordonnées orthogonales prend la 
forme 


Vz C dp Véssgss ut V'£s2t32 ul _dp Vengssu® , dp V'£sgoe uŸ —0. (3.10) 


dat ge Pepe Ox3 
Equation de continuité en coordonnées sphériques et cylindriques. 
S'il s’agit d’un système de coordonnées cylindriques, on a 
TS TtT;, LL = QT —2 
ds® — dr° + r° dg* + di, 
[211 = 1, |321—=7r, | 23 | = 1, 
c'est-à-dire que 
Lu, Le=r*, Lys, gi;=0 pour ij. 
L'équation de continuité rapportée aux coordonnées cylindriques 
s'écrit ainsi 
de dpuy dpuz 
oo ‘y ne dz 0 
Dans le système de coordonnées sphériques où x! = r, x° — 0 (angle 
polaire), z°—àÀ (longitude), on a ds dr" +r" d0 + r° sin 0 dÀ*, 
Lu = 1, Leo = r*, Las — r° sin* 0, de sorte que l'équation de 


*) Par exemple, les composantes physiques du tenseur T — T' 3,9) peuvent 
être définies de la façon suivante: 


î d; 9) i j 
T=TIV eu V — Ps] = (Tj)phys 16. 
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continuité dau" la forme 


2 0 Ï 
r? sin oP e + sin0 Er er” pu sne 


pur 
——— +r 50 +r ne = 0. 


Composantes de l'accélération en coordonnées orthogonales. Avant 
d'écrire les équations du mouvement d’Euler dans un système de 
coordonnées orthogonales essayons d obtenir la formule exprimant 
les composantes de l'accélération a?’ au moyen de g et de v'. La 
composante du/dt s'écrit 


ÿ_ ôvi i _ Ov] " dvi 
a = += 2 + v Er 7 + oiv8 Ts. 
Transformons le dernier terme de cette formule, on a 
v'vbT = 2v BTS + (u8)2 l'hs = 2v BL; + (vŸ)® T2 + (on Lg. 


j J 
(pas de sommation sur j) pus de sommation sur j) 


En s'appuyant sur les formules (3.2) à (3.5) reliant les symboles de 


Christoffel TL avec £;, on a dans un système de coordonnées ortho- 
gonales 


à, vb di | 15)? 06 (0P)2 0688 
QE 3.11 
ot Oxi Lu LE 9xP L 2 E£jj ri 2£jj ox À , 


(pas de sommation sur j) 
D'où, en remplaçant v' par les composantes physiques u‘ d’après 


(3.9), les composantes physiques de l’accélération en coordonnées 
cylindriques seront 


ou ou ou du u \ 
eo De de op UE pe | 
du dup , Up up Jup Url \ 
= = —— 3.12 
x tu Tr 0p TG Tor à | ) 
Fr ôu, 0Uz Up du, ou; 
2 gt" 7 or ET - 


en coordonnées sphériques les composantes physiques de l’accéléra- 
tion s’écrivent 


__ Our Our , 0 du, U) Our uÿ + ui 
dx Fur ôr 7. © Trsnt Où r | 


“hs upug—u? cotg 0 (3.13) 


2e LOT U), duo 
FE +u, De dr + D trsinË où T r L | 


EE ou te Les u, Oui , u,u +cotg Ougur 
x Tür ho rsin6 GÀ + r "y 
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Composantes du vecteur gradiént d’une fonction scalaire dans un 
système de coordonnées orthogonales. Définissons les projections du 
vecteur grad p sur les axes d’un système de coordonnées orthogonales. 


On a 


grad p= = (V;p)9 = A; —— 
var 


J1 s'ensuit que les composantes physiques À; du vecteur grad p en 
coordonnées orthogonales ont purs rs 


__9P V'£i _Ô0p 
| gri = £ii rt” 
(pas de sommation sur i) 


Les composantes physiques du vecteur grad p en coordonnées 
cylindriques sont 


1) 
grad pl,=<, | 


grad ple=+ 5 (3.14) 
grad p |: — LA | 
En coordonnées sphériques elles sont 
grad pl-=>, | 
grad po =— LE ; (3.15) 
grad p|, = — _ : 


Equations d'Euler dans les systèmes de coordonnées cylindrique 
et sphériques. Les relations (3.12) et (3.14) permettent d'écrire 
aisément les équations d’Euler en coordonnées cylindriques et (3.13) 
et (3.15) permettent de les écrire en coordonnées sphériques. 

Les équations d’Euler rapportées aux axes cylindriques sont de 
la forme 


our Ho ôu, du, M OU =; 4 op | 

or 7 r HE r0 : r dt T7 p dr’ 

Urüp up 1 Our up up 1 dp Ù [346 
dt ge de os Me ae de on CU 
ou, 1 Ou, ou; du: 1 op 

ôr "Tr ôy oT a MT 4 D d2 


184 MODÈLES LES PLUS SIMPLES DES MILIEUX CONTINUS [CH. IV 


Dans les axes sphériques elles s'écrivent 


dur mt PE + U). Our Uÿ TU _1 © 
où TU Gr rsinO à Fo TT par! 
oup Lo Sa u)  Oup tre __cotg 0 2 
ôt +ur ee 0 raint EL Cor r 4} 
1 op - 
le (3.17) 
+ 72 u0 a. UA CUT 2, cotg Ouou: 
Fur Gr Tr 0 À rSnO où or Dr — 
(4) 
ep, a —_— 2 


prsin0 À 


Laplacien d’une fonction scalaire en coordonnées orthogonales. 
En posant 
v = grad D 


et compte tenu de la formule (3.7) nous obtenons pour le laplacien 
d’une fonction scalaire d en coordonnées orthogonales quelconques 


l'expression 

Kso833 0O 
| _po(p Es) 
div grad ® = V°O = AD — 7 


V& Ori 
o(7/ 2 © nil den Louk11 
Lo h CNW gs3 015} 5x) 
Il s'ensuit que dans un de: de coordonnées cylindriques on a 
Ô 0O 1 F9 029 
AD (re) os ous RE) 


et dans un système sphérique 


of 2 (2) (uno) 4 ME]. (620) 


Les exemples ci-dessus illustrent’ l'application de formules 
générales à des cas particuliers importants. 


Composantes du tenseur des taux de déformation et équations 
de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques et sphériques. Ecrivons, 
pour compléter, les expressions des composantes physiques du ten- 
seur des taux de déformation dans les axes cylindriques 


ou 1 Ou d Up 
Cr er 3v rr(): 
un 1 de ur 2e dup . 1 du: o.— 1 9 Ou: , dur 
Pr dv r PI 9 PF 0® À dz ? 52 ÿr FE 
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et sphériques , 


ur 1 Due RES 
M Esin0 dù !r r L 


2e arr 
ou; 1 ou un 
2 == : SE ee es ss 
Er ôr + rsin0 06 ARE 
Dis 1 __ dug , 1 du,  u cotg 0 
A8 rsin0 0x Tr 00 r : 


ainsi que les équations de Navier-Stokes pour un fluide incompressi- 
ble dans les axes cylindriques 


a=F, 2e (au #1), 
Ag = or (Aus — n +) ; 
a Fe <2+ vAu, (a=S+1<+ _ +) 
et sphériques 
en Fev (Au, — Rte). 
= Fo ox + (A org + sine u LT Fe) 
(A = ete er 00 PTE REZ + 2 FF ) 


où les composantes physiques de l'accélération sont définies par les 
formules (3.12) et (3.13) respectivement. 

Notons que les expressions précédées des facteurs multiplicatifs v 
dans les deux dernières équations de Navier-Stokes représentent les 
composantes physiques du vecteur V*v obtenu par l'application du 
laplacien au vecteur vitesse vw. n comparant ces expressions avec 
(3.19) et (3.20) respectivement on constate que l'application du lapla- 
cien à une composante vectorielle et à une fonction scalaire conduit, 
en général, à des formules différentes. 


Equivalence dans l’espace tridimensionnel d'un tenseur anti- 
symétrique du second ordre au vecteur axial. Dans un espace tridi- 
mensionnel à tout tenseur antisymétrique du second ordre À;;5'3? 
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correspond un vecteur axial B — B'9; dont les composantes con- 
travariantes sont définies par ” formules 


BA, (3.21) 


+7 
où LC système de trois indices «&, B, y s'obtient à partir du système 
1, 2, 3 par une permutation circulaire et g — Det || gg |]. Pour 
démontrer cette proposition considérons les formules de transforma- 
tion des quantités BY Ilors du passage du système de coordonnées 
z' au système y‘. Nous utiliserons en outre les formules tensoriel- 
les de transformation des composantes du tenseur g;,2'2° et de celles 
du tenseur A 1,9 9? ainsi que l’antisymétrie de À;;. 

On a pour le déterminant g *) 


oyt 
0x) 


e=leul=leul| = g'A?, 


À étant le déterminant de la matrice || 0y“/ôx° ||. 
C'est pourquoi 


LA 1 1 y, 07i Oz  Oxzi Oxi 
vs 4 FT ôxi on Ve EX | 
(la sommation sur &, fi — 1, 2, 3 tels que & > fi) 
(3.22) 


On constate aisément que les quantités 


9y® oy9 ou oy* 

Ozi Oyi  Üxzi Or) 
sont des cofacteurs des éléments 0x*/ôy* de la matrice, inverse de 
la matrice || ôy‘/6x° || et, par conséquent, 


1 roy op  oyp oy® |= ôrh À 


[AI L Ori oxi Oxi dx J ay" |A|" 


les indices &, B, y et à, j, k représentant les permutations circulaires 
de 1,2,3 
Cela étant, les formules (3.22) peuvent être écrites sous la forme 


k. "V Ok A 
BEBE Tac (3.25) 


Ces formules ne coïncident avec les formules ordinaires de transfor- 
mation des composantes contravariantes d’un vecteur qu’à la con- 
dition À > 0. 


*) Dans ce qui suit on a surtout besoin de la formule de transformation 
de g; la relation entre g et la métrique n'est généralement pas essentielle. 
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Pour cette raison le vecteur :B = B'9, défini par les formules 
(3.21) est appelé vecteur axial ou pseudovecteur à la différence du 
vecteur ordinaire qui est un vecteur polaire. 

Une transformation inverse, par exemple 


pi = — ri 
fait changer le signe des composantes d'un vecteur polaire b, c’est- 
a-dire que 


tandis que les composantes du vecteur axial B conservent leur signe 
comme on le voit de (3.23): 


B'* = — Bi y} — B* 
GE 


Définition du rotationnel d’un vecteur dans les systèmes de coor- 
données curvilignes. Le vecteur c — rot À est défini par les formules 


1 1 
C—Cc9,, c'= 74 (VaAg — VBA) = Er (=) 


(æ, B, y s’obtiennent de 1, 2, 3 par permutation circulaire). 

Il est évident que si Aest un vecteur polaire, rot À est un vecteur 
axial. 

Dans les axes cartésiens les composantes du vecteur € = rot À 
sont calculées d’après les formules 


cv= LAB _ 040 
dx® 9x 


(œ, B, y s'obtiennent de 1, 2, 3 par permutation circulaire). 
Tenseur de Lévy-Chivita € — e%9,989,. Il est évident que 
le rotationnel du vecteur À = A%3% peut être considéré comme le 
résultat de la contraction du tenseur V,4 ,29%98 avec un pseudoten- 
scur du troisième ordre € = e%8Y3,989% antisymétrique pour tous les 
indices, dont les composantes sont définies d’après les formules 


si &, B, y s’obtiennent par une permutation 


SR 2) 


paire de 1, 2, 3; 
(3.24) 


1 
Ve 
— si &æ, B, y s'obtiennent par une permutation 
£ 
impaire de 1, 2, 3; 
0 


s’il y a deux indices égaux parmi les @, f, y 
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On vérifiera directement sans peine que les formules (3.24) 
définissent effectivement les composantes d’un pseudotenseur, autre- 
ment dit que les formules de transformation de e%8v lors du passage 
à un autre système de coordonnées y‘ peuvent s'écrire sous la forme 

ein — A _ papy 24 0yi Ou} 
012% O1 01) | 


e’Üh étant représentés à l'aide de g’ — Det || gi; || au moyen des 
formules analogues à (3.24). Le tenseur de Lévy-Chivita est appelé 
pseudotenseur parce que le signe dans la formule de transformation 
dépend du facteur A/ | À |. Dans le cas des transformations propres 
(A >> 0) les pseudotenseurs ne diffèrent en rien des tenseurs ordi- 
naires. 

En résumé, les composantes du vecteur rot À peuvent être écri- 
tes sous la forme 


cv = EVabY, Ah. 


Composantes du produit vectoriel dans les axes curvilignes. Envi- 
sageons le produit vectoriel de deux vecteurs À et B dans un système 
de coordonnées curvilignes. Admettons que les composantes cY 
du produit vectoriel À X 33 sont définies par les formules 


ou 


(les indices à, j, y s’obtiennent par permutation circulaire de 1, 2, à). 
Il en découle, en particulier, qu'un produit de deux vecteurs 
polaires est un vecteur axial (pseudovecteur). 


Exemples de vecteurs axiaux. Des exemples physiques de vec- 
teurs axiaux qui sont, en fait, des tenseurs antisymétriques du second 


: : 1 
ordre sont fournis par le vecteur rotation © = 7 rot v, par le vecteur 


intensité du champ magnétique Æ, par le vecteur induction B, etc. 

L'équivalence entre un tenseur antisymétrique par deux indices et 
un vecteur axial par les mêmes indices n'existe que dans un espace 
tridimensionnel. 

Dans un espace à n > 3 dimensions cette équivalence n'a pas 
lieu. 

En physique, outre l’espace tridimensionnel aux coordonnées 
spatiales xt, x°, x“ on utilise également un espace physiquement admis- 
sible à quatre dimensions avec les coordonnées des points 1, x, x 
et avec le temps { = zx“. 

Lorsqu'on introduit les équations physiques fondamentales il 
faut rapporter les vecteurs et les tenseurs à un espace quadridimension- 
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nel x!,zx°,x°,x* en supposant que les coordonnées des points de 
cet espace-temps soient reliées entre elles et équivalentes dans un 
certain sens. 


Correspondance entre le tenseur antisymétrique du second ordre 
et les vecteurs axial et polaire dans un espace quadridimensionnel. 

Dans cet espace quadridimensionnel les équations physiques 
renferment souvent des tenseurs antisymétriques du second ordre 
jouant un rôle fondamental. 

Soit F;, un tenseur antisymétrique dans un espace quadridimen- 
sionnel. Par définition 


Fin = — Fr; 
et, par conséquent, 
F;; —= 0. 
Lors du changement de coordonnées 
= fi"), i, k = 1, 2, 3, 4, (3.25) 


les composantes du tenseur F;,, se transforment d’après les formules 
ordinaires 


OxrP 0rq | 
FU = Fin ee (3.25) 


Les formules de transformation (3.25’) ainsi que les résultats ci- 
dessous ne dépendent pas de la manière d'introduire la métrique dans 
l’espace quadridimensionnel. Toutefois, il est commode d'examiner 
en même temps que l'espace quadridimensionnel un sous-espace 
tridimensionnel usuel z!, x°, x°, où la métrique est définie par la for- 
mule habituelle de la forme 


ds®= gpdit dr8, «a, B—1, 2, 3. 
La matrice quadridimensionnelle du tenseur F;, s'écrit 
O Fi Fi Fu 
I Fan ll = F2: 0 Fas Far _ 
Fsi Fa O0 Fay 
Fes Fis Fis 0 


0 Ve —VeHE, 

— H° 0 g H! E, 
_|-Ve “ Ve | (3.26) 

VeH? —VgH! 0 E3 
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g = Det || gas ||. 


Les lettres H® et Æ, (&« = 1, 2, 3) désignent ici les éléments corres- 
pondants de la matrice F;,. Les formules de transformation (3.25°) 
des composantes de F;, peuvent être également envisagées comme les 
formules de transformation des grandeurs HC et Æ,. 

Si l’on introduit, en même temps que la transformation générale 
des coordonnées (3.25), les transformations particulières 


ae f” (y!, y*, y°) (a= 1, 2, 3), 
= y, | (3.27) 


où seules les coordonnées spatiales sont affectées tandis que la coor- 
donnée temporelle reste invariable, les formules générales de trans- 
formation (3.25') donneront des formules spéciales de transformation 
des grandeurs notées HS et ÆE, dans la seconde matrice (3.26). Il 
découle de ces formules que, dans le cas de transformations spécia- 
les (3.27), les grandeurs H® et ÆE, peuvent être considérées respecti- 
vement comme les composantes contravariantes d’un vecteur axial 
tridimensionnel 


H = H'a, (y=1, 2, 3), 


(&œ, B, y s'obtiennent par permutation circulaire de 1,2, 3), et comme 
les composantes covariantes d'un vecteur polaire 


E = E,9) (y= 1, 2, 3), 
E,—Fu. 


Il va sans dire que dans le cas général de la transformation quadri- 
dimensionnelle (3.25) les formules de transformation de A* et E, 
ne sont pas vectorielles. Pour l’espace quadridimensionnel les vec- 
teurs tridimensionnels H et E ne sont pas des êtres invariants. 

On verra plus loin que les vecteurs champ électrique et champ 
magnétique peuvent être considérés comme les vecteurs E et H asso- 
ciés au tenseur quadridimensionnel correspondant 


F — F;19'9*. 


Soulignons que les relations précédentes entre F;,, E, et HŸ 
sont indépendantes de la métrique de l’espace quadridimensionnel. 
Dans (3.26) on peut substituer au tenseur métrique tridimensionnel 
£«g9%38 un autre tenseur spatial tridimensionnel du second ordre 
quelconque pourvu que le déterminant formé de ses composantes 
ne soit pas nul. 


CHAPITRE V 


NOTIONS ET ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
DE LA THERMODYNAMIQUE 


$ 1. Théorème des forces vives et travail 
de forces internes surfaciques 


Parmi les conséquences générales les plus importantes des équa- 
tions dynamiques du mouvement du milieu continu on peut citer 
le théorème des forces vives. 

Soient V un volume fini quelconque se déplaçant avec les parti- 
cules du milieu matériel, Z la surface qui le délimite. Supposons qu'à 
l'intérieur du volume Ÿ les composantes du tenseur des contraintes 
P = p"9,9; et celles du vecteur vitesse © = va; = v,2' soient des 
fonctions continues et dérivables des coordonnées spatio-temporelles. 

Prenons un vecteur dr = v dt, vecteur du déplacement d’un 
volume matériel infinitésimal dt au bout du temps dt; formons le 
produit scalaire de l’équation des impulsions par dr et intégrons sur 
le volume VŸ. Il vient 


| pa - v di dt — | p£'-dr ar+ | (V;p°) vi dt dr. (1.1) 
v v V 


Transformons les intégrales de cette relation. 


Energie cinétique d’un volume V de milieu continu. La quantité 
scalaire (invariante) v-a peut être calculée dans n'importe quel 
système de coordonnées. Pour le système de coordonnées cartésien- 
pes nous obtenons aisément 


dz d fdx\ , dy d fdy\ , ds d fdz\ 1 d … 
ne) (SE) + (5) = à 


Comme la masse dm = p dt est constante, il est évident que 


| a- vo dt dt — | d (+) dm = d | dm = dE, 
V M M 


V° = 


où, par définition, 
_(p” 
V 
est l’énergie cinétique du volume V de milieu continu. 


Travail des forces massiques internes et extérieures. Classons les 
forces massiques F' en deux groupes : F) internes et F®) extérieures 
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par rapport à tout le volume Ÿ. On a alors 


| oF.dr dr= | oF®.dr dx+ | pF.drdr=dA@ + dAŸ, (1.3) 
4 V 


V 


où dA® et dA®Ÿ sont les travaux élémentaires des forces massiques 
extérieures et internes par rapport au volume V et agissant sur ce 
volume pendant un déplacement infiniment petit. 

On remarquera que la somme de toutes les forces massiques inter- 
nes qui s’exercent sur tout le volume V est constamment nulle bien 
que leur travail puisse être différent de zéro. 

Remplaçons la dernière intégrale de l'expression (1.1) par les 
deux intégrales suivantes: 


| (V;p°?) v; dt dx = | V;(p°v;) dt dr— | p'Vividtdx. (1.4) 
V V V 


Servons-nous du théorème de Gauss-Ostrogradsky pour transformer 
la première intégrale du second membre de (1.4) et appliquons à 
la seconde l'identité évidente 


4 { 
Vis (Viit Vi) + (Vii— Vivj) = €ij + Wije 


On aura 


Fvupo dt dr = | pÜviny do dt — | pie;dtdr— | plu, dt dr, (15) 
V Z V V 


où > est la surface enveloppant le volume Ÿ, »#; sont les composantes 
covariantes du vecteur unitaire normal à ©, extérieur au volume Y. 
Remarquons qu'en vertu de l’antisymétrie du tenseur 6;,,9'2° 
l'égalité suivante a lieu: 
po; = po; + p'o;; _ (p‘°—p') OTER (1.5°) 
[i<5] Li<j] 


C'est pourquoi, lorsque dans le cas classique le tenseur des contrain- 
tes est symétrique (p°” = pi), la dernière intégrale de (1.5) est nulle. 


_ Travail des forces extérieures surfaciques. Etant donné que 
p°n j9i = Pn, On peut écrire 


| p'vin; do dt — | Pn-dr do = dAr, (1.6) 
= S 
où dAŸ) ? désigne le travail des forces surfaciques extérieures s’exer- 


çant au niveau de la surface Z du volume isolé V lors des déplace- 
ments infiniment petits dr — v dt des points de la surface Z. 
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Définition de travail des forces internes surfaciques. La dernière 
intégrale de (1.4) qui est une quantité invariante est appelée, par 
définition, travail des forces de contraintes internes surfaciques dans 
le volume V: 


LS | PV: dt dt = d'A. (1 1) 
V 


Théorème des forces vives pour un volume fini du milieu continu. 
Ainsi donc l'égalité (1.1) peut être récrite sous la forme: 


dE = dAŸ + dAQ + dAft+ dASr. (1.8) 


En d'autres termes, pour un mouvement réel, la différentielle de 
l'énergie cinétique d’un volume matériel fini est égale à la somme 
des travaux élémentaires des forces massiques et surfaciques inter- 
nes et extérieures, qui s'exercent sur ce volume. Nous venons de 
formuler le théorème des forces vives appliqué au volume fini du 
milieu continu déformable. 

Il faut se garder d'oublier que dans la formule du théorème des 
forces vives (1.8) dE est une différentielle totale de la fonction EÆ, 
énergie cinétique du volume du milieu continu, tandis que les ter- 
mes dA®, d m dA +. dAŸ sont généralement des quantités in- 
finiment petites, à savoir les travaux élémentaires des forces corres- 
pondantes s’exerçant sur des déplacements continus infiniment petits 


dr = v dt 


définis en chaque point du milieu continu. 


Expression du travail des forces surfaciques internes dans le cas 
d'un tenseur de contraintes symétrique. Les relations (1.4), (1.5), 
(1.5’) permettent de présenter l'expression du travail des forces 
surfaciques internes sous la forme suivante: 


LAS + = — | pie; dt ar— | po; dt dr, (1.9) 
V Ÿ 
ou, dans le cas d’un tenseur de contraintes symétrique, sous la forme 
dAfr= — | pie;;dt ar. (1.10) 
ÿ 


On sait (voir ch. IV, $ 3) que dans un espace tridimensionnel à un 
tenseur antisymétrique &w;; peut être associé un vecteur axial o, 
le vecteur rotation. Les considérations qui précèdent montrent que 
la présence de tourbillons dans un milieu continu en mouvement 
admettant la description par un tenseur de contraintes symétrique 


13—0863 
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(en particulier, en l’absence de moments cinétiques internes et de 
couples massiques et surfaciques extérieurs) n'influe pas directe- 
ment sur la valeur du travail élémentaire des forces surfaciques in- 
ternes et, par suite, sur la variation de l'énergie cinétique. 


Théorème des forces vives pour un volume infinitésimal du milieu 
continu. Formulons maintenant le théorème des forces vives pour 
un volume infinitésimal du milieu continu. Appliquons à cet effet 
le théorème de la moyenne à toutes les intégrales (1.2), (1.3), (1.4) 
entrant dans l'égalité (1.8) qui traduit le théorème des forces vives 
pour un volume fini; divisons le résultat par la masse A7 du volume 
V et passons à la limite lorsque V tend vers un point. On obtient 

du? 


v.” Ù i 1 ij 
mo de dr + Vi(P vi)dt— p'Vividt. 


On peut appeler v*/2 densité d'énergie cinétique et F:dr, 
v (p°v;) dt, — = p’Vividt densités de travail des forces massi- 


ques et surfaciques extérieures et internes. 

Le travail élémentaire des forces massiques internes n'entre pas 
dans le théorème des forces vives pour un volume infiniment petit 
du milieu continu, puisque, pour autant qu’on le sache, il tend vers 
zéro lorsque Ÿ tend vers un point et A1 —+ 0. 

Supposons, par exemple, que les forces massiques internes soient 
les forces d'attraction newtonienne qui s’exercent entre les particu- 
les du volume V. Le travail des forces massiques internes dans Île 
volume V de masse À] s'écrit alors évidemment comme suit : 


| | CUT dMo _ TT ra. 


T— To) | er 
M M 
Divisee par W, cette expression tend vers zéro lorsque Ÿ se réduit 
en un point. 

Ainsi donc on peut formuler de la façon suivante le théorème des 
forces vives qui s applique à chaque particule élémentaire : en chaque 
point du milieu continu la différentielle de la densité d'énergie ciné- 
tique est égale à la somme des densités des travaux élémentaires des 
forces massiques extérieures. des forces surfaciques internes et exté- 
rieures s’exerçant sur ce milieu. 

On voit que le théorème des forces vives est une conséquence 
immédiate des équations des impulsions et représente l’équation 
de l’équilibre de l’énergie mécanique. Le théorème des forces vives est 
de nature énergétique, mais ne traduit pas, en général, la loi de 
conservation de l'énergie. Il ne peut être interprétée comme loi de 
conservation de l'énergie (dans le cadre des problèmes de la méca- 
nique) que dans le cas où l’énergie mécanique du système considéré 
ne se transforme pas en chaleur ou en d’autres formes d'énergie. 


$ 1] THÉOREME DES FORCES VIVES 195 


Notons que la loi générale de conservation de l'énergie se présente 
dans ce cas sous la forme de deux lois distinctes, celle de conserva- 
tion de l'énergie mécanique et celle de conservation de l'énergie non 
mécanique. 

Essayons d'obtenir les expressions de la densité de travail des 


forces surfaciques internes _ dAŸ+ dans quelques cas particuliers. 


On a 
I dAŸ..- d D ij d 1 ij d 
PF Asurt — + p de; nn G);; LT nr: Ci] L — 
1 55 i 
SP ed )w; sdt. 
(i<5] 
Si le-milieu se déplace comme un solide, tous les e;; = 0 et 


4 5 
‘dm ASurt = —1 (p° — pe) W;; dt. 


Si le tenseur des contraintes n'est pas symétrique (p° = p’') et 
le milieu se déplace comme un solide parfait, le travail des forces 
surfaciques peut différer de zéro, car la vitesse angulaire © et, par 
suite, w;; peuvent être non nulles (cas de la rotation). 

Si le tenseur des contraintes est symétrique, on a l'égalité sui- 
vante: 


1 i : 

—— dAsurt = —+ pet, (1.11) 

c’est-à-dire que dans ce cas le travail des forces surfaciques internes 
est déterminé, généralement, par les déformations. Si le milieu 
caractérisé par un tenseur des contraintes symétrique se déplace 


comme un solide rigide, le travail des forces surfaciques internes y 
est toujours nul. 


Densité de travail des forces internes appliquées au fluide parfait. 
Pour un ER parfait on a p® — — PE”, donc 


(i) P ,ÿy _ Pi y __ P j: 
_ —— dAsurt = À p £ “iy dt= À p e; dt =? 5 div vdt. 
En exprimant div v au moyen de l’équation de continuité on obtient 


1 OS p dp ;, 1 
Te LA = — gg dt= pd == dv, (1.12) 


où V est le volume spécifique. 

Pour une particule élémentaire du milieu parfait, dans les ré- 
gions d’un mouvement continu du milieu, le théorème des forces 
vives s'écrit 


dE = AR + dASr+ pd+= F®.vdt— 
— + Va (pv*) dt + pd +. (1.13) 


13* 
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Il n’est pas inutile de remarquer que dans un mouvement du 
milieu continu par rapport à un système de coordonnées fixe ou mo- 
bile, la densité de travail des forces internes n’est généralement pas 
égale à la densité de travail de signe contraire de toutes les forces 
extérieures massiques et surfaciques. 


$ 2. Premier principe de la thermodynamique (loi de conservation de 
l’énergie) et équation de la chaleur reçue 


Paramètres d'état. La thermodynamique, et par suite toute la 
mécanique des milieux continus, se fonde sur les notions d’ «état » 
du système et de « paramètres d'état » que nous allons tenter d'’ex- 
pliquer. On dit que l’état d’un système (d’un certain volume du milieu 
continu, par exemple) est donné si les valeurs de certains paramètres 
ut, pu, ..., u”, définissant de manière exhaustive toutes les caracté- 
ristiques nécessaires du système (milieu), sont données. Ces para- 
mètres u', qui peuvent en général dans certains intervalles prendre 
des valeurs quelconques, sont appelés paramètres d'état. 

Le nombre et le choix des paramètres d'état dépendent des modè- 
les du milieu continu considéré. 

Qu'entend-on par connaître l'état d’un milieu? On peut pro- 
poser la réponse suivante. Tous les corps sont composés d'atomes et 
de molécules et si l’on connaît, à tous les instants, la position et le 
mouvement de toutes les particules élémentaires du corps, on con- 
naît l’état de tout le corps. Mais cette réponse n'est pas satisfaisante. 
En effet, s’il s'agit de donner l'état d’un centimètre cube d'air 
immobile, il faut introduire les 3:27-10!? fonctions du temps que 
sont les coordonnées des molécules (considérées comme points maté- 
riels) enfermées dans ce volume, car, même si le gaz est au repos, 
ses molécules sont en mouvement. Cependant on sait que, du point 
de vue macroscopique, il suffit dans bien des cas de donner seule- 
ment deux paramètres, à savoir, la pression p et la densité p, pour 
connaître l’état de l’air (et d’autres gaz) au repos. 

La méthode macroscopique prend en considération des processus, 
des effets et des propriétés qui ne sont essentiels que pour des corps 
de dimensions finies *) observés ou utilisés dans différents phénomè- 
nes naturels ou techniques. 

Loin d’être trivial, le problème de passer d’un grand nombre de 
paramètres définissant l’état du milieu en tant que système discon- 
tinu à un nombre réduit de paramètres, comme p et p pour un gaz, 
caractérisant l’état macroscopique du milieu, constitue pour la 
physique des fluides et des solides un objectif de tout premier plan. 
La résolution de ce problème s'accompagne toujours d’hypothèses 


*) On les dit essentiels pour ce qui concerne la manière de poser le proble- 
me, le choix judicieux, adéquat et precis des mesures ct notions adoptées. 
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complémentaires comme les lois de la probabilité et d’autres hypothè- 
ses puisées dans les observations empiriques. 

On peut construire les paramètres macroscopiques à la manière 
des moyennes statistiques, en s'appuyant sur certaines suppositions 
qui se rapportent à l’ensemble d’un grand nombre de molécules dont 
les mouvements et les positions sont en général arbitraires. Par 
exemple, la vitesse macroscopique v d’un gaz peut être présentée 
comme la vitesse du centre d'inertie de l’ensemble des molécules 
incluses dans un volume physiquement petit ; la température 7', comme 
l'énergie moyenne par degré de liberté du mouvement chaotique des 
atomes et des molécules par rapport au mouvement macroscopique ; 
la contrainte ?, appliquée à un élément de surface, comme la carac- 
téristique moyenne de l'impulsion transporitée par les molécules 
à travers cet élément lors de leur mouvement chaotique, etc. 

Le plus souvent, les paramètres de définition sont introduits 
pour des classes déterminées de problèmes examinés à la lumière 
d'hypothèses faisant appel aux données expérimentales et théori- 
ques. Dans bien des cas complexes, tels que les modèles des corps 
solides viscoplastiques, les phénomènes non équilibrés des systèmes 
physiques, chimiques ou biologiques complexes, les phénomènes 
accompagnés de rayonnement, etc., l'introduction des paramètres 
de définition est un problème à résoudre et fait l’objet de recherches. 


Nombre de paramètres d'état pour des milieux continus. L'état 
interne d'une petite particule d’un continuum matériel peut être 
déterminé, d’une façon générale, par un nombre de paramètres de 
définition bien plus réduit que celui d’un système discontinu de 
particules élémentaires. Par exemple, en élasticité classique, l’état 
interne d'une particule d'un corps solide déformable est caractérisé 
par sept paramètres variables seulement, à savoir six composantes 
du tenseur des déformations €; ; et la température T', ainsi que par les 
quantités constantes pour le milieu donné telles que le module 
d’Young £, le coefficient de Poisson © et la chaleur spécifique c. 
On ne saurait pourtant exclure l’éventualité d’un nombre infini 
de paramètres d'état, même pour une particule infiniment petite 
d'un modèle quelconque du continuum (milieu continu). 

Un exemple de ce modèle nous est fourni par le modèle à mémoire. 
Pour construire ce dernier on suppose que les contraintes p'? dé- 
pendent non seulement des déformations et de la température actuel- 
les mais contiennent toute l'histoire antérieure de la déformation, 
c'est-à-dire qu'elles sont fonction de e;;(f) et de 7 (t). Cela revient à 
affirmer que les p‘” dépendent des €;;, de T et de toutes leurs déri- 
vées dans le temps, c’est-à-dire que le nombre de paramètres d'état 
de ces milieux est infini. Un autre exemple, plus complexe, est 
celui des continua que l'on rencontre dans les théories cinétiques de 
la physique statistique, notamment un gaz qu'on peut décrire par 
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l'équation de Boltzmann. Ce genre de modèles est pourtant complexe 
et, comme le montre la pratique théorique et expérimentale, dans 
la plupart des cas usuels importants on peut se contenter de donner 
un petit nombre de paramètres pour décrire l’état d'une petite par- 
ticule. Dans les théories cinétiques développées on a souvent recours 
a des méthodes approchées qui sont équivalentes, du point de vue 
physique, au passage à des modèles à nombre de degrés de liberté 
fini pour des particules infiniment petites. 

On remarquera que pour définir l’état d’un volume fini d'un 
milieu continu il faut, en général, introduire des fonctions (et non 
une quantité finie de nombres) telles que la répartition des déforma- 
tions, de la température, etc. Définir une fonction c’est donner un 
nombre infini de paramètres (par exemple, les coefficients de Fou- 
rier de cette fonction). C’est pourquoi dans le cas général le nombre 
de paramètres de définition d’un volume fini est toujours infini pour 
tous les modèles du milieu continu. 

Cependant, à l’échelle infinitésimale, toutes les fonctions d'état 
d'un corps peuvent être considérées approximativement soit comme 
linéaires, soit comme quadratiques, soit comme des polynômes 
d’un degré peu élevé. Les coefficients de ces polynômes fournissent 
alors un nombre fini de paramètres définissant l’état des éléments 
matériels infinitésimaux. 

En mécanique des milieux continus, les particules infinitési- 
males sont considérées comme des systèmes thermodynamiques pour 
lesquéls on a défini les notions mécaniques sur la position du système, 
les caractéristiques de son mouvement ainsi que les notions physi- 
ques sur l’état interne. 

Nous admettrons par la suite qu’une particule élémentaire possède 
un système fini de caractéristiques, c’est-à-dire de paramètres de 
définition, donnés par des nombres dans le système de coordonnées 
et dans le système d'unités utilises. 

Certains de ces paramètres peuvent être géométriques ou mécani- 
ques comme c’est le cas des coordonnées spatiales, de la vitesse, de la 
densité, des caractéristiques de la déformation, etc.; d'autres sont 
de nature physique ou chimique tels que la température, la concen- 
tration de différents constituants, les paramètres de structure, les 
caractéristiques de phase d’une substance, les coefficients de conduc- 
tion thermique, de viscosité, les modules d’élasticité, etc. 

Convenons de désigner par x les paramètres qui peuvent être 
variables dans le système de référence donné, et par £' les constantes 
physiques. Certains paramètres u", k° peuvent être les composantes 
de divers vecteurs et tenseurs. 


Système complet des paramètres de définition. Par définition, 
les quantités ut, u°, ..., pu", kt, k?, ..., k” forment, pour une 
petite particule donnée, une base (système complet des paramètres 
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de définition) si elles peuvent être données indépendamment les 
unes des autres et, dans certaines limites, arbitrairement, leur en- 
semble ayant la propriété fondamentale de permettre d'exprimer 
sous une forme universelle, indépendante du problème particulier, 
toutes les autres caractéristiques d’état et de mouvement considérées 
dans la classe des problèmes en question. 

__ Par exemple, on verra plus bas que la densité et la température 
d'une particule gazeuse peuvent être définies dans certaines limites 
d'une façon arbitraire, tandis que les autres fonctions thermodyna- 
miques, notamment l’entropie et la pression, se traduisent par leur 
intermédiaire. 

Il faut faire la différence entre le système des paramètres de dé- 
finition d'un problème concret et le système de paramètres définis- 
sant l’état du milieu. Le premier système est celui des paramètres 
caractérisant les conditions du problème et qui, pour des corps finis, 
met en relief un phénomène concret en partant d’un système d’équa- 
tions, des conditions aux limites et d’autres conditions (l’élabora- 
tion de ce système dépend du problème concret donné). Le deuxième 
système de paramètres groupe les caractéristiques d'état pour lesquel- 
les on doit composer des équations valables pour tout un ensemble 
de problèmes et de processus concrets. 

La composition d’un système de paramètres définissant l’état 
physique des éléments matériels représente une importante étape, 
fondamentale du point de vue de la logique dans l'édification du 
modèle du milieu continu servant à décrire le mouvement d’un cer- 
tain milieu réel dans une certaine classe déterminée de conditions 
extérieures. 

Mathématiquement, les paramètres d'état ul, u°, ..., u”, 
kt, k°, ..., K” représentent les arguments des fonctions entrant 
dans le système complet d'équations qui décrit le comportement du 
milieu *). Il est clair que ces fonctions peuvent dépendre du choix 
des variables indépendantes, et par suite le systeme des paramètres 
de définition décrivant le modèle du milieu continu donné peut se 
composer de différentes grandeurs. Par exemple, dans le cas d’un 
gaz ce peut être soit p et p, soit pet T', soit pet T', etc. 

Il n’est pas impossible que, du point de vue physique, ces divers 
systèmes de paramètres de définition pour un modèle du milieu 
continu donné ne soient pas équivalents. Comme on verra par la sui- 
te, on n'apporte pas la même quantité d'information en présentant 
l'énergie interne en fonction de p et de l’entropie S ou bien de p 
et n. Lorsque l’on construit le système de paramètres de définition, 
on se rend bien compte que c’est un ensemble des quantités et des 


*) L'expression même de « paramètres de définition » sous-entend que les 
relations fonctionnelles concrètes sont établies à l’aide des lois, des hypothèses 
et des définitions directes correspondantes. 
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caractéristiques à déterminer. Il est évident que les systèmes de 
paramètres de définition diffèrent, en général, par le nombre et la 
nature des paramètres selon les grandeurs à déterminer. 


Systèmes thermodynamiques holonomes et non holonomes. Il 
existe une analogie entre la notion de degré de liberté dans la méca- 
nique rationnelle et la notion de paramètres de définition dans la 
mécanique des milieux continus. 

En effet, le nombre de degrés de liberté est défini comme le 
nombre de paramètres indépendants fixant la position du système 
mécanique. Par exemple, un solide parfait possède six degrés de 
liberté. Notons que si le solide parfait est considéré comme un 
système physique, on doit introduire encore dix paramètres cons- 
tants, à savoir la masse, la position du centre d'inertie dans le corps 
et les composantes du tenseur d'inertie au centre d'inertie. 

La mécanique rationnelle étudie les systèmes non holonomes. 
La mécanique des milieux continus compte également des problèmes 
dans lesquels les paramètres de définition n° varient arbitrairement 
dans des limites déterminées et leurs accroissements ôu" sont liés, 
selon les conditions de la classe de problèmes en question, par m 
relations, par exemple, indépendantes non intégrables de la forme 


A ‘ôu — 0, 


où les À; sont des fonctions des paramètres de définition. Dans ce 
cas, le nombre #7 — m des accroissements indépendants ôu s'avère 
inférieur au nombre de paramètres de définition variables indépen- 
dants u', el le système thermodynamique est alors appelé non holo- 
nome. 

Pour un système non holonome le nombre de degrés de liberté 
est défini comme le nombre des accroissements indépendants ôu. 

Examinons l'exemple des relations non holonomes découlant 
uniquement de la définition des paramètres n°. Soient, par exemple, 
ui (Et, E*, ES, 2) un paramètre scalaire quelconque (la densité de la 
particule p par exemple), { le temps, E£*, E*, E* les coordonnées lagran- 
giennes du centre de la particule isolée et u* et u* les dérivées première 
et seconde de pu? en f, c'est-à-dire 


1 2 CITE 
ou 3 _ 4 _- o°u | (2.1) 


Er ET 

Selon la condition physique naturelle nous admettrons que le 
temps { n'entre pas explicitement dans le système des pu‘. 

IL est clair qu'à des conditions extérieures différentes correspon- 
dent les états aux ul, n°, u* différents, pouvant varier arbitraire- 
ment dans certaines limites, tandis que les accroissements du? et 
du* dus à la variation de dt, pour des E!, E?, E3 constants, sont cons- 
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tamment lies par une même relation non holonome 
°du® — p* du = 0 (2.2) 


qui devient une identité si on à (2.1). Il découle des égalités (2.1) 
que les relations (2.2) ne sont pas vérifiées pour ôu! et ôu* quelcon- 
ques. On rencontre des relations non holonomes de ce genre lorsqu'on 
a affaire à des modèles des milieux continus admettant, parmi les 
paramètres, les dérivées successives par rapport au temps. Les équa- 
tions (2.1) et (2.2) ne sont liées ni aux observations ni à l'expérience, 
mais on peut voir un résultat experimental dans le fait qu'il est possi- 
ble et rationnel d'introduire parmi les paramètres de définition 
d'un modèle de milieu continu les dérivées successives que l'on 
considérera alors comme les arguments de certaines fonctions, ces 
dernières étant construites, en fin de compte, à partir de données 
expérimentales. 


Espace des états. Introduisons la notion d'espace des états, c’est- 
a-dire de l’espace dont les coordonnées sont les paramètres d'état 
u° (espace de phase). 

IL est évident qu’à différents états des systèmes thermodynami- 
ques correspondent différents points de l’espace des états. 


Processus et cycles. L'ensemble des états du milieu qui corres- 
pond à une certaine suite des valeurs des paramètres est appelé 
processus. Les processus physiques réels revêtent une importance 
particulière, leurs états successifs se réalisant, dans le cadre du modèle 
étudié, pendant un certain laps de temps. On différencie les proces- 
sus réels d’après les interactions extérieures ou internes. 

Si l’ensemble des états ut, u°, ..., u" du système forme une 
courbe continue dans l’espace des états, il s’agit d’un processus 
continu. On étudie également les processus caractérisés par des va- 
leurs discontinues des paramètres d’état u?, u°, . .., u"et, notam- 
ment, les processus discontinus constitués de parties continues de 
courbes dans l’espace des états. La mécanique des milieux continus 
étudie les processus continus et les processus discontinus aux points 
de discontinuité isolés sur les courbes continues dans l’espace des 
états. 

Deux états donnés peuvent être reliés, en général, par une multi- 
tude de processus différents, Lant continus que discontinus. La 
famille de courbes traduisant les processus réels, fonctions des con- 
ditions extérieures diverses, est le plus souvent arbitraire. Cepen- 
dant, dans certains cas, comme pour les systèmes non holonomes, les 
courbes correspondantes sont caractérisées par des propriétés spécia- 
les faciles à trouver. Dans l'exemple déjà considéré, il découle de 
(2.1) qu'un processus continu avec ul -- const et u° = 0 est impossi- 
ble. Néanmoins les égalités (2.1) n’excluent pas l'éventualité de pro- 
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cessus réels continus reliant dans l'espace des états deux points 
quelconques aux coordonnées arbitraires 4, u°®’, u% et 1”, n°”, u%”. 

Le nombre et la nature des paramètres peuvent différer selon 
les processus. Par exemple, les processus peuvent être purement 
mécaniques lorsque tous les paramètres de caractère non mécani- 
que gardent des valeurs constantes. 

On appelle cycle un processus qui, dans l’espace des états, ra- 
mène le système à l’état initial. 

Le cycle des processus continus est décrit, dans l’espace des états, 
par une courbe fermée. 

On étudiera dans ce chapitre les processus continus. Les proces- 
sus aux points de discontinuité seront analysés dans le chapi- 
tre VII. 

On peut considérer toutes sortes de cycles continus passant par 
un certain état donné À et un autre état B. Aux différents processus, 
ou cycles, correspondent différentes conditions extérieures. Ce 
fait est enregistré dans les équations définissant pu}, n°, ..., u”, 
car elles contiennent certaines fonctions éventuellement différentes 
qui peuvent être choisies à des fins précises et influencer ainsi les 
processus. Les exemples connus de modèles de milieux continus 
montrent que, lorsque l’état À est fixé, l’état B coïncide, générale- 
ment, avec tous les états possibles contenus dans le volume de phase 
qui est fonction de valeurs physiquement admissibles des paramé- 
tres de définition. 


Interaction du système avec les objets extérieurs. Au cours d’un 
processus le système peut généralement être soumis aux actions des 
champs et des corps extérieurs. La mise en évidence des lois et des 
mecanismes d'interaction de la particule matérielle isolée avec les 
corps et les champs extérieurs (en particulier, avec les particules 
voisines du même milieu) représente un problème de tout premier 
ordre dans la construction d’un modèle de milieu continu. 

Des considérations pratiques et la mécanique des milieux continus 
incitent à chercher les relations macroscopiques ayant un nombre 
réduit de paramètres de définition. Tres souvent ces relations se 
fondent sur un point de vue microscopique sur les propriétés des 
molécules, des atomes ou d’autres particules, de leurs positions, de 
leurs mouvements et des forces qu'ils exercent entre eux. Toutefois 
on ne peut jamais connaître tous les détails. On remarquera à cet 
egard qu'il est impossible et surtout inutile de tenir compte de tou- 
tes les particularités même quand elles sont connues. C'est pourquoi 
on cherche à formuler et à appliquer aux modèles à construire des 
hypothèses phénoménologiques sous telle ou telle forme qui, apres 
avoir été confirmées par l'expérience, sont appelées lois de la nature. 

En physique et, en particulier, en mécanique des milieux con- 
tinus on attache une grande importance à l'échange énergetique 
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ayant lieu entre la particule donnée (système thermodynamique) et 
les particules voisines, les corps extérieurs et les champs extérieurs. 
La notion d'énergie est intimement liée à celle de diverses espèces 
d'énergie. Citons parmi ces dernières l'énergie cinétique des parti- 
cules, l’énergie potentielle due à la disposition relative des particu- 
les, l'énergie thermique, l'énergie. électromagnétique, l'énergie de 
liaison chimique, etc. Une étude plus détaillée effectuee au niveau 
microscopique apporte certaines modifications dans les conceptions 
des différentes espèces (et du nombre d'espèces) d'énergie. Cependant, 
l'expérience montre qu’au niveau macroscopique on peut différen- 
cier, d’après certains critères phénoménologiques, les espèces d’éner- 
gie citées ci-dessus et d’autres encore, et que l’on peut parler de la 
transformation d’une espèce d'énergie en une autre. 

Nous nous appuierons sur l'hypothèse physique fondamentale 
stipulant l'existence de caractéristiques qui permettent de distin- 
guer au niveau macroscopique les espèces d'énergie d'un corps et les 
espèces de flux d'énergie reçus par le corps par suite de l’action des 
corps et des champs extérieurs. Nous ne manquerons pas également 
de tenir compte de la transformation d’une espèce d'énergie en une 
autre. 

Envisageons un système caractérisé par un nombre fini de para- 
mètres comme, par exemple, une particule de matière infiniment 
petite ou un volume fini V d’un milieu continu à condition que tou- 
tes les particules de ce volume subissent les mêmes processus (les 
paramètres d'état dans ce cas sont constants dans tout le volume). 

Supposons que la donnée des caractéristiques de l’état interne 
ul, u°, ..., un” d'une particule ainsi que de leurs variations infi- 
nitésimales dut, du*, ..., du" permet d'évaluer divers flux sommai- 
res macroscopiques d'énergie pénétrant de l'extérieur dans la parti- 
cule. L'information contenue dans les accroissements dut, du*, ... 
..., du” sur ces flux suivant le processus élémentaire peut et, d'une 
façon générale, doit servir à décrire les propriétés du modèle, ce 
qui constitue l’une des étapes importantes dans la construction du 
modèle. Il va de soi que l’on peut fonder la description des proprie- 
tés du modèle sur d’autres données (c’est ce qu'on fait en réalité), 
ces dernières pouvant fournir, par une suite de raisonnements géné- 
raux ou particuliers sur ce modèle, la même information sur Îles 
échanges énergétiques en question. 

En mécanique on attachait jusqu'à ces derniers temps une im- 
portance capitale au flux énergétique de nature mécanique qui affec- 
te la particule, ce flux représentant le travail des forces extérieures 
macroscopiques massiques et surfaciques appliquées à la particule, 
ainsi qu'au flux de l'énergie thermique que reçoit la particule grâce 
à la conduction thermique, au rayonnement, aux transformations 
chimiques, au courant électrique et à d'autres mécanismes. (Les 
énergies correspondant à ces flux que reçoit ou perd la particule 
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peuvent se transformer mutuellement à l'intérieur ou à l'extérieur 
de la particule.) 

Aujourd’hui on doit très seuvent tenir compte des interactions 
électromagnétiques ; la nécessité se fait sentir de connaître le rôle 
de mécanismes d'interaction plus complexes dans l’échange énergé- 
tique de la particule avec l'extérieur, tels que, par exemple, le 
travail des couples surfaciques répartis, l'échange énergétique par 
transformations chimiques, par transformation de structure ou de 
phase, etc. 

On fait actuellement des recherches sur de nouveaux mécanis- 
mes macroscopiques de l'échange d'énergie entre la particule donnée 
et le milieu ambiant, ainsi que sur les lois régissant les interactions 
mutuelles des particules élémentaires. Au niveau microscopique et, 
dans bien des cas, au niveau macroscopique (les propriétés des mé- 
taux, les interactions à l’intérieur du corps à basses températures, 
l'interaction des rayons laser avec des corps ordinaires, etc.) on ne 
peut comprendre l'essence du mécanisme d'interaction que dans le 
cadre de la mécanique des quanta, tandis que l’on peut procéder à 
la traduction phénoménologique nécessaire de ces interactions au 
moyen de modèles complexes de milieux continus fondés sur la méca- 
nique de Newton. 

Le flux total d'énergie reçu par une petite particule de l’exté- 
rieur au cours d’un processus élémentaire du?, du?, . .., du" s'écrit 


dA® + 4Q® + 4Q**, (2.3) 


où dA() est le travail des forces extérieures macroscopiques massi- 
ques et surfaciques, dQ() le flux de chaleur, dQ ** le flux d'énergie 
extérieur dû aux divers mécanismes d'interaction autres que le tra- 
vail des forces macroscopiques et l’échange de la chaleur, l’interac- 
tion avec le champ électromagnétique, par exemple, en tenant compte 
de l'énergie dépensée à l’aimantation et à la polarisation du milieu, 
etc. 

Compte tenu de la signification fondamentale du système des 
paramètres d'état et en vertu de certaines hypothèses figurant dans 
la définition d’un modèle de milieu continu, l'expression du travail 
élémentaire effectué par les forces extérieures au cours d’un processus 
élémentaire infinitésimal modifiant les paramètres de du, du°, . .. 
..., du” peut s’écrire sous la forme suivante: 


dA® = P;(ut,u?, ...,u,kt,k2.. ., k")dui. (2.4) 


Dans cette formule le travail des forces extérieures dA( est exprimé 
au moyen les paramètres internes de la particule et de leurs accrois- 
sements. La forme des fonctions P; est essentiellement liée à l'énoncé 
des postulats de base indispensables à la définition d’un modèle. 
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La formule (2.4) pour une petite particule d'un milieu continu 
peut être considérée comme une généralisation de la formule 


dA® = mv dv (2.5) 


pour un point matériel de masse m, se déplaçant avec la vitesse v, 
ou la généralisation de la formule pour un solide parfait de dimen- 
sions quelconques finies 


d'A = mv* du* + Ap dp + Ba da + Crdr, (2.6) 


où m est la masse du solide, v * la vitesse de son centre d'inertie, 
A, B et C les moments d'inertie par rapport aux axes centraux 
d'inertie et p, g, r les projections de la vitesse angulaire instantanée 
sur les axes centraux. 

Pour un liquide parfait, où la pression est donnée comme une 
fonction des paramètres d'état, on peut écrire en vertu du théorème 
des forces vives (1.13) 


L (e) 1 : 
= A =vdv—pi. (2.7) 


Chacune des relations (2.4) à (2.7) peut être envisagée comme une 
définition de dA@ au moyen des paramètres internes du milieu. 

Chacune de ces relations peut conduire à l'équation définissant 
les valeurs des paramètres d’un processus concret si l’étude complé- 
mentaire fournit pour la quantité dA@ Ia loi régissant l'échange 
d'énergie entre la particule donnée et les corps extérieurs en fonc- 
tion des conditions extérieures. Ainsi, pour un point matériel on 
peut utiliser l’expression de dA® différente de (2.5), à savoir 
dAO = F-dr, où Fest une force. Si l’on connaît la force F (le méca- 
nisme d'interaction entre le point et les corps extérieurs est connu), 
(2.5) conduit à l'équation du mouvement du point. Soulignons que 
les lois d'interaction caractérisant un modèle donné peuvent être 
établies à partir des résultats des expériences où l’on mesure le second 
membre de (2.4), traités et généralisés comme il se doit. 

Par analogie avec (2.4), en faisant appel aux caractéristiques 
physiques et, en général, aux hypothèses physiques spéciales entrant 
dans la définition du modèle donné d’un milieu, on peut écrire 


dQ*=dQ + dQ**=Q;(ut, un, ...,u",kt,...,k") dui. (2.8) 


Par exemple, il est admis qu'un solide indéformable ou un liquide 
parfait incompressible satisfait à 


dQ*—dQ"® =c(T)dT, (2.9) 


c (T) étant la capacité calorifique et T la température. La relation 


(2.9) peut servir à la définition expérimentale de la quantité dQ(. 
Si la loi de la conduction de chaleur est établie pour dQ(), la rela- 
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tion (2.8) devient pour dQ ** = 0 une équation de transfert de la 
chaleur. : | 

Dans les cas plus généraux les formules (2.4) et (2.9) deviennent 
plus complexes. Par exemple, pour un liquide incompressible vis- 
queux le second membre de (2.4) se voit augmenter d’un certain 
terme positif, tandis qu'un terme identique mais négatif apparaît 
dans (2.8). Ce terme introduit le travail de dissipation des forces 
des contraintes visqueuses ; ce travail des forces internes se trans- 
forme en chaleur (pour plus de détails voir $ 7 du présent chapitre). 
Cette circonstance est typique pour les cas où il y a transformation 
d'une forme d'énergie en d’autres à l'intérieur d’une particule. On 
verra dans ce qui suit que ce sont les grandeurs représentées par la 
somme ?; + Q; qui jouent le rôle le plus important. 

Les flux d'énergie dQ*, dQ et dQ** ainsi que le travail élé- 
mentaire des forces macroscopiques dAQ ne sont pas, en général, 
des différentielles de certaines fonctions mais représentent des quan- 
tités infiniment petites. 


Loi de conservation de l'énergie ou premier principe de la ther- 
modynamique. Soit un processus se déroulant dans un espace des 


2 


Fig. 29. Sur la loi de conservation de l'énergie 


états suivant la courbe Z, du point À aux valeurs de paramètres 
d'état ui vers le point B aux valeurs de paramètres u° (fig. 29). 

Introduisons la notion du flux total d'énergie que le système 
reçoit de l'extérieur. Il est manifestement égal à 


A®+Q-. | Pidui+ | On (2.10) 
AB(£ 1) AB(£1) 


et, au premier abord, dépend du processus, c’est-à-dire de la courbe 
d'intégration Z, dans l’espace des états. 

Le premier principe de la thermodynamique, ou la loi de conserva- 
tion de l'énergie, revient à l'impossibilité de créer un moteur per- 
pétuel de première espèce, c’est-à-dire une machine qui, fonctionnant 
cycliquement.,, pourrait fournir de l'énergie utilisable sans qu'il y ait 
une source d'énergie extérieure à la machine. 
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L'on doit considérer cette affirmation comme une loi vérifiée 
par toutes les données expérimentales connues. 

Supposons maintenant que le système accomplisse un cycle C. 
Alors, selon le premier principe de la thermodynamique, ou la loi 
de conservation de l'énergie, le flux total de l'énergie venu de l'ex- 
térieur vers le système effectuant un cycle quelconque réalisable est 
égal à zero, soit 


@ (P:+ Qi) dui= 0. (2.11) 
C 


Il en découle directement que le flux total d'énergie (2.10) reçu 
par le système de l'extérieur ne dépend pas du processus Z,, n'étant 
fonction que de l’état initial et de l’état final du système. En effet, 
introduisons entre les états À cet B, outre le processus arbitraire 
considéré £,,un autre processus £, et le processus Z qui se déroule 
de l’état B vers l’état À. Les processus Z, £ et Z, € formant des 
cycles fermés, il découle immédiatement de la loi de conservation 
de l'énergie que 


49+0"= ((Pi+Q)dni= À (Pi+Qndui= — (| (P:+ 00 ani 
g, La £ 


(2.12) 


Energie totale d’un système. Par conséquent, une fois fixé l’état 
initial À d'un système, le flux total d'énergie venant de l'extérieur 
vers le système dans tous les processus réalisables ne dépend que de 
l'état final du système, c'est-à-dire que l’on a 


AD LQ*=E (ut, ..) u") — € (li, ot Mo), 


où 6 est une fonction univoque des paramètres d'état du système, 
appelée l’énergie totale du système. Ainsi donc, il découle du pre- 
mier principe de la thermodynamique qu'il existe une fonction 
d'état 8 (ut, u?, ..., u"), dont la différentielle totale pour les 
processus réalisables est égale à la somme des travaux élémentaires 
des forces massiques et surfaciques extérieures macroscopiques dA(t} 
et des flux élémentaires d’autres formes d'énergie extérieure reçue 
par le système : 


d€ = dA® +dQ*"=(P;+0Q;) di. (2.13) 


On voit sans peine que l'énergie totale du système € (u}, ... 
..., p”) est définie à la constante additive près, qui est la valeur 
de 8 à l’état initial du système (4). 

Le premier principe de la thermodynamique peut servir de base 
à la définition de l'énergie totale 6 si l'on connaît les flux d'énergie 
extérieurs reçus par le système. Inversement, si l’énergie est connue, 
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on peut appliquer la loi de conservation de l'énergie à l’analyse du 
mécanisme d'interaction de la particule donnée avec les corps exté- 
rieurs, C'est-à-dire à la détermination de dA® + dO*. 

Afin de déterminer l'énergie totale du système 6 (u° RES , 4) 
il faut en général connaître les fonctions P, et Q;. En raison de l' éga- 
lité (2.13), P; et Q, ne peuvent être des fonctions arbitraires des 
paramètres d'état. 

En effet, récrivons l’égalite (2.13) sous la forme 


(Pi+ Q—-.) ui =0. (2.14) 
LL 


Si le système est holonome, c'est-à-dire si tous les dut, du*, 
: , du" sont indépendants (en particulier, s’il n’y a pas parmi les 
paramètres u' de dérivées successives par rapport au temps), il découle 
de (2.14) que P, + Q; = 06€/ôu* et, par conséquent, P; + Q; doi- 
vent satisfaire aux conditions d’ intégrabilité 


9(P;+0Qn __ 9(Pr+0Qn) | (2.15) 
duh dui | 


Pour les systèmes non holonomes on peut écrire 
06 
P;+Qi=— +R. 
ou? 


Pour tous les processus obéissant au premier principe de la thermo- 
dynamique les quantités R; doivent vérifier l'égalité 


Ridui = 0, (2.16) 


ce qui signifie que les À; n apportent pas de l'énergie, quel que soit 
le processus réalisable. Néanmoins, les À; peuvent être non nuls 
eux-mêmes. On peut écrire pour certains cas importants *) la forme 
générale des fonctions 8; satisfaisant à la condition (2.15). 

Pour les systèmes non holonomes les conditions (2.15) sont rem- 
placées, pour les processus réalisables, par les conditions 


O0 (P;+Q:—Ri;) 9 (Pr + On — Ru) , R; du'= 0. (2.17) 
ou Out 
Etant donné que les égalités (2.15) ou (2.17) représentent les 
conditions nécessaires et suffisantes de l'existence de la fonction 
& (u!, ..., u”) satisfaisant à l'égalité (2.13) pour les processus 
réalisables, on peut les considérer également comme l'un des énon- 
cés possibles de la loi de conservation de l’énergie. 


*) Voir L. S 6 d o v, Quelques problèmes de construction de nouveaux modèles 
de milieux continus. Recueil du XI® congrès sur la mécanique théorique et appli- 
quée à Munich, 1964. 
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On peut utiliser les conditions (2.15) soit pour vérifier les résul- 
taits expérimentaux lors de la détermination de P; + @;, soit. pour 
réduire le nombre de mesures expérimentales. Dans ce dernier cas 
certaines valeurs de 2; + Q; sont déterminées expérimentalement, 
les autres sont calculées à l’aide de (2.15). 


Energie interne d'un système. Nous avons introduit plus haut 
la fonction Æ — v*/2 dite densité d'énergie cinétique du milieu; 
Epdt ne coïncide généralement pas avec la fonction 6, énergie to- 
tale de la particule. Posons 


U étant une fonction scalaire des paramètres d'état que l’on appelle 
densité d'énergie interne. Tout comme l'énergie totale du système 
6, la densité d'énergie interne, dite encore l'énergie interne d’une 
unité de masse ou l'énergie interne spécifique U, est définie, pour 
chaque système thermodynamique, à une constante additive près. 

Si l'espace et le temps peuvent être supposés isotropes, l'énergie 
interne spécifique U ne dépendra pas explicitement des coordonnées 
spatio-temporelles. La propriété d’isotropie implique que, les con- 
ditions extérieures étant identiques à tous les points de l’espace et 
à tous les instants, les processus se déroulent identiquement dans un 
système thermodynamique donné. 

L'énergie totale et l'énergie interne peuvent être définies aussi 
bien pour le corps dans sa totalité que pour les parties du corps. 
L'énergie interne d'une partie de dimensions finies d’un corps ou du 
corps dans sa totalité n'est généralement pas additive, c'est-à-dire 
que l'énergie interne de tout le corps n'est pas égale à la somme des 
énergies internes des parties constituant ce corps. 

Ainsi, par exemple, toutes les conditions étant identiques (la 
même température, etc.), l'énergie interne de deux petites gouttes 
d’eau n’est pas égale à celle d’une grande goutte de masse équivalente 
à la somme des deux petites si l’on tient compte de l'énergie de la 
tension superficielle *). Il est évident que l'énergie interne due à 
l'attraction universelle des parties d’un corps n’est pas additive elle 
non plus. 

Cependant on peut souvent considérer l'énergie interne comme 
additive; tel est le cas de l’eau lorsqu'on ne-tient pas compte de la 
tension superficielle ou d'un corps élastique conforme à la loi de 


*) Il nous a semblé opportun à ce propos de dissiper certains doutes qui 
résident dans le fait suivant. Si l’on considère le processus spontané de la fusion 
lente de deux gouttes isolées en une seule, on. constatera, en vertu de la loi do 
conservation de l'énergie, que l'énergie interne d'une grande goutte immobile 
sera égale, bien entendu, à la somme des énergies de deux gouttes initialement 
au repos. Toutefois la température de la grande goutte sera alors supérieure à la 
température identique de deux gouttes avant la fusion. 


14—0863 
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Hooke. Si l'énergie interne est additive, l'énergie totale d’un volume 
arbitraire fini V est définie de la façon suivante: 


e=(P(5+u) dr. 
v 


Les considérations qui suivent sont consacrées essentiellement 
à une particule infinitésimale, ce qui les rend valables aussi bien 
pour le cas où l'énergie interne est additive que pour le cas où elle 
ne l’est pas. 

On remarquera que la notion d’énergie interne, comme, d'ailleurs, 
toutes les notions et relations thermodynamiques, s'avère le 
plus souvent nécessaire lors de l’étude du mouvement d’un milieu 
continu. Cependant, il existe des exemples particuliers de milieux 
continus, mentionnés notamment dans le chapitre IV, où la notion 
d'énergie interne n’est pas indispensable pour compléter le système 
d'équations des mouvements continus. Ainsi, on n'a pas besoin de la 
notion d'énergie interne sous sa forme explicite dans l'étude du 
mouvement mécanique d'un fluide parfait incompressible; on s’en 
passe également dans la théorie de l’élasticité si l’on omet de consi- 
dérer les effets calorifiques. 


Equation de la loi de conservation de l'énergie. Ainsi donc, on 
peut présenter la relation universelle traduisant la loi de conserva- 
tion de l'énergie sous la forme 


dE + dUm= dA® + 4Q® + dQ**, (2.18) 


où dU,, est la variation de l'énergie interne du corps étudié, dE la 
variation de son énergie cinétique, dA®) le travail élémentaire des 
forces extérieures macroscopiques, dQ() le flux élémentaire de cha- 
leur entrant dans le système de l’extérieur, dO** le flux élémentaire 
des énergies autres que la chaleur et le travail des forces macroscopi- 


ques. 


Equation de chaleur reçue. En retranchant de cette relation 
l'égalité (1.8) exprimant le théorème des forces vives pour un milieu 
continu on obtient l'équation 


dUm= —dA® + 4Q° + 4Q°* 
ou 
dUm—= —dA® + dQ", (249) 


appelée équation de chaleur reçue. Elle peut se substituer au prin- 
cipe de conservation de l'énergie. 

Si le processus est très lent de sorte qu’on peut négliger les accélé- 
rations, on a dE = 0 et on peut admettre pour ces processus que le 
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travail des forces extérieures est égal au travail des forces internes, 
pris avec le signe opposé : 


d'A = — AN, 


Si bien que l’on peut encore écrire l'équation de chaleur pour 
des processus comme les processus quasi statiques sous la forme 
suivante : 


dUm = dA® + dQ*. 


Equation différentielle de chaleur reçue. L’équation de chaleur 
reçue (2.19) peut être écrite pour volume quelconque isolé mentale- 
ment d’un milieu continu. Etablissons-la pour une particule infi- 
niment petite du milieu continu. La densité d'énergie interne U 
s'écrit 

U= lim ue 
Am 0 re 


(on suppose que la limite existe). Pour une petite particule on a 
dUrm —= AmdU. De même, introduisons les flux élémentaires 
d'énergie extérieurs reçus par une unité de masse du milieu: 


(e) . *… 
dq@)= lim ee , dg**=— lim Ets 
Am 0 


En divisant (2.19) par Am et en faisant tendre Am vers zéro, se sou 
venant de plus que la densité de travail des forces surfaciques inter- 
nes est égale à 


= PV iv dt, 
p 
on obtient l'équation différentielle de chaleur sous la forme 
dU = _ pv; dt + dat) + dg**. (2.20) 


On sait par la théorie des déformations (voir $ 6, chap. II) que les 
composantes du tenseur des taux de déformation ont pour expression 


= 1,55 &: 1 dis. 
= (Vii+ Viv) =. ; 


si la métrique de l’état initial &i) ne dépend pas du temps, on a 
é; dt — de, x les différentielles des composantes du tenseur des 
déformations étant définies dans le repère concomitant. Pour p” — 
— p/* nous aboutissons à l'expression suivante de l'équation de cha- 
leur reçue : 


p# desy+ dgl® + da. (2.21) 


14* 


du = 
p 
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Tout comme les composantes du tenseur des déformations €;;, les 


différentielles de;; de ces composantes, définies dans le système de 
coordonnées concomitantes, peuvent être rattachées à un système 
de coordonnées quelconque. Désignons par de;; = e; dt les composan- 


tes de; ; du tenseur dans un système de coordonnées quelconque. Les 
composantes de;; ainsi introduites dans un système quelconque 
(non concomitant) n’y sont pas les différentielles des composantes 
du tenseur des déformations &;;. Compte tenu de cette remarque 
l’équation (2.21) s'écrit dans un système de coordonnées quelconque 


dU =— pŸ des; dg(®) + dg**, (2.22) 


où de;; = e;jdt. Pour chaque état d'un milieu continu en mouve- 
ment, les quantités de,; ainsi que les accroissements des paramètres 
de définition, dont dépendent dU, dqg® et dg**, peuvent prendre 
des valeurs dans une certaine mesure arbitraires. Le fait est -que 
l'équation (2.22) ne contient pas de forces extérieures massiques et 
ne dépend pas explicitement des conditions aux limites et des autres 
conditions extérieures, ces dernières pouvant être différentes et 
affecter de manière décisive les accroissements des paramètres de 
définition inclus dans (2.22). Il n’en reste pas moins vrai que l’équa- 
tion (2.22) se montre efficace et universelle dans toutes sortes de 
processus. 

On peut obtenir plusieurs équations du type d'équations d'état 
à partir d’une équation (2.22) grâce à l'arbitraire introduit par l’'in- 
dépendance linéaire de l’ensemble correspondant des différentielles 
des paramètres de définition pour différents processus. 


$ 3. Equilibre thermodynamique, processus réversibles 
et irréversibles 


Equilibre thermodynamique. On connaît l'équilibre mécanique 
d'un solide parfait. On dit qu’un corps est en état d'équilibre méca- 
nique s’il se maintient dans cet état un temps indéterminé, toutes 
les conditions extérieures étant conservées. On dit qu'un système 
est en état d'équilibre thermodynamique si toutes les caractéristi- 
ques de l’état interne du système (y compris les caractéristiques 
mécaniques) se conservent aussi longtemps que l’on veut, toutes 
les conditions extérieures étant conservées. Dans l’espace des états, 
l'état d'équilibre thermodynamique est représenté par un point. Si 
au nombre des paramètres de définition on trouve les dérivées substan- 
tielles par rapport au temps, ces paramètres sont nuls à l’état d’équi- 
libre. 


Processus équilibrés et déséquilibrés. Les processus thermodyna- 
miques peuvent se dérouler lentement ou rapidement. On peut con- 
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sidérer le cas limite d'un processus se déroulant tellement lentement 
que les vitesses de variation de tous les paramètres y sont infini- 
tésimales. Un tel processus est représenté, dans l'espace des états, 
par une courbe dont chaque point est celui de l'équilibre. Les pro- 
cessus infiniment lents dont chaque état intermédiaire est l'état 
de l'équilibre sont appelés processus équilibrés; dans les relations 
décrivant les processus équilibrés la vitesse de variation des para- 
mètres de définition importe peu, tandis que Île sens de variation 
peut être essentiel. 

Les processus se déroulant à des vitesses finies (si les vitesses 
affectent les liaisons physiques) sont appelés processus déséquili- 
brés. 

Quand on dit qu’un système effectue un certain processus, on a 
en vue un certain corps matériel dont les paramètres d'état varient, 
c'est-à-dire que l’on utilise la description lagrangienne. Il est évident 
que la définition des processus équilibrés ne coïncide pas, dans le 
cas général, avec la définition des processus permanents (stationnai- 
res) s’il y a mouvement du milieu continu. Le processus peut être 
permanent, c’est-à-dire que tous les paramètres d'état du système 
peuvent ne pas varier avec le temps en un point de l'espace géo- 
métrique (du‘/0t — 0), et, en même temps, être déséquilibré, c'est- 
à-dire être caractérisé par des vitesses de variation de paramètres 
finies, influençant sensiblement les processus dans les particules du 
milieu (du*/dt Æ 0). 


Processus réversibles et irréversibles. Le processus se déroulant 
d’un état À vers un état B est dit réversible si, pour chaque état 
intermédiaire, toutes les équations en accroissements infinilésimaux 
des paramètres sont satisfaites également lorsqu'on inverse les signes 
de ces accroissements. Ainsi donc, si une certaine suite d'états for- 
me, dans un espace des états, un processus réversible, le système 
peut passer par cette suite aussi bien dans le sens direct que dans le 
sens inverse, les flux d'énergie extérieurs dA® , dQ® et dQ** ne 
différant que par le signe pour chaque élément de courbe parcouru 
dans le sens direct et dans le sens inverse. Si le processus ne possède 
pas cette propriété, il est dit irréversible. 

Notons que dans l’ensemble des paramètres de définition des 
processus irréversibles sont avant tout incluses les grandeurs caracté- 
risant le sens de la variation de certains paramètres de définition; 
pour les processus réversibles le sens de la variation des paramètres 
thermodynamiques n’est pas essentiel. On étudie, d'habitude, les 
processus réversibles qui sont en même temps équilibrés *). Cepen- 


*) Les notions de processus équilibrés et réversibles diffèrent généralement. 
Néanmoins, les processus équilibrés infiniment lents pour lesquels, dans les 
relations finies entre les paramètres de définition, non seulement les vitesses 
mais aussi le sens des variations des paramètres de définition sont sans impor- 
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dant on peut considérer les processus réversibles qui ne sont pas 
constitués des états thermodynamiques d'équilibre. 

La réversibilité et l’irréversibilité des phénomènes sont des no- 
tions fondamentales. En sciences naturelles ces notions représentent 
des propriétés caractéristiques importantes définissant la nature des 
lois rhéologiques et d’autres lois physiques pour toutes sortes de 
phénomènes macroscopiques et microscopiques. 

On constate aisément qu'en mécanique analytique des systèmes 
matériels tous les mouvements du système sont réversibles si toutes 
les forces restent les mêmes lorsque seul le sens des vitesses est in- 
versé. [Il en va ainsi, en particulier, dans le cas où toutes les forces 
appliquées ne dépendent que des coordonnées des points substantiels 
du système. Si les mouvements sont réversibles, tous les points du 
système peuvent se déplacer suivant les mêmes trajectoires avec les 
mêmes vitesses en valeurs absolues, aussi bien dans le sens direct 
que dans le sens inverse. 

Par exemple, si l’on ne tient compte que des forces d'attraction 
universelle, les mouvements des corps célestes sont des phénomènes 
réversibles. Si dans le problème de Cauchy on conserve les positions 
et les vitesses initiales en ne faisant inverser que les sens des vitesses, 
on trouve, en résolvant le système d'équations différentielles, que 
le passé et l’avenir changent de place. 

Si les forces appliquées et les interactions dans un système macro- 
scopique dépendent essentiellement du sens de variation des para- 
mètres d'état (les forces de frottement, par exemple), il s’agit d'un 
phénomène irréversible. 

Soulignons que les phénomènes irréversibles aussi bien que les 
phénomènes réversibles peuvent être constitués d’une suite d'états 
équilibrés ou déséquilibrés des particules d’un milieu. On donnera 
plus bas, à l’appui de cette note, quelques exemples de phénomènes 
se déroulant dans les modèles concrets de milieux continus. 

On remarquera en outre que pour les corps de dimensions finies 
un phénomène globalement irréversible peut coexister avec les pro- 
cessus réversibles se déroulant dans toutes les particules physique- 
ment infinitésimales formant le corps considéré. 

Rigoureusement parlant, tous les processus réels macroscopi- 
ques se déroulent à des vitesses finies, leurs sens sont essentiels et 
ils sont en fait irréversibles bien que nombre d'entre eux puissent 
être considérés thermodynamiquement réversibles. 


tance (ne sont pas des arguments essentiels) peuvent être assimilés aux processus 
réversibles. 

D'autre part, on peut citer l'exemple d’un processus irréversible se dérou- 
lant dans l'ensemble d’un système; c'est le phénomène de la transmission per- 
manente de la chaleur par conduction dans un milieu au repos, où les états de 
toutes les particules élémentaires du milieu peuvent être considérés comme équi- 
libres. 
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En théorie et en pratique il est possible dans certaines applica- 
tions de simuler les phénomènes réels en recourant aux processus 
réversibles. 


Exemple d'un processus quasi réversible. Ainsi qu’en témoignent 
les résultats de recherches, on peut considérer pratiquement rever- 
sible même le processus de l'écoulement très rapide de particules 
de gaz d’une tuyère d’un moteur à réaction, bien que la particule de 
gaz qui se trouve pratiquement au repos dans la chambre de combus- 
tion sous une pression de 70 atm acquière au bout de quelques mil- 
lièmes de seconde un état de mouvement à la vitesse de 3000 m/s, 
avec une pression presque nulle dans l’espace libre. 

L'écoulement des gaz se produit de cette manière lors du vol 
d'une fusée à haute altitude avec un moteur à réaction en fonction- 
nement. Au cours de ce processus les particules de gaz n’ont pas le 
temps d'échanger de l'énergie calorifique; néanmoins, les caracté- 
ristiques thermodynamiques variables sont reliées à l’intérieur d'une 
particule pratiquement comme à l’état d'équilibre. 


Les états d'équilibre les plus probables. Considérons un certain 
ensemble de paramètres macroscopiques d'état introduits comme des 
moyennes statistiques des caractéristiques correspondantes du mou- 
vement microscopique des molécules, par exemple la température 
T et la densité p. [est clair qu’à chaque valeur concrète de T'et de p 
on peut faire correspondre une multitude de distributions des carac- 
téristiques du mouvement microscopique. On constate qu'aux 
valeurs équilibrées des paramètres macroscopiques correspond Île 
plus grand nombre d'états microscopiques différents possibles. C'est 
pourquoi si le système thermodynamique est livré à lui-même, 
l'état le plus probable parmi tous ceux qu'il est sensé avoir est l'état 
d'équilibre. Il s'ensuit que tous les systèmes isolés tendent vers 
l'état d'équilibre s'ils ne s’y trouvent pas. 


Caractéristiques microscopiques; probabilités des moyennes et 
irréversibilité. Notons encore que toutes les lois microscopiques 
connues décrivant les mouvements et les interactions des particules 
élémentaires, par exemple la loi d'attraction universelle de Newton 
el les lois d'interaction électromagnétique, sont réversibles. L'irré- 
versibilité est le fait de lois statistiques valables pour de grands en- 
sembles de particules el constitue en quelque sorte une rançon 
de la possibilité d'introduire au lieu d'un système compliqué à 
grand nombre de particules (dont les lois d'interaction et les condi- 
tions initiales ne sont connues qu'approximativement) un système 
simple avec un petit nombre de caractéristiques macroscopiques 
des états les plus probables. 
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Comme un grand nombre de particules s'accumulent dans des 
volumes pratiquement petits, la loi de probabilité admet un pic 
très aigu, ce qui signifie que seules les valeurs moyennes bien déter- 
minées ont une chance de se réaliser. 

Pour les processus irréversibles les lois de probabilité elles- 
mêmes sont en général fonctions du temps. 


Notion de température. La température est l’une des caractéristi- 
ques d'état essentielles des corps physiques. Dans la vie quotidienne 
la notion de température d'un corps est directement liée aux percep- 
tions sensorielles. On dit que le corps À a une température plus éle- 
vée que celle du corps B (T4 > T3) si obligatoirement au contact 
des deux corps une transmission de chaleur du corps À vers le corps 
B a lieu. Mis en contact deux corps en état d'équilibre thermodyna- 
mique possèdent la même température s'ils n'échangent pas d'éner- 
gie calorifique. L'expérience montre que si l’on met en contact deux 
corps À et B, et si ensuite on laisse ce système livré à lui-même, 
il s'y passera un processus conduisant à l’égalisation des tempéra- 
tures des corps À et B. Ce fait a rendu possible la création des ther- 
momètres, appareils qui permettent l'évaluation quantitative de la 
température en échelle choisie, par exemple, en unités Celcius dont 
l’ébullition et la solidification de l’eau à pression atmosphérique 
fournissent les points caractéristiques. | 

La notion de température est vide de sens dans la mécanique 
analytique pour des systèmes à petit nombre de degrés de liberté. 
Dans la pratique, on peut introduire la température pour tous les 
corps composés d'un grand nombre de particules. 

A la différence de la mécanique du point matériel et du solide 
parfait, en mécanique des milieux continus on ne peut en général 
pas se passer de la notion de température. L'expression du flux de 
chaleur extérieur dg® entre dans l'équation de la chaleur reçue 
et dans le principe de conservation de l’énergie ; il est donc indispen- 
sable d'étudier le mécanisme de la conduction de la chaleur et, par 
suite, d'introduire la notion de température. Une analyse détaillée 
et approfondie de la notion de température se fonde sur la théorie 
cinétique moléculaire. Toutefois il convient de noter à cet égard 
que la notion de température, ainsi que les méthodes de mesure ont 
été données, il y a longtemps, de manière pleinement satisfaisante, 
alors que la physique statistique n'avait pas encore élaboré de théorie 
approfondie. | 

Au paragraphe 5 on exposera une théorie macroscopique remar- 
quable qui, grâce au second principe de la thermodynamique, con- 
duit à une définition stricte de la température absolue des corps en 
état d'équilibre thermodynamique. 

On sait par la théorie cinétique moléculaire que la température 
T peut être considérée comme une grandeur proportionnelle à l’éner- 
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gie moyenne du mouvement thermique chaotique des molecules par 
degré de liberté d’une molécule. Si les espèces différentes de parti- 
cules élémentaires ont en moyenne des énergies différentes ou si les 
particules d’une même espèce ont des énergies moyennes différentes 
par différents degrés de liberté, et si les processus sont suffisamment 
lents, l'interaction entre les particules élémentaires conduit à l’éga- 
lisation des énergies moyennes. Pour des processus nettement désé- 
quilibrés, lorsqu'à l'intérieur d'une particule macroscopiquement 
petite l'égalisation statistique des énergies entre les divers degrés 
de liberté de mêmes particules ou de particules d'espèces différentes 
n’a pas le temps de se produire, la notion de température de tout 
l’ensemble d’une particule : macroscopique perd sa significa- 
tion. 

Dans le cas d’un milieu en état déséquilibré, on peut introduire 
parfois plusieurs températures, par exemple, celles des degrés de 
liberté d'oscillation, de rotation, de translation des molécules ou 
celles des ions et des électrons d’un plasma si les ions et les électrons 
isolés se trouvent en état d'équilibre, etc. 

S'il y a équilibre thermodynamique, dans de petits volumes d'un 
corps la température pour de petites particules se définit univoque- 
ment. Cependant, même dans ce cas, la notion de température pour 
un corps de dimensions finies se vide de sens si l'équilibre thermi- 
que entre les différentes parties de ce corps fait défaut. 

Par exemple, qu'entend-on par température du globe terrestre? 
A différents moments on peut parler de la température des tropiques, 
de la zone tempérée, des pôles, du centre de la terre. Mais il est dif- 
ficile et parfois incohérent de définir la température de tout l'ensem- 
ble du globe terrestre. 

On envisage d'ordinaire la température de parties suffisamment 
petites d'un corps et on étudie les flux de chaleur à l'intérieur du 
corps. Comme le montre l'expérience, on peut admettre l’équilibre 
thermodynamique des petits volumes d’un système dans bien des 
problèmes pratiques. Dans les applications l’irréversibilité et le 
déséquilibre s'expliquent simplement par l'absence d'équilibre 
dans de grands volumes des corps, étant donné la distribution non 
uniforme de la température et d’autres caractéristiques thermodyna- 
miques (telles que la concentration des composantes chimiques d'un 
mélange, etc.) selon les particules. 


$ 4. Milieux biparamétriques. Gaz parfait. Cycle de Carnot 


On appelle milieu biparamétrique un milieu dont toutes les 
fonctions thermodynamiques ne dépendent que de deux paramètres 
thermodynamiques d'état. Si ces deux paramètres sont la pression 
p et la densité p, l'énergie interne spécifique de ce milieu doit s’ex- 
primer par leur intermédiaire U = U (p, p). 
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Equation de chaleur reçue pour un gaz parfait. Si le milieu est 
un fluide parfait compressible, le travail des forces surfaciques inter- 
nes réparti par unité de masse est de la forme 


1 1 
mr d'A = pd à (1.12) 


et l'équation de chaleur reçue, en supposant que dg** = 0, s'écrit 
de la façon suivante: 


aU +- pd — dg®). (4.1) 


Equation d’état d’un gaz parfait. Dans un gaz parfait la pression, 
la densité et la température sont reliées entre elles par l'équation 
de Clapeyron 

p = PAT, (4.2) 


R étant une certaine constante, dite constante des gaz, différente 
pour les gaz différents. L'équation du type (4.2) reliant la pression, 
la température, la densité et, éventuellement, d'autres caractéristi- 
ques physiques d'un milieu est appelée équation d'état. Pour l'air 


R = 287,042 


s2.°C ° 


On peut introduire la constante des gaz parfaits À, (la même pour 
tous les gaz) et la constante de Boltzmann X conformément aux éga- 
lités 

Ro _k 


— am 
—— ne 


ch  _m° 
Ici m est la masse moyenne d’une molécule, en grammes, et «# la 
masse moyenne d'une mole de gaz définie par la formule 


N 
nof =nMitnMi+...+nixMXx = à n,M;, 


CEA | 


où n est le nombre total de moles dans un volume donné d’un mélange 
de N constituants, 7; le nombre de moles et À; les masses correspon- 
dantes des moles de différentes sortes de gaz, 


crg de CE 
Ro = 8,3144- 107 EE k— 1,38.-10 Ma 

Energie interne d’un gaz parfait. On peut définir un gaz parfait 
comme un gaz dont les molécules n’entrent en interaction que pendant 
les chocs. On peut donc admettre que l’énergie interne d'un gaz mono- 
atomique parfait représente l'énergie cinétique sommaire du mouve- 
ment chaotique des atomes. 
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Pour l'énergie interne U d’une unité de masse on peut écrire 


N a: 
1 mi; 
i-:1 

(AM étant la somme des masses des atomes, m; et v; les masses et les 
vitesses des atomes par rapport à leur centre de masse commun, 
le nombre des atomes dans un petit volume donné). En supposant 
identiques tous les atomes du gaz, on a M = Nm et 

Un 


U —=T + const, 


2 


où Unoy est la vitesse quadratique moyenne de translation des atomes 
dans le mouvement chaotique. En s'appuyant pour un gaz parfait 
sur la définition de la température comme caractéristique de l'énergie 
moyenne par degré de liberté dans un mouvement thermique chaoti- 
que des atomes, on peut représenter l'énergie interne Ü sous la forme 
U = cyT + const. (4.3) 
Ici cv désigne un coefficient dimensionné de proportionnalité entre 
ds 
5Umoy et T. 

En donnant l'énergie interne U sous la forme (4.3) et en utili- 
sant l'équation de Clapeyron on fixe un modèle déterminé de milieu 
continu, appelé gaz parfait. La confrontation avec les données expé- 
rimentales montre que le mouvement des gaz réels dans les condi- 
tions ordinaires est assez bien décrit par ce modèle. 


Chaleur spécifique à volume constant et à pression constante. 
Relation de Mayer. A partir de l'équation de chaleur reçue (4.1) 
pour un gaz parfait effectuant un processus à volume spécifique cons- 


tant d+= 0), on obtient aisément que (dqg(®));.const = dU = 
= c.-dT ou 


dgt®e) 
dT }V=const eu 


On en déduit que c,- est la quantité de chaleur nécessaire à élever, 
à volume constant, la température de l'unité de masse d’un milieu 
de 1 °C; c’est pourquoi on l'appelle chaleur spécifique à volume 
constant *). 


._*) Si, au cours des chocs, le nombre de particules varie, la formule (4.3) 
se_voit remplacer par 


u= | cy (T) aT. 
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Lorsque la pression est constante, on tire de l’équation de chaleur 
reçue pour un gaz parfait 


(dd ®}=const = dU + pd =cydT+d = (ev+R)dT. (4.4) 


La quantité de chaleur nécessaire pour élever, à pression constante, 
la température de l’unité de masse d'un milieu de 1 °C est appelée 
chaleur spécifique à pression constante ; on la désigne par c»: 


( dqte) 
C=l— ” 
p aT Le. 


I1 découle alors de (4.4) pour un gaz parfait la relation suivante entre 
les chaleurs spécifiques à pression et à volume constants et la cons- 
tante des gaz R: 


Cp —Cyv = R, (4.5) 


dite relation de Mayer. 

L'équation de chaleur reçue contient, en général, l’apport exté- 
rieur de chaleur dg®. Dans certains cas on se sert de l’équation de 
chaleur reçue pour déterminer soit l'apport nécessaire de chaleur, 
soit l’apport reçu si l’on connaît (ou l’on donne) le mouvement et 
la succession des états du milieu continu. Pour résoudre les problèmes 
où il s’agit de déterminer le mouvement et l’état d'un milieu, il 
faut connaître les lois régissant l'apport de chaleur extérieure. 


Mécanismes physiques de la transmission de chaleur à un milieu. 
La transmission de la chaleur est associée à divers phénomènes 
physiques. Les mécanismes de la transmission de chaleur les plus 
importants dans les applications sont les suivants. | 

_4. La conduction de chaleur. C’est le phénomène de l'échange 
de l'énergie calorifique moyenne entre les parties du milieu qui se 
trouvent en contact direct par interactions mécaniques et chocs lors 
du mouvement thermique des molécules, des atomes, des électrons 
et d’autres particules composant le milieu. La transmission de cha- 
leur par conduction thermique est essentiellement liée à la distri- 
bution macroscopique irrégulière de la température dans le volume 
d'un corps. 

2. Le rayonnement thermique et l’absorption du rayonnement. 
C'est le phénomène provoqué par un changement d'état éventuel 
des particules élémentaires (molécules, atomes, électrons, etc.) 
composant le milieu. 

3. Le dégagement de chaleur pendant les processus de dissocia- 
tion électrique, et, en particulier, celle provoquée par l'effet Joule 
qui accompagne le passage du courant électrique dans ün corps. 

4. Parfois, une condition supplémentaire permet de considérer 
comme un apport de chaleur extérieur dg® certaines fractions de 
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l'accroissement de l'énergie interne dU et du travail des forces 
internes dA en transposant ces termes dans le second membre de 
l'équation de chaleur reçue. Par exemple, à la variation de l'énergie 
interne causée par les changements de phase ou les transformations 
chimiques provoquant le dégagement de la chaleur ou son absorption 
on peut substituer les apports de chaleur extérieurs en ne tenant alors 
compte que de la variation de l'énergie interne due à la variation 
de la température, des paramètres mécaniques et, éventuellement, 
d'autres propriétés variables du milieu. 

La résolution des problèmes concrets à la base de l'équation de 
chaleur reçue tenant compte des lois régissant les apports de chaleur 
comporte, habituellement, de grandes difficultés d'ordre mathéma- 
tique. Dans les applications on a souvent recours à des hypothèses 
supplémentaires et, en particulier, à l'utilisation des transformations 
parfaites suivantes. 


Transformations adiabatiques. I. Ce sont les processus parfaits 
dans lesquels il n’y a ni «apport » de chaleur extérieure, ni échange 
de chaleur entre les particules voisines, i.e. dQ® = 0. L'examen 
des corps thermiquement isolés ou des processus rapides (mais par- 
fois réversibles) pendant lesquels l’échange de chaleur n’a pas le 
temps de se produire de manière notable a suggéré l'idée des trans- 
formations adiabatiques. 


Transformations isothermes. II. Les processus parfaits au cours 
desquels l'échange de chaleur dû à la conduction ou au rayonnement 
s'effectue si rapidement et les changements d’état s'effectuent si 
lentement que la température peut être supposée constante dans tout 
le système sont appelés transformation isotherme. 

L'équation d’une transformation isotherme a pour expression 


aT 
x = 0. 


Cette équation jointe à celle de l’état du milieu remplace l’équa- 
tion de chaleur reçue, ce qui, en général, facilite sensiblement la 
résolution théorique du problème sur la détermination du mouvement 
d’un milieu. 

| L'équation de chaleur reçue permet de calculer la quantité 
de chaleur dQ0 nécessaire à chaque particule pour réaliser une trans- 
formation isotherme. 


Notons que la condition L = 0 indique uniquement la cons- 


tance de la température dans le temps dans chaque particule du 
milieu, tandis que la température peut être différente pour des par- 
ticules différentes. Toutefois, en disant qu’un processus est isotherme 
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on entend que la température est constante dans l’espace et dans le 
temps, c’est-à-dire que 7 = const. 

Enfin, on appelle parfois transformation isotherme une trans- 
formation dans laquelle la température des particules peut varier 
dans le temps, mais reste la même pour toutes les particules. Dans 


ce cas l'égalité T — 0 est remplacée par la condition 
grad 7 = 0 ou T == f (1). 


Il va de soi que si le problème est bien compris, l’éventualité 
d’une confusion liée à l'existence de différentes définitions des trans- 
formations isothermes est exclue. 

IIT. Pour décrire une transformation dans un milieu bipara- 
métrique on peut prendre directement, au lieu de l'équation de la 
chaleur reçue, une certaine relation entre la densité et la pression. 
Si cette relation est identique pour toutes les particules, le processus 
correspondant est dit barotrope. 


Transformations polytropes. En particulier, une transformation 

est dite polytrope si on a l'égalité 

p = Cp”, 
où x est un nombre constant, indice de la polytrope, C est une cons- 
tante. 

L'équation de la chaleur reçue pour une fonction donnée p = f (p) 
permet de déterminer aisément la quantité de chaleur venue de 
l'extérieur assurant cette relation. 

Si le gaz est parfait et la transformation polytrope, on tire de 
l'équation de la chaleur reçue pour nr > 1 

1 d RAT 
) — L Co'd— = 0c; _— —— 
dqt = dU = Cp'a= cr aT PR 
D'où, en vertu de l'égalité de Mayer 
R = Ch —Cy, 


on obtient, pour À constant, une formule simple pour l'apport de 
chaleur 
Cp 
PL —— mm 


dg= cy —T dT = c* dT. 


Sin > cplcy > 1 et la température augmente, on a dg® => 0, 
c'est-à-dire que le système reçoit de la chaleur. Si 1 < n << chlcy, 
on à dqg® << 0 pour d7T >> 0, d’où il résulte que l'augmentation de 
la température s'accompagne d’une perte de chaleur. Si n = c;/cy, 
dg®) = 0, ce qui signifie que cette transformation polytrope est 
adiabatique. Les propriétés mentionnées caractérisent la significa- 
tion physique de l'indice de la polytrope ». 
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Isothermes d’un gaz parfait. Considérons un espace des états d’un 
milieu biparamétrique introduit par les paramètres p et V — 1/0, 
par exemple celui d’un gaz parfait. Toutes les fonctions thermodyna- 
miques d’un tel milieu et, en particulier, la température qu'on 
note 8 doivent être fonctions de p et de 1/0: 


1 
6 — 6 9 —) e 
PP 
Etudions les transformations équilibrées isothermes (8 — const) 


se déroulant dans ce milieu. Traçons, dans l’espace des états (p, 1/0), 
des courbes 6 = const (isothermes, fig. 30,a). 


2 pa 


Fig. 30. a — isothermes d'un gaz parfait; b — disposition réciproque des 
adiabatiques de Poisson et des isothermes pour le gaz parfait 


Dans le cas d’un gaz parfait les isothermes dans le plan (p, 1/0) 
sont, évidemment, des hyperboles 


- — const. (4.6) 
L’équation de la chaleur reçue 


dU + pd += dt 


permet toujours de calculer la quantité de chaleur dg® qu'il est 
nécessaire de fournir au système pour que le processus soit isotherme. 
Cette quantité pour un gaz parfait vaut 


(49 ®)}otn = pd <= ROpd +. 


Pour un gaz parfait dg® > 0s'il y a dilatation isotherme et dqg(9 << 
< 0 s'il y a compression isotherme. Pour un gaz quelconque l'aspect 
des isothermes dans le plan (p, 1/0) dépend de celui de l'équation 
d'état. 

Remarquons qu’une même isotherme 0 -- const peut comporter 
à la fois des points de solidification et d’ébullition de l’eau, par 
exemple, ces températures dépendant de la pression. 
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Adiabatique de Poisson. Dans le cas des transformations adiabati- 
ques (dg(® = 0) l'équation de la chaleur reçue prend évidemment 
la forme suivante: 


dU + pd= 0. (4.7) 


D'où, si l’on connaît l'énergie interne U (p, 1/0), on peut trouver p 
en fonction de p pour les transformations adiabatiques continues. 
Pour un gaz parfait l'égalité (4.7) se met sous la forme 


Cy P. 1 _— 
TR PE cree 


ou encore, en introduisant le rapport y = cL/cy, 


pr (é+ra) +pi0 


d'où 
Z dp +ypd == 0, 
p P 

ce qui donne après intégration 


ei const. (4.8) 


Cette courbe rapportée au plan (p, 1/0) s'appelle adiabatique de Pois- 
son et on appelle y=c,/cy l'indice adiabatique ou le coefficient de 
Poisson. Il est évident que par chaque point po, 1/0, du plan des 
états (p, 1/p) passent une isuvtherme (4.6) et une adiabatique (4.8). 


Dispositions relatives de l’isotherme et l’adiabatique d’un gaz 
parfait. Essayons d'établir maintenant comment est disposée, en 
chaque point du plan (p, 1/p), une isotherme par rapport à une adia- 
batique de Poisson dans le cas d'un gaz parfait. Pour les points cons- 
tituant l’isotherme passant par le point p,, 1/0, on a 


_P___ Po je. Pisoth _ D 
imauss 9 eve _—— 9 
P Po Po Po 
et pour ceux de l’adiabatique passant par le même point 
P Po . Pad p \Ÿ 
— = — 1.0. =). 
pŸ pi” Po ( Po | 


L'indice adiabatique y = ch/cy > 1, c’est pourquoi Pisoth >> Pa 
pour P/po 1 et Disoth < Paa pour p/po > 1, c'est-à-dire qu'à 
droite du point Po, 4/p0 l’isotherme dans le plan (p, 1/p) passe au- 
dessus de l’adiabatique et à gauche de ce point elle passe au-dessous 
de l'adiabatique (fig. 30,b). 
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Notons que cette propriété des isothermes et des adiabatiques 
est établie pour un gaz parfait. Elle est valable pour de nombreux 
milieux mais l'eau n’y est pas conforme dans l'intervalle des tem- 
pératures de O0 °C à +4 °C. 

Travail fourni par un système. Soulignons encore une fois que le 


travail des forces internes | pd 1/0 peut toujours être calculé si l'on 
connaît la fonction p (p), c’est-à-dire la courbe dans le plan (p, 1/p). 
On entend par là que le travail des forces internes | pd1/p peut être 


calculé pour un processus Z, quelconque reliant les points À et B 
dans le plan des états. Or, dans le cas d’un processus infiniment lent 
le travail des forces internes est égal au travail des forces extérieu- 
res appliquées au système, pris avec le signe contraire, ou bien au 
travail, muni du même signe, que le système lui-même effectue sur 
les corps extérieurs. Ainsi donc, l'intégrale 


À, (4.9) 


le long du chemin Z, dans le plan (p, 1/0), représente lorsque À > 0 
la somme des travaux que le système thermodynamique effectue 
sur les corps extérieurs pendant la durée du processus équilibré Z;, 
ou, lorsque À << 0, la somme des travaux qu'il faut effectuer sur le 
système pour réaliser le processus Z1. 


Apport total de chaleur fourni au système de l'extérieur. De manière 
analogue, pour tout processus Z, (p = p (1/p)) si l'énergie interne 
du milieu (U = U (p, 1/p)) est donnée, on peut calculer l'apport total 
de chaleur 


= | 40° (4.10) 
AB(£:) 
que le système doit recevoir du milieu extérieur (si Q® >> 0) ou 
céder au milieu extérieur (si Q@ << 0) afin de réaliser le processus 
ÆZ,. D'après l'équation de la chaleur reçue on a 
B 
Q® = f (au + pa) dm = | Um + A = Ums —Uma + A. (4.11) 
AB(:) # 

Cycle de Carnot. Envisageons maintenant le très important pro- 
cessus équilibré réversible fermé dit cycle de Carnot réversible. 
Admettons qu’un gaz parfait ou tout autre milieu biparamétrique 
de paramètres p et 1/p*) joue le rôle de l’agent thermique, c'est-à-dire 

*) Au lieu de 1/p on peut utiliser une grandeur équivalente V = m/p, 


puisque tous les raisonnements s'appliquent à un volume substantiel V de 
masse m constante. 


15—0863 
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d’un milieu qui accomplit ce cycle. D'un point arbitraire M (Po, 
4/00) de l'espace des états (fig. 31, a) le gaz qui subit une dilatation 
infiniment lente suivant l’isotherme 6, = const arrive au point W; 


Ce BURRERRREUEER 
- LI IIIIIILL 
SESSENNEBENS 


DD D D DD À À À À À D D 2 DT PP D 


) 


Fig. 31. a — cycle de Carnot; b — machine fonctionnant selon le cycle de 
Carnot 


il se dilate ensuite adiabatiquement jusqu’à l’état À à la température 
8, << 0, et de Æ il se comprime isothermiquement jusqu’à l’état P 
en partant duquel il peut atteindre l’état initial M en suivant l’adia- 
batique. 


Exemple d’un moteur effectuant un cycle de Carnot réversible. 
Appelons moteur un système effectuant un cycle de Carnot. On 
peut l’imaginer sous forme du dispositif suivant. Prenons un volume 
de gaz à la température 6, et enfermons-le dans un cylindre dont un 
fond est immobile et l'autre représente un piston mobile en équi- 
libre à l'instant initial (fig. 31, b). Il faut d’abord imprimer au gaz 
une dilatation dans le cylindre de M à N avec 8, = const. Il faut 
à cet effet que les parois latérales du cylindre et le piston soient ther- 
miquement isolés et que le fond du cylindre soit en contact avec une 
source chaude, qui est un corps de très grande capacité calorifique et 
de température constante 0,. Effectuons la dilatation du gaz en déles- 
tant le piston de charges infiniment petites en sorte que le piston 
monte infiniment Jentement et que la température 6 du gaz ait le 
temps d'égaler la température 6, de la source chaude, restant égale 
à 0, à tout instant du mouvement du piston. Pendant cette étape la 
pression p diminue, tandis que le volume du gaz augmente. Arrivés 
à l’état N, retirons le cylindre de la source chaude, posons sur le 
fond un couvercle supplémentaire en isolant thermique et procédons 
de nouveau, en délestant le piston de charges infinitésimales, à 
la dilatation adiabatique du gaz jusqu'à l’état Æ ; reposons ensuite 
le cylindre sur le corps à la température constante 6. et, en mettant 
sur le piston des charges infiniment petites, comprimons le gaz 
jusqu’à l’état P. Pendant cette étape la température du gaz tend 
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à augmenter, mais on la diminue à l’aide du corps à la température 
6,, qui travaille maintenant non pas ccmme une source chaude mais 
comme une source froide. Arrivés à l’état P, comprimons adiabati- 
quement le gaz en mettant lentement sur le piston la charge initiale 
de façon à retrouver l'état M. Le cycle de Carnot ainsi obtenu peut 
s'effectuer soit dans un sens (MNKPM), soit dans l’autre (WMPKNM). 
C'est un cycle parfait réversiple infiniment lent. 

En général, on peut considérer les deux cycles, réversible et 
irréversible. Un cycle de Carnot réversible peut se dérouler en deux 
sens. 


Système effectuant le cycle de Carnot en moteur thermique ou'en 
machine frigorifique. Intégrons l'équation de la chaleur reçue (4.4) 
(pour dg** = 0) sur tout le cycle de Carnot. L'énergie interne étant 


fonction univoque de l’état, on a & au = 0 et 
1 
$ pd p $ cg 


A=Q", (4.12) 


où À est le travail total « effectué » par le système au cours du cycle 
de Carnot, Q@ est la quantité de chaleur fournie au système de 
l'extérieur. 


Comme la densité de travail mécanique A/m d’un milieu bipara- 
métrique effectuant un cycle fermé vaut © pd1/p, elle est numéri- 


quement égale à l'aire de la surface limitée par les courbes figurant 
les processus du cycle dans le plan des états (p, 1/0) et, par consé- 
quent, d’une façon générale elle n’est pas nulle. Dans le cycle de 
Carnot considéré la densité de travail A/m vaut l'aire MNKPM\; 
À > 0 si le cycle a lieu dans le sens MNKPM et À << 0 s'il a lieu 
dans le sens inverse. Si À > 0, le système fournit du travail méca- 
nique au cours du cycle, or, d’après (4.12), ce travail est assuré par 
Ja chaleur Q@ qu'il faut amener au système. On a ainsi un moteur 
thermique qui fonctionne d’après le cycle de Carnot, empruntant de 
la chaleur à l'extérieur et fournissant du travail mécanique. Si 
A << 0, les forces extérieures effectuent un travail sur le système 
et, d’après (4.12), le système perd de la chaleur. Le long des parties 
adiabatiques VX et! PM on a dg® = 0. Le système n'échange de la 
chaleur avec l'extérieur que lorsque le processus suit les parties 
MN et KP des isothermes. 

On a établi plus haut que le système gagne ou perd de la chaleur 
selon que le gaz se dilate ou se comprime. C'est pourquoi sur la par- 
tie de l’isotherme MAN où le gaz se dilate il faut lui fournir la’ chaleur 
que nous désignons par @, >> 0 et sur la partie de compression KP 


15° 


ou 
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il faut lui ôter la quantité de chaleur Q, > 0, ce qui équivaut à lui 
fournir une quantité de chaleur —Q, << 0. Les parties NX et PM 
étant les adiabatiques, il s'ensuit que la quantité totale de la cha- 
leur Q@ fournie au gaz au cours de tout le cycle de Carnot se dérou- 
lant dans le sens de l’aiguille d’une montre est égale à 


QE = Qi —Qo. 
Conformément à (4.12) on peut écrire 
A=Q = Qi— Que (4.43) 


Le système effectuant le cycle de Carnot constitue dans ce cas le 
moteur thermique qui, en empruntant une quantité de chaleur 
Q, à une source chaude et en cédant une partie Q, à une source froide, 
transforme la quantité Q, — Q, en travail mécanique. Si le cycle 
de Carnot est parcouru en sens inverse, la partie PX correspond à la 
quantité de chaleur Q, >> 0 fournie et la partie MAN à la quantité 
négative de chaleur fournie : —0, << 0. La quantité totale de chaleur 
fournie au cours du cycle inverse est Q(® = À, << 0 (négative) et 
se définit par l'égalité 
A1=Q% = Qr—Qi<0. 


Dans ce cas la machine fonctionnant d’après le cycle de Carnot est 
une machine frigorifique; cette machine extrait la chaleur Q., d'une 
source froide et grâce au travail mécanique reçu de l'extérieur cède 
la quantité de chaleur 

Q1 = Q: — À; 


à la source chaude. 


$ 5. Second principe de la thermodynamique et notion d’entropie 


Etudions maintenant le second principe de la thermodynamique 
qui représente tout comme le premier principe une proposition uni- 
verselle confirmée par toutes les données expérimentales connues 
et toutes les conceptions théoriques sur les mécanismes des phéno- 
mènes physiques. En vertu du second principe de la thermodynami- 
que, il n'est pas de dispositif susceptible de transférer la chaleur 
d'un corps à température plus basse à un corps à température plus 
élevée sans produire de changements dans d’autres corps. 

On peut énoncer le second principe de la thermodynamique d'une 
autre façon: il est impossible de construire un soi-disant moteur 
perpétuel de seconde espèce, c’est-à-dire une machine qui, fonction- 
nant en accord avec le premier principe d’après un certain cycle, 
fournirait périodiquement du travail par refroidissement d'une même 
source de chaleur quelconque à température constante (par emprunt 
de la chaleur à la source à température constante). 
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On montrera plus bas que ces deux énoncés du second principe de 
la thermodynamique sont équivalents. 

Essayons tout d’abord de dégager quelques conséquences impor- 
tantes et un énoncé quantitatif du second principe de la thermodyna- 
mique en analysant le cycle de Carnot. 


Rendement d’un cycle de Carnot. Introduisons la no‘ion de rende- 
ment n d'une machine thermique fonctionnant d’après le cycle de 
Carnot. Par définition, le rendement n d'un cycle de Carnot est le 
rapport du travail mécanique À >> 0, produit au cours du cycle, 
sur la quantité de chaleur Q, >> 0 reçue par le système au cours de 
ce cycle. D'après (4.13) on obtient pour n d’un cycle de Carnot la 
formule suivante: 


1% 1. (5.1) 


La propriété obtenue n << 1 pour un cycle de Carnot est une consé- 
quence du premier principe de la thermodynamique. 


Théorème de Carnot. Le théorème de Carnot sur les propriétés 
du rendement n d’un cycle de Carnot représente une conséquence 
remarquable du second principe de la thermodynamique. 

Pour tout cycle de Carnot réversible la valeur de n ne dépend 
ni des propriétés de l’agent thermique utilisé dans le cycle (le gaz 
parfait pourrait servir, dans l'exemple analysé précédemment, d’a- 
gent thermique), ni du mode de production du cycle lequel est défini, 
par exemple, par le volume de l'agent thermique et par le degré de 
dilatation le long des isothermes. Elle ne dépend que des tempéra- 
tures 0, et 6, données sur les isothermes MAN et KP (fig. 32). 

Démontrons que n ne dépend que de 6, et 6. et est une caracté- 
ristique absolue du cycle de Carnot réversible; c’est-à-dire une 
fonction universelle n (6,, 8.). En même temps nous montrerons 
que si les températures 6, et 6, sont fixes, le rendement n’ d’une 
machine fonctionnant en cycle de Carnot irréversible (de toute 
machine thermique cyclique fonctionnant d’après le schéma de la 
figure 31, a, machine ne puisant de la chaleur que dans des sources 
aux températures constantes 6, et 6.) ne peut pas dépasser le rende- 
ment n d'une machine fonctionnant en cycle de Carnot correspon- 
dant réversible, c’est-à-dire que 
n <<: (5.2) 

Ainsi donc, le rendement d’un cycle de Carnot est maximal dans 
un processus réversible et il est impossible de le rendre égal à l'unité 
par quels que procédés que ce soit, puisque pour produire un travail 
mécanique À il faut non seulement extraire de la chaleur Q, du 
milieu extérieur pour effectuer une dilatation isotherme mais aussi 
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restituer au milieu extérieur une partie Q, de la chaleur empruntée 
au cours de la compression isotherme. 

Démontrons tout d’abord la proposition (5.2). Pour ce faire 
supposons qu'il y ait deux cycles de Carnot : l’un irréversible, de 
rendement n’, et l’autre réversible, de rendement n, les sources 
chaude et froide ayant dans les deux cycles les mêmes températures 
8, et 6., 6, > 6.. Supposons que n’ > n et démontrons que cela 
contredit le second principe de la thermodynamique. En effet, 
supposons que la machine thermique à n’ fonctionne dans le sens 
direct et fournisse un travail mécanique À’. Imprimons à la seconde 
machine thermique (réversible) le sens inverse de fonctionnement, 
c'est-à-dire utilisons-la comme une machine frigorifique. On a alors 
pour la machine à nn’: @ >0, Q >0 et 4 =Q—Q>0, 
tandis que pour n on a: Q@, >0,0@ >0et A =Q —Q, <0 
(—A4 > 0 est le travail produit sur la machine frigorifique). 

Choisissons un cycle de Carnot réversible en sorte qu'on ait 
l'égalité *) —A = 4°, donc Q; — Q, = Q, — Q, et réunissons ces 
deux machines. Pour la machine ainsi obtenue on a 


Ao= 4'+A=Q; +Q:—Q1—0Q,=0. 


Le seul effet produit par cette machine composée consiste en la 
redistribution de chaleur entre les corps servant de source chaude 
et de source froide. 

Une quantité de chaleur (Q, — Q,) = (Q, — Q:) est extraite de 
l'un de ces corps pour être transmise à l’autre. On a choisi les cycles 
réversible et irréversible tels que | À | = À’. Par conséquent nQ, = 
= n'Q,. Il en découle que l'hypothèse n” > n conduit à l'inégalité 


Q<Q: 


ou 
(Q—Q)=(Q—-0)>0. (5.5) 


La quantité positive (Q, — Q:) est égale à la quantité totale de 
chaleur extraite de la source à température 6,, et la quantité positive 
de chaleur (Q, — Q,), égale à la première, est la chaleur transmise 
à une source à température plus élevée 6, >> 6,. Ainsi donc, la 
machine composée effectue un transfert de la chaleur d'une source 
froide à une source chaude sans apport de l'énergie extérieure. Or 
cela est impossible d’après le second principe de la thermodynamique. 

Ainsi donc, la supposition n° > n contredit le second principe 
de la thermodynamique et doit être rejetée. Seules les possibilités 


*) Il est toujours possible de choisir une machine réversible au même ren- 
dement n. Il suffit seulement de choisir le volume de l'agent thermique, les 
valeurs du travail et de la chaleur étant proportionnelles, dans le cas considéré, 
à la masse de l'agent. 
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suivantes peuvent être admises 
n'<noun ="1. (5.4) 


Si la machine à n° est également réversible, on a, en changeant de 
place 1j et n dans les raisonnements précédents, 
n<n où q =1. (5.5) 
Les relations (5.4) et (5.5) ne sont compatibles que si 
’ 
n — "1: 

Dès lors l'égalité des rendements de deux cycles de Carnot réver- 
sibles quelconques aux températures identiques 6, et 6, est démon- 
tirée. Si une machine à n° est irréversible, il est impossible de la 
faire fonctionner dans le sens inverse de façon à obtenir les mêmes 
résultats, c'est pourquoi on ne peut pas donner une démonstration 
semblable de l'égalité (5.5). 

Par conséquent, si le cycle à n’ est irréversible, seule l'inégalité 

n<n 

a lieu. Le coefficient n caractérise l'efficacité de l'utilisation de 
l'énergie thermique ©, reçue par la machine de la source chaude; 
seule la partie n de cette énergie est transformée par la machine en 
travail mécanique. La machine réversible est plus profitable puis- 
qu'une machine irréversible a, en général, n° << 1. On interprète par- 
fois l'irréversibilité comme une perte supplémentaire de l'énergie 
utilisée. 

On constate que la démonstration de l'égalité des rendements 
de tous les cycles de Carnot réversibles ne fait appel ni aux propriétés 
de l'agent thermique, ni aux particularités d’un cycle. Il s'ensuit 
alors que le rendement d'un cycle de Carnot réversible est indépen- 
dant de l'agent thermique et du degré de dilatation. Il ne dépend 
que des températures 6, et 6, et en est une fonction universelle 
n—"n (6, 02). 

Trouvons maintenant cette fonction universelle n (6,, 6,). Par 
définition, le rendement du cycle de Carnot 


in 
CEST Si 0: 
Remplaçons n (6,, 8.) par la fonction 


Ï (6: 6;) + n (6,, 6,), 
soit 


F(Gs, 8) = 22. 


Etablissons une équation fonctionnelle pour f (6,, 86.). Introduisons 
à cet effet trois corps de grande capacité calorifique aux tempéra- 
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tures 6,, 6., 6, et trois cycles de Carnot réversibles où ces corps 
servent de sources chaudes ou de sources froides. Il est évident que 


(Ou, 04)= LEE LE = 7 (Bo, 62)ef (Ou O5), (5-6) 


où, par exemple, jf (0., 6.) = 1 — n (6;, 8.) pour un cycle de Carnot 
utilisant comme source chaude le corps à température 6, et comme 
source froide celui à température 0., etc. Notons que l’ordre d’énu- 
mération des arguments de la fonction importe, à savoir la tempéra- 
ture de la source chaude vient toujours en premier lieu et celle de 
la source froide pour le cycle de Carnot considéré vient en second 
lieu. 

Dans le cas où 6, = 6, l’équation (5.6) se ramène à la condition 


"= Î (03, 6,)-f (O3 63), 


c'est-à-dire que la fonction f se transforme en 1/f lorsque les argu- 
ments sont permutés. En vertu de cette propriété de la fonction 
on tire de l’équation (5.6) que 

Qe — ES f (83, 62) 

Q: mo f (63, 6;) ” (5-7) 

I1 découle de l'équation (5.7) que le rapport Q./Q, est indépen- 
dant de 6,4, n'étant fonction que des températures 6, et 6.. La solu- 
tion de l'équation fonctionnelle (5.7) a la forme 
=. © (65) 
Î (Os 0,) = @ (64) ' 


Par conséquent, 6, pouvant être considérée comme une constante 
pour toutes les 6, et 6, possibles, on a 

Q: __ 0) 

Q@1  w(0) 
En appelant température absolue T la valeur de la fonction (6) 
on à *) 


Ce Ts (5.8) 


c'est-à-dire que le rapport de la quantité de chaleur Q, cédée par 
le système thermodynamique à la source froide au cours d’un cycle 
de Carnot réversible sur la quantité de chaleur Q, reçue par le syst è- 
me à partir de la source chaude est égal à celui des températures 


*) Il est aisé de vérifier par un calcul direct que si l'agent thermique dans 
un cycle de Carnot est le gaz parfait satisfaisant à l’équation d'état p = RpT 
(T est la température en échelle Kelvin), Q2/Q, = T2/T;. Par conséquent, la 
température absolue qu'on introduit ici est proportionnelle à la température 
en échelle Kelvin. 
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absolues de la source froide et de la source chaude. Ainsi s'établit 
une liaison entre la notion de température en tant que caractéristi- 
que des isothermes, l’énergie reçue et l'énergie cédée au cours du 
cycle de Carnot correspondant. 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 
appliqué au cycle de Carnot réversible. Récrivons la relation (5.8) 
pour un processus réversible sous la forme 


Ensuite, en nous référant aux définitions générales, convenons de 
compter positive la quanité de chaleur Q, = Q® reçue par le systè- 
me et négative la quantité de chaleur —Q, = Q© cédée par le 
système; dans ce cas l'égalité précédente s'écrit 


Q{e) Q®) 
Li : _ 0. (5.9) 


Cette affirmation universelle découle du second principe de la ther- 
modynamique et peut êlre prise comme son énoncé quantitatif pour 
tout cycle de Carnot réversible dont l'agent thermique est un milieu 
biparamétrique arbitraire. 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 


appliqué à un cycle réversible quelconque. Envisageons (fig. 32, a} 
un certain cycle réversible Z figuré, dans l'espace des états p, 1/0, 


P 


Fig. 32. a — processus Z se confondant avec la frontière extérieure de la som- 
me des cycles de Carnot; b — cycle réversible arbitraire 


par une courbe brisée qui se confond avec la frontière extérieure 
de la somme des cycles de Carnot réversibles. Etant donné que l’éga- 
lité (5.9) est valable pour chacun des cycles de Carnot pris à part, 
on obtient en faisant la somme de toutes ces égalités pour tous les 
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cycles de Carnot 


Les termes Q,/T;, correspondant aux trajels internes à £ s'éliminent, 
puisque Ciacun de ces trajets, par exemple AB, est parcouru deux 
fois, dans un sens puis dans l’autre, le Corps à température 7, étant 
source froide la première fois et source chaude la seconde fois. Par 
suite, on à finalement 


la somme ne comprend que les flux de chaleur Q, qui sont figurés 
par la courbe brisée limitant le cycle résultant Z. 

Soit maintenant Z un cycle réversible quelconque effectué par 
un système thermodynamique biparamétrique. Pour réaliser ce 
cycle on a besoin d'un grand nombre de sources de chaleur à des 
températures sensiblement voisines, différant infiniment peu l’une 
de l’autre. Le <ystème est successivement mis en contact avec les 
sources dont la température coïncide avec celle du système sur 
l'étape de cycle donnée, tout en étant soumis à une compression 
ou à une dilatation infiniment lente. Supposons que sur un segment 
infinitésimal À 4” de la courbe Z (fig. 32, b) le système reçoive une 
quantité élémentaire de chaleur AQ®. Menons par le point À une 
isotherme AC et par le point À’ une adiabatique AÀ'C; désignons 
par AOisoth la quantité de chaleur qu'aurait reçue le système s'il 
avait subi une transformation isotherme infinitésimale AC. Kn 
étudiant le petit cycle AA’CA on peut dégager la relation entre 


dQC —= AQ® et AQisou. Appliquons à ce cycle le principe de 


conservation de l'énergie AQ@ — AQisoth = AÀ (le segment d'iso- 
therme AC du cycle AA'CA étant parcouru dans le sens CA, on 
a —AQisotn dans l'expression de la loi de conservation de l'énergie 
pour le cycle AA’CA). Les quantités de chaleur AQ@ et AQisoth 
sont des infiniment petits du premier ordre dans les éléments infi- 
nitésimaux du cycle; le travail AA fourni au cours d’un petit cycle 
est représenté par l'aire AA’CA et est donc un infiniment petit du 
second ordre, c'est-à-dire qu'il est infiniment petit par rapport 
à AQ et AQhisotn. Prolongeons l’'adiabatique A°C jusqu'à l’inter- 
section avec £ dans un second point B” et menons une adiabatique 
par le point À. Alors, la quantité de chaleur AQ reçue par le 
système sur la portion BB° du processus Z£ est égale, au même degré 
d'approximation près, à la quantité de chaleur correspondant au 
segment d’isotherme B'D. Il est clair que deux éléments de chaleur 
AQ sur les segments AA” et BB° du processus sont égaux, aux 
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infiniment petits du second ordre près, aux quantités de chaleur 
AQisoth que recevrait le système de la source chaude et de la source 
froide s’il était l'agent thermique d’une machine de Carnot effec- 
tuant un cycle de Carnot réversible ACB'DA. 

Si l’on divise toute la surface interne à £ en bandes de surface 
à l'aide d'un système d'adiabatiques (fig. 32, b) et si l’on mène 
des isothermes correspondantes, il en résultera un processus Z” 
figuré, dans l’espace des états, par une courbe brisée composée de 
segments d'adiabatiques et d’isothermes. On peut appliquer à ce 
processus l'égalité (5.10) 


AQiisoth _ 
Dur ps (5.11) 
? 

où sont sommés les apports de chaleur AQ;isotn le long de la fron- 
tière de Z’. 

Si le nombre d’adiabatiques tracées tend vers l'infini en même 
temps que les segments du cycle Z par les extrémités desquels pas- 
sent les adiabatiques tendent vers zéro, il vient que £° —+ £ et 


AQisotn > AQ. 


Comme la différence AQ® — AQisotn est un infiniment petit du 
second ordre (l'aire d’un triangle courbe infiniment petit), on obtient 
à partir de (5.11) une relation limite 


U = 0, (5.12) 
L 


qui est une égalité exacte pour tout cycle réversible effectué par 
un milieu biparamétrique. 
Il découle de l'égalité 


aQ(o) 


valable pour tout cycle réversible C, que | 7 est indépen- 
AB(£Z) 

dant du contour d'intégration £ entre les états À et B quel que soit 

le processus réversible Z. 


Introduction de l’entropie par processus réversibles pour un milieu 
biparamétrique. Soit À le point d'état initial d’un milieu biparamé- 
trique à partir duquel on peut atteindre un état B quelconque du 
système par des transformations réversibles. On peut introduire 
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une fonction des paramètres d'état, coordonnées du point PB, 


B 
S(B)=S(?, +)= | +s(4), (5.13) 
A 


appelée entropie. D'après (5.13) l’entropie est définie à une cons- 
tante additive $S (A) près. On obtient de (5.13) que, pour toute 
variation des coordonnées du point B, l'accroissement de l’entropie 
est donné par la formule 


aQte) 

dS — F— 

Ainsi donc, bien que l'apport élémentaire de chaleur exprimé au 

moyen des paramètres d'état et de leurs différentielles ne soit pas, 

en général, une différentielle totale, il existe pour lui un facteur 

intégrant 1/7 (p, 1/0), grandeur inverse de la température absolue. 
Compte tenu de l'équation de la chaleur reçue on obtient pour 

la différentielle de l’entropie l'expression suivante: 


__dQ® _ dU,+dAt) ; 
ou, rapportée à l'unité de masse, 
1 
dU +- pd — 
dat®) 
ds = =——< ., (5.14) 


pouvant servir à calculer l'entropie d’un milieu biparamétrique si 
l'on connaît l'énergie interne U du milieu en fonction des paramè- 
tres d'état. 


Entropie d’un gaz parfait. En ce qui concerne le gaz parfait 
à chaleurs spécifiques constantes (p = p ÀT, U = c;T), on aura 


Rd À 


cy àT 
ds — F gi ue , 
P 
ou 
s=cyln WRI const =c, In Ex + Const = 
p? 
= Cy In +consts=cyln—cy In 0e (5.15) 
p P pÿ 


OÙ P9: Pos So Sont des constantes correspondantes. 


$ 5] SECOND PRINCIPE DE LA THERMODYNAMIQUE 237 


Conditions imposées par l’entropie à la forme de l’équation d'état. 
L'égalité (5.14) impose des restrictions à la forme des fonctions 
U (p,p) et T' (p, p), qui sont les fonctions principales d'état d'un 
milieu. Comme ds doit être une différentielle totale, la condition 
d'intégrabilité de (5.14) est de la forme 

RER RRNER ER 
FT w)=% T ôp  p?T 
ou 


LACS CEE CL 
ôp dp  dp (3 +R ss. 


La fonction UÙ (p, p) étant donnée, les fonctions T (p,p) doivent 
être solutions de (5.16) et, par conséquent, elles ne sont pas arbi- 
traires bien qu’il existe quantité de solutions de l'équation (5.16) 
en dérivées partielles. 

Présentons maintenant l'énoncé du second principe de la thermo- 
dynamique pour un cycle de Carnot irréversible. 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 
pour un cycle de Carnot irréversible. Soient deux sources aux tempéra- 
tures 7, et T, (T, > T,) servant de source chaude et de source 
froide dans deux cycles de Carnot dont l’un est réversible (rende- 
ment n) et l’autre irréversible (rendement 7). 

Alors, puisque n < 7 = 1 — T,/T,, il vient que 

To Q3 = To 


Q: 2 
TEST M Gr 


d'où À —$< 0. 
En admettant que la quantité de chaleur Q{ reçne par !e système 
est positive et que la quantité Q, cédée est négative on a 


2 ., 
S É<o. (5.17) 
1=1 


On a là l'énoncé quantitatif du second principe de la thermodyna- 
mique pour le cycle de Carnot irréversible. 


Exemple illustrant le caractère de variation de l’entropie dans les 
processus irréversibles. Considérons un exemple particulier permettant 
d'introduire l'’entropie pour l’ensemble du système et d'analyser 
la variation de l'entropie dans le cas de processus irréversibles. 

Soient deux volumes infinitésimaux I et II d’un fluide incom- 
pressible aux mêmes pressions et à des températures différentes. 
Soit 7, la température du volume I et T, celle du volume II 
(T2 > Ti). 
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Mis en contact, ces deux volumes échangent de la chaleur et l’on 
peut associer, à chaque instant, une certaine température à chacun 
des volumes Î et II (puisqu'ils sont petits). 

La transmission de la chaleur de II à ÎI est irréversible, car, 
selon le second principe de la thermodynamique, s’il n’y a pas 
d'apport de l'énergie extérieure, la chaleur peut être transférée 
de la particule à température 7, à la particule à température 7, 
si To > Ti. 

Désignons par dQ une quantité de chaleur positive transmise 
de la particule II à la particule I au bout du temps dt. Considérons, 
pour simplifier, le cas où le système composé des particules I et II 
n’échange pas de chaleur avec l’extérieur. Si l'irréversibilité se 
rapporte uniquement au processus d'échange de chaleur entre les 
particules, tandis que les états et les processus dans chaque parii- 
cule isolée peuvent être supposés réversibles, on peut écrire pour 
des particules isolées 


d 
dSi= +, ? Lee 


Ï1 est possible de calculer la variation de l’entropie de tout le systè- 
me Î + Il en supposant que l’entropie totale soit une fonction addi- 
tive, c’est-à-dire que 

S = Sï + Srrs 


et, par conséquent, 


dS = dS1+dSn = dQ Et > 0. 


Ainsi donc, malgré l'absence, dans l'exemple traité, d'un apport 
de chaleur extérieur vers le système I + II, l’entropie de celui-ci 
croît par suite d’un processus interne irréversible. 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 
appliqué à un milieu multiparamétrique. Plus haut, en partant du 
cycle de Carnot, on n’a introduit l’entropie comme fonction d'état 
que pour un milieu biparamétrique. Essayons maintenant d'intro- 
duire l’entropie pour des milieux dont l’état est déterminé par ñ 
paramètres de définition variables up}, u?, . .., a” et démontrons 
que, dans le cas d'un cycle irréversible quelconque C pour lequel 
on peut définir la température 7 de tout état intermédiaire du systé- 
me, a lieu l'inégalité 

18112 
& TT <o. 


T 
C 


Décomposons à cet effet un cycle arbitraire (éventuellement irréver- 
sible) C effectué par un système quelconque en éléments infinitési- 
maux dl; qui ont chacun la température T; du système supposée 
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constante. Désignons par dQ; la quantité de chaleur reçue par le 
système au cours du processus dl,. Dans chaque processus élémen- 
taire dl; le système multiparamétrique peut servir de source de 
chaleur pour un cycle de Carnot élémentaire effectué par un milieu 
biparamétrique auxiliaire; on peut choisir ces cycles de Carnot en 
sorte que dans chacun de ceux-ci le milieu biparamétrique auxiliaire 
restitue une quantité de chaleur dQ, au milieu multiparamétrique 
considéré. On peut donc imaginer que le milieu biparamétrique auxi- 
liaire en contact avec le milieu multiparamétrique fournit à ce 
dernier toute la chaleur extérieure au cours du processus C. Prenons 
un certain corps à température constante 7, comme seconde source 
de chaleur pour tous les cycles de Carnot auxiliaires. 
Pour chaque cycle de Carnot élémentaire on a 


+70 0, (5.18) 


(—4Qf”) et dQ, étant les quantités de chaleur reçues par le milieu 
biparamétrique lors des étapes décrites par les isothermes 7; et T, 
respectivement. En intégrant (5.18) sur tout le cycle € on obtient 


Q=$ dQ= To $ 
[C 


C 


Envisageons maintenant un système thermodynamique composé 
d'un ensemble de milieux bi- et multiparamétriques. La chaleur 
ne lui est transmise que par la source T,. La chaleur totale reçue 
par le système multiparamétrique de l'extérieur au cours du cycle C 
est égale à Q,. 

En vertu du principe de conservation de l'énergie, l'énergie 
calorifique Q, reçue par le système composé est égale au travail À 
produit par ce système sur les corps extérieurs 


Equivalence des énoncés du second principe de la thermodynami- 
que. Le travail À ne saurait être positif, sinon on aurait une machine 
cyclique effectuant un travail mécanique À sur les corps extérieurs 
uniquement aux dépens de l'apport de chaleur provenant d'une 
source à température fixe 7,. L'un des énoncés du second principe 
de la thermodynamique stipule qu'il est impossible de réaliser une 
telle machine. Cet énoncé est équivalent à la proposition affirmant 
que la chaleur ne peut pas être transmise d'un corps moins chaud 
à un corps plus chaud sans apport de l'énergie extérieure. 

En effet, si À > 0, le travail obtenu pourrait être utilisé dans 
la machine frigorifique fonctionnant d’après le cycle de Carnot pour 
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transmettre de la chaleur d'une source à température T*<T, 
à une source à température 7. 
Comme il découle de l'équation 


A=Q—Q@:=Q%>0, 


cette machine aurait extrait une quantité de chaleur @, de la source 
à température T* et aurait transmis une quantité de chaleur Q, > Q, 
à la source à température T,. Comme Q, — 0, > 0 et Q, > 0, il 
y aurait en fin de compte dans le système thermodynamique composé 
de cette machine frigorifique et de la machine considérée précédem- 
ment effectuant un travail À un transfert de chaleur d'un corps 
à basse température T* à un corps à température élevée T, sans 
participation d'une énergie extérieure. Or, cela est impossible. 

Pour compléter nos considérations sur l’équivalence des deux 
énoncés du second principe de la thermodynamique il faut noter 
que si l’on admettait la réciproque, c’est-à-dire le transfert de 
chaleur d’un corps froid vers un corps chaud sans dépense de travail 
extérieur, on en arriverait à la possibilité de la création d’un moteur 
perpétuel de seconde espèce. 

En effet, supposons réalisable la transmission de chaleur d’un 
corps à température 7, à un corps à température 7 (Ti > T:) 
sans dépense de travail extérieur. Utilisons une certaine quantité 
de chaleur Q, transférée du corps à température T, vers le corps 
à température 7, dans une machine thermique fonctionnant, par 
exemple, d’après le cycle de Carnot. Cette machine extrait cette 
quantité de chaleur @Q, du corps à température T,, puis en restitue 
une partie Q: (Q: << Q,) au corps à température T, et produit un 
certain travail mécanique À >> 0. 

Si l'on considère les deux processus en question (l’un spontané 
et l’autre dans la machine thermique) comme un seul, il en résulte 
un travail mécanique produit périodiquement uniquement aux 
dépens de la quantité de chaleur Q, — Q, empruntée à l'unique 
source de chaleur à température T.. Or, cela contredit le second 
énoncé du second principe de la thermodynamique. 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 
appliqué aux processus irréversibles dans un milieu quelconque. Ainsi 
donc, on a démontré plus haut que l'hypothèse 


dQte) 
$ 7 > 0 
C 


contredit le second principe de la thermodynamique et doit être 
remplacée par la relation 
dOt®) 
Guee <e 
C 


T 
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pour tout cycle C effectué par n'importe quel milieu (y compris 
biparamctrique). 


Enoncé quantitatif du second principe de la thermodynamique 
appliqué aux processus réversibles dans un milieu quelconque. Si le 
cycle principal C est réversible, en reprenant les raisonnements 
pour un cycle C effectué dans le sens inverse on arrive à la conclusion 
que la supposition À << 0 contredit également le second principe 
de la thermodynamique. Pour un cycle réver- 
sible C effectué par tout milieu il ne subsiste 
qu’une seule possibilité, à savoir 


$ Se 0: 


æ” 


pis 


Introduction de l’entropie pour un milieu mul- | 
tiparamétrique à l’aide des processus réversibles. I1 Fig: 33. Sur la 


découle de l'égalité précédente que dans le cas Peer ne 


| | _ : aQ® de processus réver- 

des processus réversibles l'intégrale LE est sibles 
A 

indépendante du chemin d'intégration, n'étant fonction pour un 
état initial fixe (À) du milieu que de l’état final (B). Par conséquent, 
en recourant aux processus réversibles pour un milieu multipara- 
métrique de même qu'on a recouru aux processus réversibles pour 
un milieu biparamétrique, on peut introduire une fonction d'état 
univoque 


B 
S (= | SA + const. 
A 


appelée entropie. 

Si, en passant de l’état À à l’état B, le système subit un proces- 
sus irréversible Z, alors l’entropie de l’état B peut être calculée 
d’après un processus réversible quelconque *) £, entre À et B si 
seulement ce processus réversible existe (fig. 33). Cela donnera 


S(B)—S(4)> | —. 


AB(Ÿ) 


En effet, soient deux états À et B d’un certain milieu biparamétri- 
que. Supposons qu'on peut réaliser entre ces deux états un processus 
réversible (Z,) et un processus irréversible (Z). 


*) Il est évident que la valeur de la différence S (B) — S (A) est la même 
pour tous les différents parcours réversibles réalisables entre les états À et B. 


16—0863 
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En s’aidant du processus réversible £, on peut calculer l’entropie 


Gi | 1 | 


AB 
Le cycle C = AZB£Z,A est de toute évidence irréversible et 


d 
Ÿ co <0, 
C 


c'est pourquoi 
dQte) 
“RL 


S5—Sa> | 
AB(ŸZ) 


Soulignons que la dernière intégrale est prise sur le parcours irré- 
versible £. 


Chaleur non compensée. Pour un processus irréversible reliant 
deux états À et B infiniment proches on a 


(e 
dS >. 
Ainsi donc, dans le cas des processus irréversibles 
T dS > 4Q° 
ou 
T dS = dQ® + dQ’, 


où la quantité dQ’ appelée chaleur non compensée est toujours 
supérieure ou égale à zéro. Pour les processus réversibles 


| dQ' =0. 


Soulignons toutefois que dQ”’ = 0 peut avoir également lieu dans 
les processus irréversibles. 


Travail d’un moteur thermique lorsque dQ** = 0. Essayons 
d'obtenir maintenant l'équation énergétique fondamentale d’un 
moteur thermique fonctionnant dans le régime dQ** =£ 0. Un exem- 
ple de cette machine nous est fourni par un dispositif fondé sur 
l'effet magnétothermique. On sait que l’aimantation et la désai- 
mantation des paramagnétiques sont analogues à la compression et 
à la dilatation adiabatiques d'un milieu biparamétrique comme le 
gaz parfait. L'’aimantation adiabatique se produit grâce à l'emprunt 
de l’énergie extérieure dQ**. Au cours de ce processus l’énergie 
interne du milieu augmente ainsi que la température. La désai- 
mantation adiabatique s'accompagne d’une perte de chaleur dQ** 
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ainsi que de la diminution de l'énergie interne et de la température 
du système. 

L'effet magnétothermique permet d'obtenir des températures 
très basses (jusqu’à 0,0044 °K). 

Lorsque dQ** =£ 0, l'équation de la chaleur reçue a la forme 


dUm= — dAV + 4Q9 + 4Q°*. 


Pour un cycle fermé C on a 


& (A0 — ag) = & 40° =", (5.19) 


C C 


où Q@ désigne toute la chaleur reçue par l'agent thermique de la 
machine. | 
Le théorème des forces vives dE = dAW + dA® appliqué 


à un cycle fermé (QdE = 0) fournit 


D Ce) 
$ dA $ dA 


Cela étant, l'égalité (5.19) peut s'écrire de la façon suivante: 


— 6 (44° +40") = Q°. 
C 


Cette relation se trouve être l'équation énergétique décrivant le 
fonctionnement d'un moteur thermique quand, en effectuant un 
cycle fermé, il reçoit de la chaleur extérieure Q( qu'il peut dépen- 
ser non seulement pour produire un travail mécanique sur les corps 
extérieurs mais aussi pour leur communiquer une énergie de nature 
non mécanique (différente du travail des forces macroscopiques) et 
non calorifique. 

On voit que les conclusions concernant le fonctionnement des 
machines thermiques sont applicables même si dQ** 0 à condi- 
tion de supposer que dA soit une somme dA@ + dQ**, c’est-à-dire 
que 


A= € (44° + 40%). 
C 


Les états aux énergies internes égales et aux entropies différentes. 
Signalons, enfin, l'existence éventuelle de processus n’entraînant 
que la variation de l’entropie du système sans modifier son énergie 
interne. Cela part du fait que l'énergie interne et l'entropie peuvent 
dépendre de paramètres thermodynamiques différents, le processus. 
pouvant être fermé pour les paramètres énergétiques et ouvert pour 
les paramètres de l’entropie. 


16% 
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En ce qui concerne le gaz parfait, par exemple, on a 


U=cyT, s=c,ln + const, 


v-i 
p Ÿ 
ce qui permet d'affirmer que tout processus s’effectuant entre deux 
états à température constante et pression variable se rapporte à ce 
genre de processus. 

Ainsi donc, si un gaz primitivement enfermé dans un récipient 
sous une grande pression p, échappe dans l'atmosphère à tempéra- 
ture constante, son énergie inter- 
ne ne variera pas, tandis que s 
augmentera (à cause de la dimi- 
nution de p) (fig. 34). Au cours 
de ce processus le gaz cède de 
l'énergie sous forme du travail 
mécanique en recevant une 
quantité égale d'énergie ther- 

mique. 
Le Notons qu’une même quantité 
Fig. 34. AB— processus où U=const d'énergie peut être d'efficacité 
et s varie variable du point de vue de son 
application pratique, cette effica- 
cité étant définie justement par la valeur de l’entropie (plus l’entropie 
est grande moins l'énergie utilisée est efficace). En effet, lorsque 
le gaz passe de l’état À à l'état B suivant une isotherme, il fournit 
du travail sur chaque élément d’isotherme et y reçoil une quantité 

égale de chaleur. 

Or, l'énergie calorifique est la forme d'énergie la moins efficace. 
D'après le second principe de la thermodynamique elle ne peut pas 
être totalement transformée en aucune autre espèce d'énergie. Au 
contraire, d’autres formes d'énergie (par exemple, le travail méca- 
nique) peuvent se transformer mutuellement et être transformées 
également en chaleur. 


Introduction de l’entropie par voie statistique. L’entropie s peut 
être introduite statistiquement. La valeur de l’entropie est liée à 
la probabilité de l’état correspondant. Dans la physique statistique, 
Boltzmann a établi pour l’entropie la formule suivante 


s—klnP, (5.20) 


où k est la constante de Boltzmann, P la mesure de probabilité 
de l’état envisagé, déterminée par le nombre des états microscopi- 
ques probables correspondant à un même état macroscopique (les 
caractéristiques macroscopiques ne se distinguent pas pour nombre 
de différents élats microscopiques). 
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Additivité de l’entropie. La formule (5.20) conduit à l'additivité 
de l'entropie si la probabilité d'état du système entier est égale 
au produit de celles des parties du système. 

Il en est ainsi, évidemment, si l’on peut supposer indépendantes 
les probabilités d'état des parties du système. 


La croissance de l’entropie lorsque le système tend vers l’équi- 
libre. L'expression (5.20) peut être considérée comme la définition 
de l’entropie valable pour les processus tant réversibles qu'irréver- 
sibles. Comme tous les états pratiquement réalisables correspondent 
aux états les plus probables, il s'ensuit de (5.20) que lorsque le 
système isolé tend vers l'équilibre, l'entropie croît. 


Processus adiabatiques réversibles et irréversibles. Si le système 
est thermiquement isolé mais peut être soumis à l’action d’une force 
quelconque, les processus auxquels participe ce système sont dits 
processus adiabatiques. 

Dans ce cas l'apport extérieur de chaleur est nul (dQ'9 — 0). 
Si le processus adiabatique est réversible, on a 


T ds = 0, 
on en déduit 
S = const. 


Les processus adiabatiques réversibles sont isentropiques. 
Inversement, si le processus réversible est isentropique, c’est- 
à-dire que S$ — const, alors dQ®) = 0 et il est adiabatique. 
Dans le cas d’un processus adiabatique et irréversible on a dS =0 
et l'entropie, si elle varie, ne peut que croître, car dQ° > 0. 
Dans les processus non adiabatiques irréversibles l’entropie peut 
croître et décroître, puisque le signe de 


T aS = dQ"° + 4Q' 


peut être quelconque. Il découle du second principe de la thermo- 
dynamique que dQ” n’est pas négatif. 

Lorsqu'on construit les modèles concrets des milieux continus 
dans lesquels les processus irréversibles ne sont pas exclus, il faut 
recueillir l'information sur dQ” à partir d'expériences spéciales, 
d’hypothèses ou de résultats de la physique statistique. 

On peut donc dire que le second principe de la thermodynamique 
définit le sens des processus réels. Les processus adiabatiques irré- 
versibles se produisent dans le sens de l’accroissement de l’entropie ; 
les processus non adiabatiques s'accomplissent de façon à avoir 
dQ” non négatif. 


Principe de non-décroissement de l’entropie des systèmes isolés 
et condition d’équilibre. Dans tous les processus (en réalité irréver- 
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sibles) d'un système isolé l’entropie ne peut que croître; manifeste- 
ment, les états où l’entropie d’un système isolé a un maximum sont 
ceux de l'équilibre. Ainsi donc, pour les processus internes dans 
les systèmes isolés, la condition de maximum de l’entropie constitue 
celle de l'équilibre. 


$ 6. Potentiels thermodynamiques des milieux biparamétriques 


Examinons encore un problème important de la thermodynami- 
que des milieux biparamétriques effectuant, en général, des proces- 
sus réversibles (dg** est posé nul). 

On a indiqué plus haut que les trois fonctions d'état U,set T 
d'un milieu biparamétrique ne peuvent pas être indépendantes. 
Par exemple, si l'énergie interne U est donnée comme une fonction 
de p et de p, la fonction T (p, p) doit satisfaire à la condition (5.16), 
cette dernière étant considérée, pour U (p, p) donné, comme l’équa- 
tion linéaire différentielle aux dérivées partielles du premier ordre 
pour T (p, p). 

On sait que cette équation différentielle a beaucoup de solu- 
tions, c'est-à-dire de relations diverses T (p, p) pour U (p, p) donné. 
Par conséquent, les propriétés thermodynamiques du milieu ne sont 
pas définies univoquement. Pour éliminer cette non-univocité il 
faut se donner l’une des solutions particulières de l’équation (5.16), 
c'est-à-dire choisir une forme concrète de l'équation d'état T — 
= T'(p,p). Cela fait, on détermine l’entropie (à la constante addi- 
tive près) à partir de (5.14). 

En tant que paramètres de définition thermodynamiques varia: 
bles d’un milieu biparamétrique on peut choisir, et souvent avec 
un grand profit, l’un des couples de variables suivants: pets, p 
et s,p et T, etc. Une question se pose alors : est-il possible de donner 
l'énergie interne Ü en fonction des variables telles que les autres 
fonctions thermodynamiques se trouvent définies complètement et 
de façon univoque? Or, cela s'avère possible. 


Energie interne et entropie comme potentiels thermodynamiques. 
Soit donné Ü en fonction de p et s. En appliquant la règle de déri- 
vation et à partir de l'équation de chaleur reçue (5.14) pour les 
processus irréversibles, compte tenu du second principe de la ther- 
modynamique, on a 

oU 


dU = (Se), ds+ (55), de=T ds pa +. (6.1) 


Il en découle, en raison de l’arbitraire de ds et dp que 


T=(5),. p= (). (ie 
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c'est-à-dire que 7 et p, fonctions de p et s, sont définies univoque- 
ment. L'énergie interne Ü est appelée dans ce cas potentiel thermo- 
dynamique. Il résulte également de (6.1) qu'en donnant l’entropie s 
en fonction de Ü et p on obtient 


ain, als 

r = (5 p° T _\ 61/0 /u'’ 

c'est-à-dire dans ce cas pour les variables U et p l'entropie repré- 
sente le potentiel thermodynamique. 


Energie libre. Si les variables thermodynamiques de définition 
sont pet T7, il est plus commode d'écrire l'égalité (6.1) sous la forme 
d(U—Ts)= —saT + dp 

ou 
dF = —sdT ++ dp, (6.3) 


où l'on a désigné par F la fonction d'état 
F=U—TSs, (6.4) 
appelée énergie libre. Si l’on connaît F en fonction de p et 7, alors 


p et s sont déterminés univoquement à partir de (6.3). En effet, 
il découle de (6.3) que 


(5), P=P (hs (6.5) 


Si l'on utilise les variables p et T, l'énergie libre F (p, T) est le 
potentiel thermodynamique. 


Enthalpie. D'une façon analogue, si les paramètres de définition 
sont la pression p et l’entropie s, la relation (6.1) se met sous une 
forme plus commode 


d (U+L2)=7T d5+< 


ou 
di=T ds ++. (6.6) 
La fonction d'état 
i (p,s) = U + plp, (6.7) 
appelée enthalpie, est le potentiel thermodynamique, puisque 
r=(4),. (2), CE 


Potentiel thermodynamique de Gibbs. Si, enfin, les paramètres 
de définition sont la pression p et la température 7, la relation (6.1) 
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peut être présentée comme suit : 


P_\ _ _ _dP 
d(u—Ts+E)= sdT + 
ou 
= —sàT +. 


La fonction d'état 
Yp, TD =U—Ts + p/p, (6.9) 


appelée simplement potentiel thermodynamique ou potentiel ther- 
modynamique de Gibbs, permet de définir univoquement p et s: 


(9), +) Gao 


L'énergie interne et l’entropie sont définies à une constante additive 
près, tandis que l'énergie libre F et le potentiel thermodynamique Y 
sont définis à une fonction linéaire de température près. 

Il est évident que dans les cas envisagés ci-dessus l'introduction 
des variables indiquées permet de ramener le problème de la déter- 
mination de toutes les fonctions d'état à la détermination d’un 
seul potentiel correspondant. Pour les variables p et p ou ZT'ets 
on ne peut pas indiquer de potentiel thermodynamique. 


Définir un milieu c’est donner les potentiels thermodynamiques 
en fonction des variables correspondantes. Ainsi donc, les propriétés 
thermodynamiques et mécaniques d’un milieu parfait biparamétri- 
que sont complètement définies par la donnée d’une des fonctions 
U (ep,s), i(p,s), F (p, T) ou Y (p, T). La donnée de U, i, F, Y 
respectivement en fonction d’autres variables ne suffit pas pour 
définir complètement un milieu; dans ces cas il est indispensable 
de donner des relations supplémentaires, par exemple, l'équation 
d'état comme une solution d’une équation déterminée aux dérivées 
partielles. 


Détermination expérimentale des potentiels thermodynamiques. 
Les données expérimentales (calorimétriques et mécaniques) ou les 
données de la physique statistique recueillies en observant les 
modèles physiques correspondants par rapport auxquels on admet 
certaines hypothèses simples permettent de définir les potentiels 
thermodynamiques des fluides réels. 

En particulier, on attache une grande importance à la mesure 
de la chaleur spécifique. La chaleur spécifique, comme on sait, est 
la quantité de chaleur nécessaire à élever la température de l'unité 
a masse d’un degré Celsius (si la température est mesurée en degrés 

elsius). 


$ 61 POTENTIELS THERMODYNAMIQUES 249 


La chaleur spécifique d’un milieu biparamétrique dépend essen- 
tiellement de la variation des deux paramètres variables. La chaleur 
spécifique n’est définie univoquement que si l’on donne complète- 
ment le processus accompagné d'augmentation de température. 

Pour un milieu compressible une grande importance est attachée 
aux chaleurs spécifiques c, et c, qui sont l’une la chaleur spécifique 
à pression constante et l’autre, à volume constant. On a pour c» 
et cy les formules suivantes: 


= (2), = (7), = 7), (7), 


-(HCP,+ (0-7, 10 
et 


(= (= (5) (+ (Gr), 5 (6) (642 
Il découle des formules (6.11) et (6.12) les expressions de la 
différence Cp — Cy 


er [(4),-2] (2), - 


--(@).-51(, e.9 
(6.13) et l'équation de chaleur reçue conduisent à une autre égalité 
Cp —Cy = (7) (5). (6.14) 
qui, en vertu de l'égalité 
Gr) (27) 


découlant de la formule 
_ { 9P OP. 
np ÔT ), 27 + | dp ) 7 de 
se ramène à la forme 


pv = (&), (#). (6.15) 


Les égalités (6.13) à (6.15) sont valables pour des milieux bipara- 
métriques quelconques. En se servant des résultats de la mesure 
des chaleurs spécifiques c, et c,, de ceux de la mesure des coeffi- 
cients de variation thermique de densité à pression constante 
(dp/0T), = k, et des coefficients d'augmentation de pression à volu- 
me constant (0p/0T), = k, on peut définir les dérivées de l’éner- 


250 ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THERMODYNAMIQUE  [CH. V 


gie interne et de l’enthalpie par les formules 


SRE a | 


(6.16) 
(7), =cv 
et 
Gr), Éd (6.17) 
+ Er (2), +0] 


On doit avoir en même temps, comme conséquence du premier 
et du second principes de la thermodynamique, les conditions d’inté- 
grabilité suivantes : 


“Rte te) (6.18) 
et 
2 L 


que l’on peut utiliser dans le but de réduire le nombre de mesures 
ou de vérifier les résultats de mesure. 

Dans les paragraphes précédents de ce chapitre il a été établi 
qu’à tout système thermodynamique on peut toujours associer deux 
fonctions thermodynamiques d'état, à savoir l'énergie interne U et 
l'entropie s, et dans le cas de processus réversibles on peut ajouter 
encore une fonction d'état, la température absolue T. On a obtenu 
une nouvelle équation universelle, l'équation de chaleur reçue 


QU = 2 dt + dgt®) + dg** (6.20) 
ou 
pii iÿ ji 
QU =—- es dt + dg(® + dg°* pour p”=p 
et l'on a envisagé le second principe de la thermodynamique 
TdS=dQ"® +40, 
dQ" > 0 
ou (pour l'unité de masse) 
T ds = date) + da’, 
, __dQ 
dq = >0, (6.21) 
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dont on a généralement besoin pôur construire les modèles concrets 
de milieux continus. 

Appliquons maintenant ces résullats à la construction des modè- 
les concrets de milieux continus. 


$ 7. Exemples de milieux parfaits et de milieux visqueux. 
Leurs propriétés thermodynamiques. 
Conductivité thermique 


Pour pouvoir appliquer le système d’ équations universel obtenu 
précédemment (com posé d'équations de continuité, des impulsions, 
des moments cinétiques — dans le cas classique p” = p”, d'équa- 
tions de la chaleur reçue et du second principe de la thermodynami- 
que) aux problèmes particuliers sur le mouvement du milieu continu 
il faut lui adjoindre des relations définissant les propriétés du modè- 
le concret du milieu. 

Etudions maintenant certains modèles importants de milieux 
continus en tenant compte des propriétés thermodynamiques. 

a) Modèle d'un fluide parfait incompres- 
sibl 

Il découle de la condition d’incompressibilité que pour chaque 
particule 

p —= Pop — Const. 


Dans un fluide non homogène la densité p peut être considérée com- 
me une fonction donnée des coordonnées lagrangiennes Et, E*, Es; 
dans un fluide homogène la densité est la même pour toutes les 
particules. 

Conformément à la définition donnée précédemment, un fluide 
est parfait si p” — —pg. 

Comme on sait, dans le cas d’un fluide parfait homogène incom- 
pressible le système de quatre équations scalaires comportant l'équa- 
tion de continuité 


div vu = 0 
et trois équations d’Euler 
PE EE 
si P üri 


est un système complet qui permet de déterminer la pression p (zx', t) 
et le vecteur vitesse v (x', t). Si le fluide parfait incompressible est 
non homogène, il faut ajouter à ces équations une cinquième 
dp _ 
dt ? 


servant à déterminer la fonction p (xt, x°, x°,t) du point de vue 
d’Euler. 
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Le travail des forces internes de la pression dans un fluide par- 
fait incompressible étant toujours nul, ce qu’on écrit comme 


1j ; | 
dAN = — E ejdt = LEP ei, dt = Reldt=s div vdit=0, 


l'équation de la chaleur reçue dU — dq(®) peut être envisagée com- 
me l'équation permettant de déterminer la densité de l'énergie 
interne Ü ou la propagation de la chaleur dans un flux de fluide. 


Entropie et énergie interne d’un fluide parfait incompressible. 
La définition du modèle d'un fluide parfait incompressible com- 
prend également la supposition selon laquelle tous les processus 
mécaniques dans ce modèle sont réversibles et, donc, 


dq{e)=T ds, dg =0. (7.1) 
L'équation de la chaleur reçue avec le concours de (7.1) fournit 
aU =T ds. 


Il s'ensuit que U = const, si s — const; c'est pourquoi U n'est 
fonction que de s, U = U (s). Comme, d'autre part, 


il est évident que T = T(s ou U=U(T)et s=s(T). 
La chaleur spécifique c d’un fluide incompressible peut s’écrire 


L'entropie et l'énergie interne d'un fluide parfait incompressible 
sont définies au moyen de la chaleur spécifique c (7), donnée comme 
une fonction de la température, d’après les formules 

U={c(rar, s= [9 (7.2) 
Si c — const, on a 


U = cT + const, s = c In T + const. 
L'équation de la chaleur reçue 


= (7) = (7) [ + ot (7.3) 


peut servir à ie la distribution de la tempérmture. 

Ainsi donc, du point de vue de la mécanique des milieux conti- 
aus, un fluide parfait incompressible est complètement donné par 
la valeur de la densité et par la chaleur spécifique c (T). 

En outre, la résolution des problèmes concrets nécessite la donnée 
des forces massiques extérieures F, l'apport de chaleur dg(® et 
quelques conditions complémentaires: initiales, aux limites ou 
d’autres, indispensables à choisir parmi les solutions du système 
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d'équations aux dérivées partielles celle qui résout le problème 
considéré. 


Indépendance du problème mécanique du problème thermique et 
relation entre le problème thermique et le problème mécanique dans 
le cas du mouvement d’un fluide parfait incompressible. Notons en 
conclusion que la solution du problème mécanique sur le mouve- 
ment d'un fluide parfait incompressible, soumis à l’action des forces 
données, est indépendante de la solution du problème sur la distri- 
bution de la température dans le volume du fluide et n’exige pas la 
connaissance de l'énergie interne. 

Au contraire, l'équation (7.3) pour la distribution de la tempé- 
rature 7, l'apport de chaleur étant connu, ne cesse d’être indétermi- 
née que lorsqu'on connaît la distribution des vitesses v (1°, t), or, 
pour la connaître, il faut résoudre le problème mécanique. 

On en conclut que s’il y a mouvement du milieu, la solution du 
problème thermique dépend de celle du problème mécanique. 

b) Modèle d’un gaz parfait ou d'un fluide 

parfait compressible 


Modèle d’un gaz parfait *). En premier lieu, définissons un gaz 
parfait comme un milieu où le tenseur des contraintes est sphérique 


ÿ ÿ. 

P —= — pP£”; 
en second lieu, comme un milieu biparamétrique où l’énergie interne 
n’est fonction que de deux paramètres, par exemple, de p et s: 


U = U (p,s), 


et, en troisième lieu, comme un milieu dans lequel tous les proces- 
sus mécaniques sont réversibles *“*) pour les mouvements continus 


et, donc, 
dg” = 0. 


Si U (p,s) est donné, ces trois hypothèses fixent complètement 
le modèle d'un gaz parfait ou d’un fluide parfait compressible 
tant du point de vue thermodynamique que physique. 

En effet, si les forces massiques Æ et l’apport de chaleur exté- 
rieur dg(®) sont donnés, deux équations (6.2), dites équations d'état, 


*) Dans la présente traduction le terme gaz parfait est employé dans deux 
sens. L'un est défini aux pages 219—220 en présence et en l'absence de visco- 
sité, l’autre correspond à un gaz mécanique parfait, de propriétés arbitraires, 
défini à la page 162. En russe, à ces deux sens correspondent deux termes 
différents. Note du traducteur. 

._., **) Dans un gaz parfait, on étudie parfois des processus physico-chimiques 
irréversibles, les réactions chimiques par exemple. Dans ce cus dg', lié à l’irré- 
versibilité de ces processus, peut être non nul. 
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le second principe de la thermodynamique 
T ds = da{® 


ou l'équation de la chaleur reçue 
dU = — pd ++ dgt, 


l'équation de continuité 
+ +pdivv=0 


et trois équations d'Euler 


représentent un système complet pour la détermination de sept 
fonctions inconnues : p, v;, p, s et T. 

Notons que les équations d'état (6.2) sont valables pour tous les 
processus. Au lieu de la fonction U (p,s) on peut donner n'importe 
lequel des potentiels F (0, T}), i(p,s), Y (p, T). 


Système complet d'équations du mouvement d’un gaz parfait 
dans un processus adiabatique. Si dans chaque élément d’un corps 
on a un processus réversible et adiabatique, alors dg” = 0 et dg(®) — 
= 0; par conséquent 


s—f(E", &?, &), 


c’est-à-dire que l'entropie se conserve pour chaque particule de 
matière. La valeur de l'entropie dans les particules, tout comme 
celle de la densité d’un fluide incompressible non homogène, doit 
être donnée ou définie à partir des conditions complémentaires sug- 
gérées par la position du problème concret. 

Si dans un processus adiabatique l’entropie s est la même pour 
toutes les particules, s = const, il découle des équations d'état (6.2) 
que la pression p et la température T ne dépendent que de p, c’est- 
à-dire que le processus est barotrope, et le système d'équations 
mécaniques devient complet si l’on connaît la fonction U (p, 5). 


Système complet d'équations du mouvement d’un gaz parfait 
dans une transformation isotherme. Si les variations thermodynami- 
ques indépendantes sont p et T', il est plus avantageux, pour définir 
un modèle d’un milieu continu, de donner l'énergie libre F (p, T) = 
= U — Ts. Les équations d'états seront dans ce cas de la forme (6.5). 
Elles sont également valables pour toutes les transformations, mais 
cette forme est surtout commode pour l'étude des transformatinos 
isothermes. 
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En effet, lorsque T (Et, E*?, ES) est donné ou T = const, les 
équations (6.5) fournissent immédiatement pour chaque particule p 
une fonction de p, p n'étant fonction que de p (et ne dépend pas des 
E") si grad T = 0. Le système d'équations mécaniques est alors fermé 
si l’on connaît la fonction F (p, T). 

Dans ce cas l’entropie est donnée par la première équation (6.5), 
tandis que l'équation de la chaleur reçue que l’on peut écrire sous. 
la forme 


ddo= — Ta (F), (7.4) 


permet de calculer la quantité de chaleur extérieure nécessaire 
à maintenir la transformation isotherme. 


Modèle d’un gaz thermodynamiquement parfait. L’exemple d’un 
modèle d'un fluide parfait compressible est fourni par le modèle 
d'un gaz parfait. Pour le gaz parfait la densité p, la pression p 
et la température absolue T sont reliées par l'équation de Clapeyron 


p = PAT, (7.5) 


où R est la constante des gaz parfaits. En s'appuyant sur l'équation 
de Clapeyron et celle de la chaleur reçue, compte tenu du second 
principe de la thermodynamique, on a pour les processus réversibles 
dans les milieux parfaits (6.1) 


dU = Td(s+ RIinop). (7.6) 

Par conséquent, pour les gaz satisfaisant à l'équation de Clapeyron, 
sus dp a 2 

la combinaisons + | R— ne dépend que de U et, COMME Ain — 
—= T n'est fonction que de U, il s'ensuit que l'énergie interne U 
et la somme s + { RE ne peuvent dépendre que de la température 


et sont indépendantes de la densité. Il est évident que ce résultat 
reste valable également dans le cas où l’on a l'équation d’état dans 
la forme (7.5), mais dans laquelle, à la différence de l’équation de 
Clapeyron, À est une fonction arbitraire de la densité p. 

Posant dU = cy (T) dT, on tire de (7.6) que 


dT - 
s= (QT RM. (7.7) 


Pour définir le modèle d’un gaz parfait il est nécessaire de don- 
ner la constante R dans l’équation de Clapeyron et l'énergie interne 
spécifique en fonction de la température T. Donner l'énergie interne 
spécifique équivaut, à une constante près, à donner la chaleur spéci- 
fique à volume constant en fonction de la température T. Puisque 
l'équation (7.9) et les résultats suivants ne dépendent pas de la 
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masse de la particule, il est aisé d’obtenir, en s'appuyant sur les 
définitions du paragraphe 6 concernant une particule homogène 
de masse m d'un gaz parfait à RÀ = const, toutes les formules pour 
l'entropie ct les potentiels thermodynamiques. 

Ces formules sont 


Un=m (üo+ Î ou aT ), 


To 
é cdT 
sun(n+f SE rne). 
T 
im=m (io+ | cpaT), { (7.8) 
To 


Fn=m (ue Ta+ | evar 7 | ar RTir 2), 
To To 


T T 
C 
Yu mlio—Tso+ dT—T\LGT+RTIN +). 


Ici les chaleurs spécifiques cy (T7) et c, (T) sont rapportées à 
l'unité de masse. Les constantes U,, So, io Correspondent aux valeurs 
de U, s et i à température T,, à la pression p, et à la densité p4. 
Pour nombre de gaz les quantités Us, So; dos Cp» Cv et R peuvent 
être considérées inversement proportionnelles à la masse molaire M. 

Les formules (7.8) deviennent très simples dans un cas pratique 
important où l’on peut admettre que la chaleur spécifique c+ est 
constante, c'est-à-dire ne dépend pas de la température. Il découle 
alors de la relation de Mayer (4.5) 


que la chaleur spécifique c, est également constante. Dans le cas 


d'un gaz parfait à chaleurs spécifiques cy et c, constantes la formu- 
le (7.8) fournit 


Um—=mcyT<+const, im=mc)T + const, 


Tp} PPÿ (7.9) 
S=m (cyIn Top? +5)=m (orne +50) . 
D'où 
8 — $0 
_. P \? Es 
p= po (Æ) e V 3 , 
_ (7.10) 
Zn =U—=cyTo (2)T"e ‘V +oconst, 
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y = Ch/Cy étant le coefficient de Poisson. La relation (7.10) entre s, 
p et p, ou une relation correspondante entre s, T et p, peut être 
interprétée dans toutes les transformations comme l'équation d'état 
analogue à l’équation de Clapeyron p = pRT. Il est évident que pour 
décrire complètement le modèle d’un gaz parfait à chaleurs spécifi- 
ques constantes il suffit de donner seule la fonction U (p,s): 


8—80 


U= cyTo (2)"e v +const. (7.11) 


L'équation d'état de Clapeyron n'est plus conforme à la réalité 
dans le cas des gaz fortement comprimés lorsque la densité est très 
grande. Cette équation est également incorrecte pour les états voi- 
sins du point de liquéfaction des gaz et pour les liquides. Notons 
également qu'aux températures très basses, proches du zéro absolu, 
l'équation de Clapeyron et les formules (7.8) cessent de suivre les 
principes généraux de la thermodynamique (le second principe, le 
théorème de Nernst et ses conséquences sur le comportement de la 
substance à l'approche du zéro absolu). 


Gaz de Van der Waals. Etudions un gaz parfait vérifiant l’équa- 
tion d'état de Van der Waals 


RT 


où À, b et a sont des constantes physiques positives. L'équation 
(7.12) est une précision de l'équation de Clapeyron. Elle décrit 
les transformations au voisinage des points de liquéfaction des gaz 
ainsi que les liens réels dans certains intervalles de phase liquide. 


L'introduction du dénominateur 1 — bp = 1 — De dans l’équa- 


tion (7.12) rend compte d’une brusque augmentation de la pression 
lorsque la densité p s'approche de la valeur p* laquelle est choisie 
grande. Le terme complémentaire —ap° est également notable 
seulement si la densité p est grande. Ce terme rend compte des for- 
ces de répulsion entre les molécules, forces n’apparaissant que lors- 
que les molécules se rapprochent, donc lorsque la densité devient 
grande. 


Il découle de l'équation d'état (7.12) et des formules (6.16) que 
OU OU 
= ect (57), =. C4 


En dérivant la première de ces égalités par rapport à 7, on voit 
que la chaleur spécifique c- pour le milieu de Van der Waals ne 
dépend que de la température. La fonction cy (T) est définie par 
les propriétés du milieu. En créant le modèle d’un milieu on doit, 
outre l’équation d'état (7.12), donner la forme de cette fonction. 
17—0863 
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D'après (7.13), l'énergie interne du gaz de Van der Waals s'écrit 
ainsi 


T 
U= | cv (T) AT —ap+ const =D [+ + ap°) (1— bp) ]—ap. (7.14) 
To 
La fonction ® (7) se définit de la manière évidente au moyen de la 
fonction cy (7). 

L'équation de la chaleur reçue (6.1) tenant compte du second 
principe de la thermodynamique pour les transformations réversibles 
d’un milieu parfait et l’équation d'état (7.12) conduisent aisément 
à la formule de la différentielle de l’entropie du milieu de Van der 
Waals 


Rd 
_ du P. LU cy (T)aT p 
ds td Tr — LT ur 
D'où 
F b 
s — | EP + R In PE + const. (7.15) 


To 


Les expressions des potentiels thermodynamiques F, i et Y 
d'un gaz de Van der Waals découlent directement des définitions 
(6.4), (6.7), (6.9) de ceux-ci, des formules de l’entropie (7.15), (7.14) 
ainsi que de l'équation d'état (7.12) d’un gaz de Van der Waals. 


Milieu où la pression ne dépend que de la densité. Considérons 
un autre cas général d’un milieu biparamétrique dont l'énergie 
interne s'exprime par la formule 


U = f(p) + @ (s). (7.16) 
Les équations d'état (6.2) donnent dans ce cas 
T = œ'(s) et p = p°f (bp). (7.17) 


Par conséquent, quelles que soient les transformations, la pression 
ne dépend que de la densité et la température que de l’entropie. 
Pour un tel milieu l'équation le la chaleur reçue est pleinement 
substituée par les liaisons finies (7.17). 

Il est évident que les formules (7.16) et (7.17) conduisent égale- 
ment aux expressions 


F=f(p)+o(T), (7.18) 


i= f1(p)+@(s), 
F=fi(p)+o(T). 
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On voit sans peine que si l’une des formules (7.18) est vérifiée, 
toutes les autres formules (7.18) ainsi que (7.16) le sont aussi. 

IL est également clair que si, pour les particules d’un certain 
milieu, dans toutes les transformations réversibles possibles la pres- 
sion p ne dépend que de la densité p, il s'ensuit que la température 
ne dépend que de l'entropie et les potentiels thermodynamiques 
doivent s'exprimer par les formules (7.16) et (7.18). 


c) Modèle d'un fluide visqueux 


Définition du modèle d’un fluide visqueux. On appelle fluide 
visqueux (voir ch. IV) un milieu où les composantes du tenseur 
des contraintes et celles du tenseur des taux de déformation sont 
liées par les relations de la forme 


po= — pe +r (cs), (7.19) 


où t” sont les contraintes visqueuses et 2ecs = Vas + Vala- 
Si t” est une fonction linéaire de e,8 et le fluide est isotrope, 
on a 


Tij = À gi; div v + 2e;y. (7.20) 
Ainsi donc, pour un fluide isotrope linéaire visqueux on a 
po = — pe + AeŸ div v + 2ugiegibe,s. (7.21) 


À la place du coefficient À on peut introduire le deuxième coef- 
ficient de viscosité & 


G=A+ ip. (7.22) 


Les coefficients 6, À et u diffèrent selon les milieux et peuvent être 
soit des fonctions de la température, soit des constantes physiques 
du milieu considéré. Dans certaines applications on a à envisager 
également les milieux pour lesquels À et 1 représentent certaines 
fonctions des invariants scalaires du tenseur e;;, de la température T 
et d'autres variables thermodynamiques. Pour des raisons de la 
simplicité on supposera constants les coefficients & et u dans un 
exemple pratique très important d’un milieu visqueux qu’on étudiera 
dans ce qui suit. 

Pour définir un modèle d’un fluide visqueux il faut encore don- 
ner l'énergie interne comme une fonction de p et s par exemple 


U = U (ep, s), 
ainsi que la quantité dg’, puisque le mouvement d'un fluide vis- 
queux est, en général, une transformation irréversible (dg’ — 0). 


On sait déjà que les équations du mouvement d'un fluide vis- 
queux linéaire à coefficients de viscosité constants, équations de 


179 
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Navier-Stokes, ont la forme 
d 1 : 
m =ŸF—-grad p+ (£+3) grad div & +vAv, (7.23) 


où v — u/p est le coefficient cinématique de viscosité. 
L'équation de la chaleur reçue peut être écrite, compte tenu du 
second principe de la thermodynamique, sous la forme 


dAtH) 
dU = — + T ds—dg'. (7.24) 


Travail des forces internes dans un fluide visqueux. Calculons le 
travail élémentaire des contraintes internes rapporté à l'unité de 
masse d’un fluide visqueux. En portant p* donné par (7.19) dans 
l'expression générale du travail des forces surfaciques internes on 
obtient 


dA(N) 1j : rii 
an nr e;y dt = ges Sn e;ydt= 
tie 
= L div vdt— "4. (7.25) 
P p 
En vertu de l'équation de continuité div v = + il vient 
tie; 


1 Q) 1 


p 


Pression ettempérature dans un fluide visqueux. Les relations (7.24) 
et (7.26) fournissent 
T 


4 es ; 
QU = — pd À +" dt+T ds—dg'. (7.27) 


Admettons par définition que pour un fluide visqueux compressible 
ainsi que pour un fluide parfait compressible la pression p et la 
température 7 dans toutes les transformations se déterminent de 
l'expression *) 


dU = —pi++Tds, (7.28) 
c'est-à-dire qu'ont lieu les formules 
oU oU 
paf) Ter), ” 


On peut justifier cette hypothèse et donc le modèle introduit en 
rappelant que les paramètres p et T d’un fluide visqueux au repos, 
lorsque e;; = 0, doivent coïncider avec les paramètres correspon- 


*) Cette hypothèse essentielle, appelée formule de Gibbs, permet d'établir 
immédiatement la formule pour la chaleur non compensée dg'. 
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dants d’un fluide parfait au repos. Il en est de même du cas où le 
fluide se meut comme un solide. Les contraintes visqueuses n'ap- 
paraissent que lorsque le mouvement est accompagné de déforma- 
tions. 


Expression de la chaleur non compensée dans un fluide visqueux. 
Dans le modèle introduit du fluide visqueux les relations entre la 
température, l’entropie et l’énergie interne sont indépendantes des 
propriétés de viscosité. En comparant les équations (7.27) et (7.28) 
on obtient l’expression pour la chaleur non compensée valable dans 
le cas d’un fluide visqueux linéaire 


tie; 


dq' = dt. (7.29) 

Dissipation de l'énergie mécanique dans un fluide visqueux. 
Montrons que la présence du terme dg' témoigne de la dissipation 
de l'énergie mécanique lors du mouvement d’un fluide visqueux. 
En effet, le théorème des forces vives appliqué au fluide visqueux 
peut s'écrire ainsi 


dA‘®) tiei 


® 1 
La quantité — (1/p) re, jdt = —dg", représentant le travail des 


forces des contraintes visqueuses rapporté à l'unité de masse, est 
toujours négative (ou nulle, si e;; — 0), puisque dg” >> 0. Il s'ensuit 
alors que le travail des forces des contraintes visqueuses ne fait 
que diminuer l'énergie cinétique du fluide. 


Le coefficient de viscosité est positif. Si un fluide visqueux est 
linéaire et isotrope, en substituant la loi de Navier-Stokes (7.20) 
dans l'expression pour la chaleur non compensée (7.29) on obtient 


dg = veijdt= + L (EH) «t)2+2petes | = 


=<[or+2n (À) ], (7.30) 


où J, et Z, sont le premier et le second invariants du tenseur des 
taux de déformation ayant pour expressions Z, — g"e;;, I, — e°e;j. 
Il est aisé de vérifier que dans les axes principaux du tenseur des 
taux de déformation l'expression 
Ii 
B— 
peut être représentée comme une somme de carrés, à savoir 


= (a+) + CEE (e—#)">0. 
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Il en découle directement que pour les mouvements quelconques 
dans un système de coordonnées arbitraire 72, — 1*/3 > 0. La for- 
mule (7.30) étant valable pour tous mouvements et & et u ne dépen- 
dant pas, par définition, de e,;, il découle du second principe de la 
thermodynamique (dg” > 0) que 6 > 0 et p > 0. 

En effet, si le mouvement d’un fluide est tel que le volume de 
chaque particule ne varie pas, alors Z, = 0 et dg” = 2ul,dt/p > 0. 
Or, on a toujours 7, > 0, d'où l’on tire que u > 0. Pour une com- 
pression ou dilatation omnilatérale d’une particule, c'est-à-dire 
lorsque e;; = eg;;, on a 


Ia—1/3=0, dg =tldtjp=>0, 


et par conséquent & > (. 
Envisageons maintenant le problème de la transmission de la 
chaleur à un volume d'un milieu continu. 


Vecteur courant de chaleur. La chaleur peut être transmise à un 
milieu moyennant divers mécanismes : conduction thermique, rayon- 
nement, courant électrique, réactions chimiques, etc. 

Examinons la conduction thermique, le phénomène de trans- 
mission de la chaleur par suite d'une distribution non uniforme de 
la température dans un corps. Dans ce cas un volume isolé quelcon- 
que de milieu At ne reçoit de la chaleur qu’à travers la surface E 
limitant ce volume. Ainsi donc on a 


dQ(® = | Q do, 
Z 


où © est une certaine fonction des points de la surface © limitant 
le volume At. Il découle de l’équation de la chaleur reçue que, 
lorsque Z tend vers un point, la quantité dQ® est de l’ordre de 
AT dt, c'est-à-dire que dQ(® = dg@ p At, dg{®) étant infiniment 
petit de l’ordre de dt. 


Il s'ensuit *) que l’intégrale de surface je do doit se ramener 


à l'intégrale de volume, autrement dit, sur la surface © la quantité 
Q doit avoir pour expression 


Q = — (qi; + g°ne + ns) dt, 


où #7, sont les composantes covariantes du vecteur unitaire de la 
normale extérieure à ©. Q étant scalaire, les quantités finies 
q (x, x°, x, t) seraient les composantes contravariantes du vecteur q 
défini dans tous les points du milieu. Le vecteur g est appelé vecteur 


À de résultat s’obtient de) la même façon que la formule pour p, (2.4), 
ch. III. 
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courant de chaleur; il définit la direction et le sens de la transmis- 
sion de la chaleur, sa valeur étant égale à la quantité de chaleur 
traversant en unité de temps une unité de surface perpendiculaire 
à cette direction. La quantité de chaleur traversant en temps dt 
un élément de surface do orienté arbitrairement est évidemment 
égale à g-n do dt (n est la normale à do) et le flux total de chaleur 
dQ() transmise au volume V peut être pré- 

senté sous la forme (fig. 35): 


dQ) = — | q-n do dt, q 


v 


où n est la normale extérieure à la surface 
Z. D'après le théorème de Gauss-Ostro- 
gradsky 


(e) __ : 
dQ "= — | div gdtdt. Fig. 35. Vecteur courant 


V de chaleur q(n est un 
ae | vecteur unitaire de la 
La quantité de chaleur transmise au bout normale extérieure à 2) 


du temps dt à un volume infinitésimal dt 
est égale à dQQ = = div q dt dt, et celle transférée à l'unité de 
masse du milieu est 


da = _— divadt. (7.31) 


Loi de la conduction de Fourier. On peut avoir différentes lois 
définissant le vecteur gq. 

La loi fondamentale et la plus répandue, qui se montre efficace 
dans nombre de cas pratiques, est la loi de la conduction de Fourier 
traduite par la formule q = —*x grad T. 

Etant donné que le vecteur courant de chaleur est de sens opposé 
à celui du gradient de la température, on a x >> 0. Le coefficient x 
est dit coefficient de conduction thermique. Il est des cas particu- 
liers importants où le coefficient x est constant ou dépend de la tem- 
pérature 7. 


Expression de l’apport de chaleur dans le cas où la conduction 
thermique suit la loi de Fourier. Analysons un cas simple, très im- 
portant, lorsque x = const. L'apport de chaleur dg© par unité de 
masse du milieu s'écrit dans ce cas 

dg(©) X .. ni de x . 
—— =<+ divgradT=—V;g"V}T—=—V;V'T, 
dt p 8 p Vig V] p VV 


ou 


où AT est le laplacien de la température. 
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Dans un système d’axes cartésiens 


dgte aT o2T 
dt = (++). 


Equation de la chaleur reçue pour un fluide visqueux, conducteur 
thermique. Ainsi, lorsque la chaleur est transmise à un fluide vis- 
queux par conduction suivant la loi de Fourier, l'équation de la 
chaleur reçue est de la forme 


dU d'i 5 
= pie si  Teiy+ À AT [(7.32) 


ou encore, en vertu de (7.28), 


ds À ii  X 
T— pr et AT. 

Pour un fluide satisfaisant à la loi de Navier-Stokes cette équa- 
tion peut être écrite, compte tenu de (7.30), de la façon suivante: 


TH =E (div v)* + —— cn [5 ey——+ (div v)° ]++ar. (7.33) 


Cette équation peut servir à déterminer la distribution de la 
température dans un fluide. L'énergie interne U ou l'entropie s 
doivent être données en fonction de la température et de la densité. 
Par exemple, si 


U — {car + const, 


alors dans les axes cartésiens on a 


CAPE A LAPS OPEL A 
dt Va VE TUE oy dz 
et l'équation de la chaleur reçue (7.32) coïncide, dans le cas d’un 
milieu au repos, avec l'équation habituelle de la chaleur 
ôT _ x Es LT ss 
dt  pcy \ Oz ‘ dy? dz? 


Système complet d'équations du mouvement d’un fluide visqueux. 
Si les forces extérieures sont données, alors les équations de Navier- 
Stokes, l'équation de continuité, l'équation de la chaleur reçue 
(7.33) ensemble avec les équations d'état représentent un système 
complet d'équations décrivant le mouvement d’un fluide visqueux 
compressible (linéaire, isotrope), conducteur thermique. 

L'exemple d’un modèle d’un fluide visqueux compressible est 
fourni par celui d'un gaz parfait visqueux, conducteur thermique, 
dans lequel 

U = cyT + const, p = p RAT. 
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{ Nous avons envisagé d’une façon détaillée plusieurs modèles 
importants de fluides. On pense s'arrêter par la suite, d’une façon 
aussi détaillée, sur certains modèles les plus importants des corps 
solides déformables et, en particulier, sur les modèles des corps 
élastiques. 


$ 8. Premier et second principes de la thermodynamique appliqués. 
aux volumes finis d’un milieu continu. 
Taux de production d’entropie 
dans certains processus irréversibles 


Premier et second principes de la thermodynamique appliqués. 
aux volumes finis d’un milieu continu. Ecrivons maintenant dans 
leur forme intégrale les expressions du premier et du second princi- 
pes de la thermodynamique appliqués aux masses finies d’un milieu. 
Pour simplifier on se bornera à supposer que l'énergie interne et 
l’entropie des masses des particules sont additives dans un volume. 
fini d’un corps. En s'appuyant sur la théorie développée plus haut. 
présentons ces équations sous la forme suivante: 


4 To(E+uar- 
V 


Li 
mass 


= (oF.vdr+ | Pn-vdo— | gx do + | se pdt (8.1) 
V È V 


Do 
eo? 


et 


d (C) d 
= [ae (+( T) pér. (8.2) 
V V 

Dans ces égalités V est un volume fini individuel mobile; parmi 
les flux d'énergie extérieure figure le flux défini par le vecteur qg* 
et traversant la surface Ÿ limitant le volume y. 

L'astérisque affectant le vecteur q* signifie qu'il s’agit du courant 
total spécifique d'énergie (calorifique ou autre) non liée au travail 
des forces mécaniques. Le terme complémentaire dans (8.1) contenant 
dgmass/dt définit le flux d'énergie massique extérieure; ce peut être 
par exemple la chaleur Joule, le travail des couples massiques exté- 
rieurs, etc. Les autres notations sont explicitées par le texte préce- 
dent. 


Conduction en tant que transformation irréversible. Envisageons 
la conduction dans un corps immobile. Admettons, ainsi que nous 
l'avons fait dans l'exemple particulier traité plus haut (v. $ 5 de ce 
chapitre), que dg” — 0; on a alors 


T ds = dgt®) = + divadt. (8.3) 
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Cette relation est vérifiée, par exemple, dans un fluide visqueux, 
immobile, conducteur thermique. 

En appliquant la formule de Gauss-Ostrogradsky à l'équation 
(8.2) on obtient dans ce cas 


= — | + div a dr= + done À (a- grad+) dx. (8.4) 
V 


Cette égalité conjointement avec la en (8.3) est valable 
pour tout échange de chaleur de la partie donnée du système avec 
les corps extérieurs. 

Conformément à (8.4) l’accroissement ou le décroissement de 


l'entropie sont définis par l'intégrale — [7 Ta do pour 9n Æ 0. Si le 


corps est thermiquement isolé, cela veut dire que sur sa surface 
In = 0, mais à l’intérieur le vecteur qg peut être non nul à cause 
d'une distribution non uniforme de la température. 

Ainsi donc, pour un corps thermiquement isolé on a 


= — | ET dr. (8.5) 
dS : 

La quantité 7 étant toujours supérieure à zéro, car l’entropie croît 

par suite de la conduction thermique, le produit scalaire des vecteurs 


aq et grad T est toujours négatif selon le second principe de la thermo- 
dynamique. 


D'après la loi de Fourier qg = —»x grad 7, x > 0. Si la loi de 
Fourier est valable, l'égalité (8.5) prend la forme 
dS 9 ‘ 
TT = | — |grad T |? dr. (8.6) 
V 


Ainsi donc, à condition d’avoir 7 ds — dt), dg' = 0 on obtient 
l'accroissement de l’entropie du corps même en l'absence d'apport 
de chaleur extérieure vers le corps considéré comme un tout. Le 
raisonnement présenté est une généralisation de l’exemple examiné 
au $ 5 de ce chapitre. 

Il découle de l'analyse précédente que la condition dg = 0 
n'est pas une condition suffisante de réversibilité des transforma- 
tions. 

Critères d’irréversibilité. Essayons d'obtenir un critère suffisant 
de réversibilité des transformations. Pour cela posons 


dS = dS + ds, (8.7) 
où dS est la différentielle de l’entropie, 4S et. diS les termes infi- 


nitésimaux, ŒS désignant l'accroissement de l'entropie dû à l'ap- 
port d'entropie extérieur provenant de l'échange de l'énergie avec 
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les corps extérieurs. La quantité’ dS est, par définition, essentiel- 
lement positive lorsqu'il y a irréversibilité ; elle contribue à l’ac- 
croissement de l’entropie pendant les transformations irréversibles 
internes. Pour les transformations réversibles dS peut avoir un 
signe quelconque, tandis que d,jS = 0. Dans l'exemple précédent 
on a eu ser: un corps pris dans son ensemble 


Le des dis In | g-grad 7 
= TRE ETS = —| ao T= dx. 
pi V 


Conformément aux définitions introduites plus haut il faut poser 


deS _____([ 9n … | . 4 dus | q-grad 7 
=] Hdo=—[aivta, Le (LE dr. 
po) V V 
D'où l'on tire pour la densité de l’entropie 
ER CE = A EROT 
des = : div F dt, dis— T2 dt. (8.8) 


I1 découle de (8.8) qu'en général T djs  dg'. Parfois, l'égalité 
T djs = dg’ peut avoir lieu, par exemple, dans certains cas où les 
gradients de la température sont nuls. 


Formules de taux de production d’entropie. Il est d'usage de 
définir les quantités dés et dis par les formules suivantes: 


Li 
7 = div, p=0= D Xex*>U, (8.9) 
[e 4 


où $ est le vecteur courant d'entropie, 6 évalue l’irréversibilité 
de l’accroissement de l’entropie par suite des transformations inter- 
nes, les x s’appellent courants généralisés et les X, « forces » thermo- 
dynamiques généralisées. Dans le cas de la conduction thermiqueon a 
1 OT. 

TE ES 

Dans les théories existantes des transformations irréversibles Île 
problème fondamental consiste à établir les formules du type (8.9). 
Dans de nombreux cas l’on suppose l’existence de liens entre les 
courants #% et les « forces » X,. Pour dégager ces liens on s'appuie 
sur divers principes. Dans le cas du mouvement d’un fluide vis- 
queux, conducteur thermique, la formule (8.9) pour dis/dt prend la 
forme 


S=+, X%= q%, Xa= — 


Ici les relations fonctionnelles entre 1°” et e;;, d'une part, et q 
et grad T, d'autre part, définissent respectivement les propriétés 
de viscosité et de conductivité thermique du milieu. 
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Les lois de Navier-Stokes et de Fourier fournissent un exemple 
particulier de liens entre les courants généralisés et les « forces » 
thermodynamiques. 


Fonction des dissipations. S'il y a une relation entre x et X$ *), 
la grandeur © peut être considérée comme une fonction de 4% ou de 
X 8, c'est-à-dire que 


D Xa% = 6 (X$) = 0 (x°). (8.10) 


La fonction o s'appelle fonction des dissipations. Dans certaines 
théories des transformations irréversibles les principes auxiliaires 
servent à justifier les formules suivantes (qui ne découlent pas 
immédiatement de (8.10)): 


00 

ax He et Y%— — (8.11) 
où À et m sont des fonctions scalaires s'exprimant, en vertu de (8.10), 
par les formules 


OC C. 
Pa et FT 2 (8.12) 
L ox® T'OXa 
Il découle de (8.11) et de l'égalité 
do = Y% dX, + XQAdYx* pour do #0 (8.13) 


que À + m = 1. 

En se référant à (8.13) il est facile de voir que l’une des égalités 
(8.11) entraîne l’autre si toutes les différentielles dX, et, respecti- 
vement, les différentielles dx® sont linéairement indépendantes dans 
certains intervalles de valeurs des variables X, ou %x%. Cette pro- 
position peut devenir incorrecte, en particulier, pour les liaisons de 
la forme 


Jo (Xp) = 0, © > 1, ou p, (XP) = 0, x > 1. 


Dans le cas général, s’il est connu que la fonction © dépend de %%, 
on peut écrire au lieu de la première égalité (8.11), lorsque 
X°00/0%° =£ 0, 


+ à = +, (8.14) 
dans le même temps (8.10) et (8.12) fournissent 
Q,Yxe = (0. (8.15) 


La quantité Q, peut être considérée comme une partie de la « force » 
X, n’engendrant pas la dissipation. L'égalité (8.15) sera une iden- 


*) L'existence de liaisons finies entre x* et X$ n'est pas obligatoire pour 
tous les modèles du milieu continu. 
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tité si 
où || £eg || est une matrice antisymétrique arbitraire (ko — —Xpa). 


S’il y a des liaisons entre les x, on peut introduire dans la défi- 
nition des modèles les quantités 9, non nulles, satisfaisant aux 
égalités (8.15), en vertu des seules équations des liaisons ®@, (X?) = 
01,2... ss 1. 

Si là fonction des dissipations est homogène par rapport à ses 
arguments, alors en vertu du théorème d’Euler sur les fonctions 
homogènes À et m sont constants. Si la fonction des dissipations est 
une forme quadratique de ses arguments, on a 


1 
A=m=. 
Dans ce cas les relations (8.11) représentent des liaisons linéaires 
entre les « forces » X, et les courants %%. Lorsque © est une forme 
quadratique en %%, il vient des formules (8.11) que la matrice des 
coefficients de ces liaisons linéaires est symétrique. 


La théorie d’Onsager. Dans le cas de certains modèles, une théorie 
fondée sur l’hypothèse consistant en ce que la fonction des dissipa- 
tions est une forme quadratique de ses arguments et que les rela- 
tions (8.11) sont justes constitue la théorie d'Onsager. Les lois de 
Fourier et de Navier-Stokes en sont les cas particuliers. 

Dans ce cas on obtient en vertu des lois de Fourier et de Navier- 
Stokes cette expression de la fonction des dissipations 

2 : : 
on + (p(epe+auf ete, + (|). (8.16) 
Il découle de ce qui précède que la fonction © est positive grâce aux 
conditions x>0, 6>0,u > 0. 

Dans le second volume du présent ouvrage on montrera que dans 
la théorie de la plasticité parfaite on peut introduire la relation (8.9), 
où la fonction © est une fonction homogène linéaire en 4%. Dans ce 
cas À = 1, la formule X, = 00/0%% peut rester valable mais les 
grandeurs X, sont liées par des relations du type fs (X8) = 0, 
© > 1, et les formules correspondantes pour X* (X;) diffèrent de 


(8.11). 


$ 9. Introduction à la théorie des modèles des mélanges 
de fluides compte tenu des réactions chimiques et 
de la diffusion des composantes 


Position du problème sur le mouvement du mélange dans son en- 
semble. Dans nombre de phénomènes importants on a souvent à con- 
sidérer les mouvements de mélanges de divers fluides, ou de fluides 
avec des particules solides, ou bien de liquides, mouvements accom- 
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pagnés de transformations de phase, chimiques ou autres et du 
phénomène de diffusion et représentant des mouvements internes 
relatifs des constituants du mélange. Ces transformations peuvent 
être parfois supposées réversibles, mais dans le cas général il faut 
tenir compte de l'irréversibilité et de diverses interactions de forces 
et d'échanges énergétiques. La description de phénomènes corres- 
pondants se fait à l’aide de modèles appropriés applicables à cer- 
taines classes de mélanges et de mouvements subissant des trans- 
formations physico-chimiques déterminées. 

Dans ce qui suit nous adoptons, comme point de départ dans la 
construction de modèles concrets, la position du problème sur le 
milieu continu à constituants multiples *) donnée au $ 4, chap. III. 
En poursuivant, considérons dans un volume infinitésimal AV les 
masses des composantes m; — P;AV et les vecteurs de flux de diffu- 
sion 1; = p; (v; — v) pour N composantes différentes d’un mélange 
définies physiquement ou chimiquement comme des substances 
distinctes susceptibles, en général, de réagir entre elles et occupant 
simultanément le même volume AY. 


Caractéristiques des particules macroscopiques du mélange. Le plus 
souvent, pour décrire les interactions des composantes d’un mélange, 
il faut définir et relever les paramètres des composantes ou du mé- 
Jlange dans son ensemble caractérisant les propriétés mécaniques, 
physiques ou chimiques dont on a besoin pour décrire et formuler 
les régularités essentielles dans le cadre des hypothèses et exigences 
imposées par le problème à résoudre. Par exemple, on peut intro- 
duire, en tant que paramètres de définition qu’on trouvera au cours 
de la résolution du problème, l’entropie s rapportée à l'unité de 
masse du mélange, la densité du mélange p, la densité des consti- 
tuants p,, Po, . . ., px. Lorsque entre les particules des consti- 
tuants différents du mélange il n’y a pas d'équilibre thermodynami- 
que, tandis qu’à l’intérieur de chaque constituant il y a équilibre, 
il est possible de prendre comme caractéristiques d'état les tempé- 
ratures absolues des constituants T;, T:, ..., TA **). On peut 
considérer au même titre diverses caractéristiques géométriques el 
cinématiques introduites et étudiées plus haut de la déformatioi 
subie par une particule; les vecteurs du flux de diffusion J; tradui- 
sant la diffusion des composantes. Dans certains cas se trouvent 


*) Dans certains cas les conséquences particulières de la théorie qui suit 
sont également applicables lorsque les constituants du mélange occupent des 
volumes adjacents. 

*+*) C’est une hypothèse bien forte que d'admettre l'équilibre thermique 
dans les particules de chaque constituant en l'absence d'égalité des tempéra- 
tures des particules des constituants différents occupant un même volume. La 
validité de cette hypothèse pour un phénomène considéré doit être appuyée par 
des raisonnements physiques supplémentaires. 
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être essentielles les valeurs des ‘charges des atomes et molécules 
des composantes en présence d’une jionisation, les caractéristiques 
électromagnétiques ou les énergies des molécules ou atomes excités, 
etc. Souvent, pour formuler les lois d'interaction, de transfert 
d'énergie et les équations cinétiques, il est indispensable de prendre 
en considération non seulement les valeurs des paramètres mention- 
nés mais aussi leurs gradients, c'est-à-dire leurs dérivées, générale- 
ment d'ordre différent, par rapport aux coordonnées et au temps. 

On a recours aux modèles de mélange dans les recherches portant 
sur l’évolution du plasma représentant un mélange d’ions, d'électrons 
et de particules neutres. Une grande importance y est attachée aux 
interactions électromagnétiques macroscopiques entre les consti- 
tuants d’un élément de plasma, ainsi qu’au comportement de cet 
élément, considéré comme représentant le mélange dans son ensem- 
ble, dans les champs électromagnétiques extérieurs. 

Un mélange macroscopique peut être envisagé comme un milieu 
uni aux propriétés complexes caractérisées par un ensemble de 
paramètres internes tels que, en premier lieu, les valeurs des densi- 
tés P1, Po, - . ., Pr des constituants du mélange. Pour établir le 
modèle d’un mélange il faut ajouter aux équations universelles 
mécaniques et thermodynamiques précédemment introduites les 
équations complémentaires, énoncés des lois régissant les caracté- 
ristiques internes d'état et, en particulier, les densités p; des compo- 
santes. 


Equation de l'équilibre des masses pour les constituants d’un 
mélange. Dans le cas général, outre les équations de la mécanique 
pour la vitesse v et la densité p, on peut écrire les équations de l'équi- 
libre des masses établies au $ 1, ch. III, contenant les densités p; 
et la vitesse du mélange dans sa totalité v. Ces équations sont de la 
forme *) 


+ = PE ps div v= x — div Is. °(9.1) 
Les quantités #; AV et div Z; AV définissent la production en unité 
de temps de la masse m; du i-ième constituant au cours d’une trans- 
formation physico-chimique ou d’une diffusion dans un volume 
mobile individuel AV du mélange dans sa totalité. Afin d'obtenir 
à partir de (9.1) les équations réelles pour p; ou c4, il faut s'adresser 
aux lois physico-chimiques préalablement établies pour x; et J;. 


*) Dans les applications souvent il est plus commode d'envisager au lieu 
des densités p, des constituants les concentrations massiques c; = p;/p (i = 
1, 2, ..., N). Il est évident que les c; satisfont aux équations suivantes: 

1 dm; _. dc; 


AV du = P —*i— div Ti (i=1, 2) ..) N). (9.1°) 
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De même qu'en établissant les lois régissant les forces selon le type 
et les conditions des interactions on s'adresse au principe fondamental 
de la dynamique, de même, lorsqu'on établit les lois adéquates pour 
#1 et Z;, il faut avancer les hypothèses qu’on vérifliera ensuite expé- 
rimentalement avec le concours des équations (9.1). 


Equations de l’équilibre des masses dans les transformations physico- 
chimiques. C’est ainsi qu'en chimie on établit, sans tenir compte 
du mouvement, les équations fondamentales de l'équilibre des 
masses appliquées aux transformations de phase et aux réactions 
chimiques pour les extrapoler ensuite au cas du mouvement. Ces 
équations s’écrivent] 

dm} : 


1 | 
7 x = M: 2] Vial (i=1, 2, . N). (9.2) 


K 
a=1i 


Ici r (x = 1,2, ..., r) est le nombre de réactions ou de transfor- 
mations de phase indépendantes se produisant simultanément *); 
la quantité dmi/dt est la variation de la masse m, de la i-ième com- 
posante de la substance contenue dans un petit volume donné AV 
lors des transformations physico-chimiques; M; sont les masses 
molaires; v;. les coefficients stœchiométriques, négatifs pour les 
composantes entrant en réaction et positifs pour les produits de la 
réaction, lorsque celle-ci s'effectue dans le sens positif par hypothè- 
se, c’est-à-dire lorsque w, >> 0; si la composante de numéro à ne 
participe pas à la réaction de numéro &, on a Via = 0; les produits 
M;v:s représentent les fractions de masse des composantes corres- 
pondantes participant à la réaction de numéro &; les quantités w 
caractérisent la rapidité de la @&-ième réaction dans le mélange 
donné. Il est évident que les taux de production de la masse des 
composantes d’un mélange en unité de volume sont proportionnels 
à la quantité w,. On a w, = 0 si la réaction de numéro & a lieu et 
Wa —= Ô dans le cas contraire. 

Le principe de conservation de la masse pour l’ensemble du 
mélange et pour une réaction particulière fournit les relations 


N N 
Ÿ MiVia =0, a = 1, 2: est, OL D x = 0. (9.3) 
ii i=1 

Les formules (9.2) expriment les quantités %; (i = 1,2, ..., N) 


au moyen des vitesses de réaction w, (&œ = 1,2, ...,r). Confor- 


*) Les réactions indépendantes sont décrites par des formules de réaction 
différentes comportant les constituants différents et, d'une façon générale, peu- 
vent se produire lorsque toutes les autres réactions n'ont pas lieu. 

Le problème du nombre possible r de réactions et transformations de phase 
indépendantes en état d'équilibre (règle des phases de Gibbs) relève de la chi- 
mie physique. 
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mément à (9.2), le problème de:la définition des fonctions x, se 
ramène à l'établissement des lois physiques et chimiques complé- 
mentaires pour r fonctions w,, vitesses des transformations. Quand 
r € N, le nombre de relations complémentaires pour x, diminue 
selon (9.2) de N —r. 

Si dans un mélange de constituants (W => 2) ne se produit 
qu'une seule transformation de phase entre les constituants d'indi- 
ces 1 et 2, les poids moléculaires des phases étant les mêmes, il vient 


r=1,i=1,2,...,N, M -=M:=M, 
Vu —1, Va=iÂ, Vy=...=vm=0, 
Hi= —Muws, o—=MUury, Y#3=...—=XN—=0Û. 


Envisageons encore un mélange constitué d'hydrogène H, de 
poids moléculaire M, — 2, d'oxygène O, de poids moléculaire 
M; = 32, de vapeurs d’eau H,0 de poids moléculaire M, = 18 et 
d'un gaz neutre. Supposons qu'il s’y produise une seule réaction 
chimique conduisant à la formation des vapeurs d’eau d’après 
l'équation chimique 


2H, + O, = 2H,0. 


Dans ce cas on a évidemment les relations et les valeurs numéri- 
ques suivantes : 


r=1, N=4, va —2, va = —1, vy=2, vu=0, 
Hi = — &wy, Ko = — 32W4, Hs = 3601, #, = 0. 


Pour les transformations irréversibles, les relations entre les 
vitesses w, et les paramètres définissant l'état et la composition du 
mélange sont dites équations cinétiques des réactions chimiques ou 
des transformations physiques s'il s’agit d’une redistribution des 
masses des constituants n'affectant pas la nature des éléments dont 
sont composés les constituants. Si les grandeurs p; et v sont définies 
en fonction de certains paramètres à l’aide de lois et données supplé- 
mentaires et compte tenu des équations de l'équilibre des masses, 
alors en l'absence de diffusion les grandeurs w, pour r < N se 
définissent de (9.2) et (9.1). On montrera plus bas qu'il en est ainsi 
lorsque les transformations physico-chimiques sont réversibles. 

L'établissement des lois régissant les flux de diffusion J; est 
un problème central de la thermodynamique des évolutions irré- 
versibles. Ces lois seront envisagées dans ce qui suit en rapport avec 
la formule du taux de production d’entropie par suite de la dissipa- 
tion interne de l'énergie. 


Energie interne de l’ensemble du mélange. La construction d’un 
modèle concret du mélange est essentiellement liée au choix du 
système des paramètres de définition (arguments) et à la représen- 
18—0863 
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tation de l'énergie interne de l’ensemble du mélange comme une 
fonction fixe de ces paramètres (arguments). On a étudié au $ 6 les 
fluides parfaits compressibles biparamétriques pour lesquels l’éner- 
gie interne d'une petite particule est définie comme une certaine 
fonction de l’entropie spécifique s, de la densité p et qui est propor- 
tionnelle à la masse m de la particule. En analysant l’ensemble du 
mélange, on prend pour point de départ que l'énergie interne U,, 
d'une petite particule de mélange s'exprime sous la forme 


52 = Ur (s, p;, Mi; Mo) . MN; x, x" 1 €), (9.4) 


où 7x1, 4°, ..., %! sont des paramètres caractérisant les évolutions 
internes et l’état du mélange. Ce peut être les températures des 
constituants, les caractéristiques des mouvements internes macro- 
scopiques relatifs des constituants, en particulier, les vecteurs flux 
de diffusion ou les caractéristiques des interactions liées à la dispo- 
sition et à la structure des constituants, les composantes des ten- 
seurs des déformations de divers constituants du mélange, les para- 
mètres caractérisant les propriétés électromagnétiques des consti- 
tuants et autres grandeurs. La variation de l'énergie interne due 
au travail des forces massiques internes macroscopiques peut être 
traduite par la variation des paramètres %', les interactions entre 
les constituants lors de leur mouvement relatif sont prises en compte 
en estimant la diffusion. 

La généralisation la plus simple des modèles des milieux par- 
faits biparamétriques étudiés au $ 6 pour le cas d’un mélange s’ob- 
tient Sn comme suit la forme de la fonction fondamen- 
tale (9.4) 


Un = Um (5. P, Ma, Ma, . .., Mn). (9.5) 


Le fait que la formule (9.5) ne contient pas de paramètres %° 
permet certaines simplifications, cependant dans cette forme réduite 
la formule ne rend pas compte de certains effets qui peuvent se 
manifester dans les phénomènes réels lorsqu'il s'agit de mélanges 
aux propriétés compliquées, d’un plasma par exemple. 

Selon (9.5) on écrit 


Un Um OU 
dU » = ds +7 Sp) © + be = dm. (9.6) 


Dans les formules (9.5) et (9.6) les arguments et les différentielles 
ds, d (1/p) ainsi que N différentielles dm; peuvent être considérés 
indépendants et, dans certains intervalles, arbitraires. 

On peut comprendre par l'accroissement dU,, calculé d’après 
(9.6) la variation de l'énergie interne d'une particule isolée lors 
de son mouvement ou la variation de U,, résultant de l'échange 
d'énergie entre les particules et, en général, toute autre variation 
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de l'énergie interne qui peut avoir lieu dans des phénomènes réels. 
Envisageons en rapport avec (9.5) et (9.6) les fonctions suivantes: 


m0 (s, P, mi, Me, ..., Mn) = De j 

mp" (s, P; Mi,Me, ..., MN) = — GS | (9.7) 
et 

H(S, P, My, Me, ..., Mn) eL, | 


OÙ M = M + Mo +... TT MN. 

Conformément à (6.2), pour les transformations réversibles dans 
les milieux biparamétriques lorsque dg** = 0 se vérifient les égali- 
tés 0 — T'et p’ = p, où T est la température absolue, p la pression. 
Il est évident que dans le cas considéré 6 et p’ conservent leur signi- 
fication si les transformations sont réversibles et m, — const et 
dg** — 0. Dans le cas général plus compliqué, lorsque les m, sont 
variables, les transformations sont irréversibles et les dg** diffe- 
rent de zéro, les formules (9.7) pour 0 = T' et p’ — p peuvent être 
considérées comme les définitions de la température et de la pres- 
sion. L'établissement de la fonction (9.5) conforme aux données 
de l'expérience peut être ramené à la définition expérimentale des 
fonctions 6 (s, p, m,, Me, . . ., Mn), P'(S,P, Mi, Mme, ..., mn) et 
Ur (S, P, M1, Me, . . ., Mi), qui doivent satisfaire aux conditions 
d'intégrabilité. 

Les fonctions 


pa = à — 05+ p' = (9.8) 


sont appelées potentiels chimiques. Partant de (9.6) et (9.7) il est 
facile de vérifier les égalités 


oU 
dr = (| -="T 


7 \ Omp PR AV ? (9.8°) 


où Sm —= ms et AV = m/p. 


Energie libre et potentiel thermodynamique d’un mélange. Afin 
de dégager la signification des grandeurs u4 considérons parallèle- 
ment à l'énergie interne d’une particule de mélange U,, l'énergie 
libre F,, et le potentiel thermodynamique Ÿ,, définis par les for- 
mules 


Fm (s, Ps Mi, Mas cu.) mn) =Un—mps, 
Pm (s, P; Mi, Mo, cnohenirt (9.9) 


18* 
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Les égalités (9.7) autorisent à substituer aux variables s, p dans la 
fonction F,, les arguments p et 6 et dans la fonction Ÿ,, les argu- 
ments 6 et D’. 

A partir de (9.9) il est aisé de vérifier directement les égalites 


Pa Fe = ne s, = S+r = 
(He) +ré 6:40 
et les égalités *) | 
a-(2e), (de) (ee Out 
, p 


Dans certaines expériences il est plus commode de déterminer la 
fonction F,, (6,p,m,) ou Y,, (6, p', mx) au lieu de la fonction 
Un (s, 0, mr). Déterminer directement les potentiels chimiques px 
en fonction des arguments 0 = 7, p° — p et mx à partir de l'expé- 
rience s'avère souvent plus commode que trouver les fonctions 


Uk (s, P; mr). 


Homogénéité des fonctions thermodynamiques par rapport aux 
masses. S'il est possible de négliger la non-additivité de l'énergie 
interne par rapport aux masses et, en particulier, l'énergie libre 
de la particule ou l'énergie dépendant de la forme de la particule, 
on peut adopter comme résultat fondamental qui s'accorde bien 
avec l'expérience le fait que, l’entropie spécifique s et la densité p 
restant les mêmes, l’augmentation de toutes les masses m; de n 
fois produit l'augmentation de l'énergie de n# fois. Cette hypothèse 
est valable en particulier pour les corps dont l'énergie interne totale 
est égale à la somme des énergies internes des parties. Cette suppo- 
sition impose à la fonction (9.5) la restriction suivante: 


nm (s, D; M) Moy ee 3 m nv) — 


— Un(s, 0, RM, NMa, ..., NM). (9.12) 
D'où, en posant nn? = m, + me + ... + mn = m, on tire 
Um (Ss Ps Mi, Moy 0. Mn) = MÜm (S, P, Cis Cos + + «+ C)s (9.13) 
OÙ CC; — Ti — Pi sont les concentrations massiques des constituants 


m 
du mélange. Dans cette hypothèse on obtient que l'énergie interne 
est une fonction homogène du premier degré des masses m;. La for- 
mule (9.12) peut être vérifiée même dans le cas où l’énergie interne 
n'est pas additive. 


*) Il est à souligner que les formules (9.7), (9.9), (9.40) et (9.11) se dédui- 
sent mathématiquement de la définition (9.5). 
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On voit de (9.12) et (9.9) que les fonctions F,, (6, p, m:) et 
Y,, (p', 8, m,) satisfont elles aussi aux égalités de la forme (9.12), 
c'est-à-dire qu'elles sont également des fonctions homogènes du 
premier degré en m,. Dans ce cas les égalités (9.10) et le théorème 
d'Euler portant sur les fonctions homogènes fournissent 


N N 
Yn = 2 MR (Se). e = À MU (6, P'. Cr); 
N N | 
m= 2 Mk TE ). = 2 MR [pu (s, P, cr) + Os p'—. Re (9.14) 
à OF : | Fe 
Em = > Mr (Se), = D ma | ru (, p. cn) |: 
Rk=1 k=1 


Soulignons que les nu, sont, en général, toutefois non seulement 
. m 
de s, p ou de 8, p ou de 6, p', mais encore des rapports — — C; 


Mélange des gaz parfaits. En guise d'exemple prenons les expres- 
sions des fonctions thermodynamiques pour un mélange de gaz 
parfaits. Les formules (7.8) traduisant les fonctions thermodynami- 
ques d'un gaz parfait peuvent être considérées comme celles des 
fonctions thermodynamiques des constituants d'un mélange de 
masse M, pour lesquels on connaît les caractéristiques px, Tr, Pn, 
Cv, (Tr), Cp, (Tx), ainsi que toutes les constantes. D'autre part, 


les mêmes formules donnent les fonctions thermodynamiques carac- 
téristiques de l’ensemble d’un mélange en état d'équilibre de den- 
sité correspondante p, à température T et à pression p si l’on peut 
considérer Ce mélange comme un gaz parfait. 

Pour obtenir les fonctions thermodynamiques et toutes les 
constantes de l’ensemble d’un mélange en fonction des masses m»z 
et d’autres caractéristiques des constituants mélangés nous allons 
recourir aux expériences idéalisées suivantes. Soient deux volumes 
différents de masses respectives m, et m. d'un même gaz parfait 
séparés par une cloison étanche. Lorsqu'ils sont en équilibre, l’en- 
lèvement de la cloison ne détruit pas l'équilibre si les pressions et 
les températures des gaz sont les mêmes. L'égalité des pressions 
élimine le mouvement, celle des températures rend impossible 
l'échange de la chaleur. Conformément aux équations d'état, l'éga- 
lité des pressions et des températures entraîne celle des densités. 
Les formules (7.9) écrites pour le premier et le second gaz avec les 
facteurs respectifs; mr, et m, conduisent aux formules identiques 
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pour le système de deux gaz dans lesquelles les constantes cy et 
c restent les mêmes, mais le facteur est m, + m.. On arrive évi- 
demment au résultat analogue pour le cas d’un grand nombre de 
MASSCS Mis Moy + - +, Mn d'un même gaz entrant en contact. 
S'il s’agit de deux gaz différents de masses m, et m,., même s'ils 
avaient les mêmes températures et les mêmes pressions lorsqu'ils 
étaient séparés, après l'enlèvement de la cloison l'équilibre du 
système se trouve perturbé par suite de la diffusion, car les états 
d'un mélange de gaz à distribution uniforme des constituants dans 
le volume occupé par le mélange sont plus probables que l'état 
initial à distribution non uniforme des masses. S'il n’y a pas d’ap- 
port de chaleur extérieure, le passage de l'état initial (juste après 
l'enlèvement de la cloison) non’équilibré d'entropie Smym égale 
à la somme des entropies des constituants séparés, à l’état final 
équilibré (plus probable) d'’entropie Sm+m, S’accompagne de l’ac- 
croissement de l’entropie. Par conséquent on doit avoir pour le 


mélange 
Smitme > Smi (P; T) + Se (P, T). 


Toutefois ce résultat est essentiellement lié au fait qu'on mélange 
des gaz différents. Si les gaz mélangés sont identiques, l’état initial 
coïncide avec l'état final et 


Smy+me = Sms (P; T) + Sm2(P; T). 


Un mélange de N gaz parfaits essentiellement différents du point 
de vue physique et chimique peut être considéré comme un ensem- 
ble de N gaz différents occupant le même volume. Pour chacun des 
constituants on peut introduire les paramètres et les équations 
d'état pour les états équilibrés indépendamment de la présence 
d'autres gaz dans ce même volume. Cette hypothèse ne tient pas 
compte de l'énergie d'interaction des gaz, alors en vertu de (7.8) 
on a l'égalité 


Un = Ums (Ts) + Um (T2) + … + Un, (Tw) = 
T 


N k 
=m 3 TE (Un + | cv, (T)AT) (9.15) 

k=1 Tk 
Introduisons de plus pour un mélange de V gaz parfaits les 
pressions partielles p,, p:, . .., pN et la pression p de l’ensemble 
du mélange définies par les équations d'état pr = prRrTr = 
= Pa 77 T;, (où R, est la constante universelle des gaz parfaits) 

et par la loi de Dalton 
N N N 2 
m 

p= D pr= D PaRaTa=0 D ETS. (9.16) 


m 
R=—1 


a 
I 
Eh 
] 
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En supposant que la probabilité pour chaque constituant du 
gaz de se trouver en tel ou tel état soit indépendante des probabili- 
tes d'état des autres constituants, on peut représenter l’entropie du 
mélange comme une somme des entropies des constituants pour les 
états correspondants; il serait légitime alors d'introduire l’entropie 
de l’ensemble du mélange comme suit: 


N 
Sm (p, F, ma; Mo) ...) mx)= à Sm, (Du, Ty, MR): 


où d'après (7.9) 


” (9.17) 
C 
Sn, = mn (son + | dr — Rain 2e). 
Ton 


Comme nous avons adopté la formule (9.5) pour l'énergie interne 
Um, formule qui ne tient pas compte d'éventuelles différences des 
températures des constituants, il est logique de supposer égales 
les températures des constituants dans un élément infinitésimal, 
c'est-à-dire 

T, = P, = . = TS = T. 


I] découle en même temps de la loi de Dalton que 


N 
mp Mk PR 
p 2 Pr ? 
R=1 


ce qui conduit à la formule suivante pour le potentiel thermodyna- 
mique de l’ensemble du mélange 


N N N 
= mp _ a e L MiR Ph 
R=1 R=1 Rk=1 
N N 
— > Fm, (Ph; L)= >, MyUk - (9.18) 
R=1 k=1 


À partir de (9.15), (9.17) et (9.18) on obtient les formules suivantes 
pour les potentiels chimiques 


Lx (T, pr) = 
T T pe aT P 
= [Vo + RiTe—sar + | Lo + RaT In Bi], (0.10) 
0 0 


où l'on tient compte de ce que cp, — cv, = Rx. 
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Vu qu’en tenant compte de (9.16) pour 7, = T7, = ... =T}\, 
on à 
R Rim Rym 
PRE PRE = PR PR, 
D Rimi; 
1=1 


on tire de (9.17) que 
Sm (P; T, M4, Me, ..., Mn) = 


N N 
= D Sn (T, p}— D Rama ln Um. (9.20) 
ki k=—1 Ÿ Rimi; 


1=1 


N 
Il est évident que Sn > > Sn, (p, T), puisque 
k=1 


N N 
ASn= — © Romy int = — S'Rongln—#— 0, (9.21) 
k=1 ”, Rim, h=1 >. ny 
i=1 i=1 


où 7; est le nombre de moles du i-ième constituant dans la particule 
N 

donnée de masse m = } mi. 
k=1 


Si l’on prend À gaz de masses m, ayant les mêmes pressions 
p et les températures T identiques séparés au début par des cloisons, 
immédiatement après l'enlèvement des cloisons l'entropie est 


N 
à Sm, (T, p). Quand on mélange des gaz dans un volume inva- 


riable sans intervention de la chaleur extérieure, l’état d'équilibre 
du mélange sera caractérisé par valeurs primitives *) de la pression 
et de la température l’entropie étant S, (p, T, mi, ma, . .., MN). 
La quantité AS,, (9.21) donne l'accroissement de l'entropie par 
suite de l’irréversibilité de la diffusion. Il est important de noter 
que la contribution de la diffusion dans l'accroissement de l'en- 
tropie (9.21) est indépendante de la nature des gaz mélangés, n'étant 
fonction que du nombre des moles mélangées. 


Paradoxe de Gibbs. La théorie développée plus haut sert à définir 
les fonctions thermodynamiques des mélanges de gaz parfaits dif- 
férents. En appliquant formellement cette théorie à V parties d’un 
même gaz on arrive à une contradiction. En effet, il est immédiate- 


*) C'est une conséquence du principe de conservation de l'énergie et de la 
loi de Dalton pour les gaz en état d'équilibre. 
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ment évident que l’entropie d’un tel « mélange » doit être égale à 


N 
2 Sr, (T, p), 
k=1 


tandis que la théorie en question donne 


N 
Sm > > Sr, (T, D). 
R=1 


Cette contradiction est appelée paradoxe de Gibbs. L'explication 
réside dans le fait que la théorie des mélanges est essentiellement 
basce sur l’hypothèse de la différence physico-chimique des consti- 
tuants. Cette différence peut être petite mais du point de vue physi- 
que c’est toujours une différence finie. Cette différence fait que 
lorsque après l'enlèvement des cloisons les volumes différents des 
constituants du gaz à pressions p et à températures 7 égales occupent 
un même volume, le mélange se trouve dans un état essentiellement 
déséquilibré. Pour un volume invariable et en l'absence de chaleur 
extérieure cet état se transforme par suite de la diffusion en état 
d'équilibre de mêmes valeurs de p et T. L'étude statistique montre 
que les fonctions thermodynamiques et, en particulier, l'entropie 
sont différentes pour un même nombre de particules distinctes et 
de particules identiques. Comme dans un gaz composé de molécules 
identiques et occupant un volume AV il est physiquement impos- 
sible d'isoler différents constituants substantiels contenus dans ce 
même volume AV, la méthode précédente du calcul de l’entropie, 
valable pour un mélange des constituants physiquement distincts, 
ne l’est plus lorsque le gaz est composé de particules identiques. 


Equations des premier et second principes de la thermodynamique 
pour un mélange. En s'appuyant sur le second principe de la thermo- 
dynamique (voir $ 2) 

T dS = dQ® + 40’ (9.22) 


et sur l’équation de la chaleur reçue pour l’ensemble du mélange 
(voir $ 5) 


dUm = po V ji dt + dQ° + do"* (9.23) 
on a . 
dUm = rs pVjv: dt+T dS + dQ**—d0Q". (9.24) 


En établissant le modèle du mélange dans le cas général il est 
nécessaire de donner, outre la fonction de l'énergie interne (9.4) 
ou (9.5), les quantités dQ” et dQ**. Pour les transformations réver- 
sibles dQ”" — 0, pour les processus irréversibles dQ" > 0. La quan- 
tité dQ** représente l'apport d'énergie non calorifique différent 
du travail des forces extérieures sur les déplacements de l’ensemble 
du milieu, fourni par des corps extérieurs à la particule, en parti- 
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culier, par les particules voisines du milieu en contact avec la par- 
ticule considérée suivant sa frontière Z, ainsi que d'éventuels ap- 
ports d'énergie dus à l’action du champ électromagnétique (voir 
plus loin ch. VI). Vu que les interactions de la particule donnée 
avec les particules voisines conditionnées par les forces massiques 
et par la distribution des contraintes p' sur la surface Z ou encore 
par la chaleur extérieure ne sont pas incluses dans dQ** = 0, alors 
en l'absence de la diffusion, des champs extérieurs et des forces 
généralisées sur Z (par exemple, des couples surfaciques distribués, 
voir Ch. III, $ 3), on peut admettre que dQ** = 0. Cependant s’il 
y a diffusion, l'apport d'énergie dQ** peut différer de zéro à cause 
de l’apport vers la particule donnée de l'énergie non calorifique des 
masses des constituants pénétrant grâce à la diffusion à travers la 
frontière Z de la particule substantielle isolée dans l'ensemble du 
mélange. La quantité dQO** peut également différer de zéro si l’on 
tient compte dans (9.4) des arguments supplémentaires %° et, en 
particulier, de l'énergie cinétique des mouvements relatifs des 
constituants en diffusion. Si l’on veut tenir compte de la diffusion, 
il faut en général inclure dans les apports d'énergie dQ** et dQ(® 
le travail élémentaire des forces macroscopiques massiques ou 
surfaciques, extérieures à la particule donnée, sur les déplacements 
relatifs (©; — v) dt des particules des constituants formant le mélange. 


$ 10. Modèles des mélanges dans le cas des transformations 


réversibles 
Par définition des transformations réversibles on a 
dQ" =0 et 1,=0 (i=1,2,..., N). (10.1) 


On se bornera ici à des modèles pour lesquels l'énergie interne 
de l'ensemble du mélange U,, est décrite par la formule (9.5); po- 


sons de plus 
dQ"*=0, (10.2) 


Equations d’état d’un mélange dans une transformation réversible. 
Compte tenu du second principe de la thermodynamique l'équation 
de la chaleur reçue pour l'ensemble du mélange (9.24) s'écrit dans 
ce cas comme suit: 


dUn = pdivvdt ve (p® — pg}}) V,vi dt+ mT ds 
ou 


N 
Om m 1,188 Om _ 
Gino + 35m on + 2 Gnl.  — 


p°? 


= — pd "a +T dSn + TV ie dt. (10.3) 
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Si l'on pose par définition 


(hs) (mn 404) 


et l'on admet que les composantes du tenseur 1° = pi? — pgi 
ne dépendent pas de gradients de vitesses V ,v; en tenant compte de 
l'indépendance de dS,, et de dm;, on obtient à partir de (10.3) les 
relations 


_ (5) et t”—0 (10.5) 


et, en s’aidant des formules (9.8) pour les potentiels chimiques 
et des définitions (9.2) pour %#;, la relation 


sl oU | 
à, ( ETTS ] m dm =,» bn dm = 
h=1 D 5m k=1 
N 
=ÙS" pures dt AV = 0. (10.6) 
k=1 


Les égalités "(10.4) et (10.5) représentent les équations d'état. En 

donnant la fonction (9.5) de l'énergie interne on obtient, d’après 

. 1 m4 "me mN : 

(10.4) et (10.5), la pression p (= So ns eee x) , la tempé- 
my Mo 


; 1 m 
rature du mélange T (= Sy me -. =) et, en outre, il en 


découle que ti — 0. Il s'ensuit, en particulier, des hypothèses 
émises que le modèle du milieu construit décrit un fluide parfait. 


Conditions d’équilibre chimique. Lorsque les transformations 
chimiques ou les transformations de phase sont absentes, on a dm, — 
— %, dt AV = 0, si bien que les égalités (10.6) sont identiquement 
satisfaites. Lors des transformations chimiques ou de phase, en 
l'absence de diffusion, les quantités m,, we et AV peuvent être 
envisagées, dans des intervalles de temps finis, en tant que caracté- 
ristiques d’une particule fixée du milieu et sont donc fonctions des 
coordonnées lagrangiennes (les mêmes pour tous les constituants, 
car Ÿ;, = ©) et du temps {. Dans ce cas les équations (9.2) d'équilibre 
des ‘masses lors des transformations physico-chimiques pour chaque 
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À 
particule s’écrivent après intégration par rapport au temps ! 


- 
Mi — Moi = M; >> ViaWa 
a=i1 


ou, en tenant compte de l'égalitéi 
m = Mo = COnSt, 


; 
__ Poi ,. Wa 
pen + Mi > Via AV 


a—=1 


où l’on a désigné, en s'appuyant sur l'équation de continuité de 
l'ensemble du milieu, 


t t 
Où = | waNV dt=m | + dt. 
10 to 


En se basani sur les équations d'équilibre des masses lors des trans- 
formations physico-chimiques (9.2) on peut mettre (10.6) sous 
la forme 


r N 
2 ( à UM ;Vio) lo dt = 0. (10.8) 


1= 


Etant donné que r réactions sont, par hypothèse, indépendantes, 
les quantités w, dt peuvent être regardées comme linéairement indé- 
pendantes, ce qui permet d'obtenir de la relation précédente pour r 
réactions r conditions d'équilibre 


N 
D Mis =0, a=1,2,...,r. (40.9) 
i= 1 


Ces relations représentent les équations fondamentales d'équilibre 
thermodynamique des transformations chimiques ou de phase. 


Mélange comme un milieu parfait biparamétrique. Vu que les 
potentiels chimiques u; peuvent être considérés comme des fonctions 
de p;, pet T, il est possible d’après les équations intégrées d’équi- 
libre des masses des transformations physico-chimiques (10.7) 
d'envisager les conditions d'équilibre (10.9) en tant que r équations 
définissant r quantités w/AV en fonction de p, T et de concentra- 
tions € initiales » Poi/Po = Coi des constituants formant le mélange. 
Ainsi donc, dans le cas général des transformations réversibles, les 
concentrations de constituants P,/p = c, sont définies par la densite 
du mélange p, la température 7 et les constantes c,; qui sont des 
caractéristiques « initiales » de la composition du mélange. 
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Pour les transformations réversibles les équations d'état. de 
l'ensemble du mélange 


m m m 

4 m4 Mo mN 
p=p(—. T,, m° m° , m ? 

1 My Me mn 

s=s(—, To, Ds...) 


prennent la forme 
Un = mU (p, ES Cor CO2» - Con): 


1 
p=p(—. 1: Cos» Co2: con); (10.10) 


= $ (+, L: Cots CO2» =) con ) - 
Ces équations d’état du mélange ont la forme de celles du milieu 
biparamétrique, mais contiennent les constantes Co; différentes pour 
les particules différentes selon le cas à envisager. 

Pour les transformations irréversibles ou s’il y a diffusion, la 
théorie exposée plus haut n'est pas en général valable. Toutefois, 
si les réactions chimiques se déroulent très rapidement, de sorte 
qu’on peut supposer vraies, en tout moment, les relations corres- 
pondant à l'équilibre chimique, les équations d'état (10.10) peuvent 
de nouveau être utiles. Mais la diffusion changeant la teneur rela- 
tive en constituants de chaque particule donnée, les quantités Co: 
deviennent variables. Dans ce cas, afin de définir les paramètres 
variables co; entrant dans les équations d'état (10.10), il faut recourir 
aux équations traduisant les lois de diffusion. 

Pour l'équilibre de deux phases, lorsque leurs poids moléculaires 


sont égaux, onar—1,i=1,2,vy = +1, Va = —1, M, = M;; 
et l'équation d'équilibre (10.9) prend la forme 
He — Hi 


Il est évident que quand il y a l'équilibre de trois phases, on doit 
avoir simultanément 


Di = Us et Me — Ha. 


En négligeant les effets superficiels, les conditions obtenues de 
l'équilibre des phases sont applicables aux cas de coexistence des 
milieux solides, liquides et des gaz. 


Loi de Guldberg-Waage. A titre de second exemple, traitons une 
question importante concernant les réactions chimiques réversibles. 
en particulier, la dissociation et la recombinaison dans un mélange 
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de gaz parfaits en mouvement. En utilisant les formules (9.19) pour 
LU: (T, Pr), on peut écrire comme suit les conditions d’équilibre 
chimique (10.9) d'un mélange de N gaz parfaits en réaction, les 
réactions étant réversibles : 


N T 
D (Uoi+ RiTo— Tsoi + | Cp, (T) dt — 
i— 1 To 


1—= 


T € 
R i 
_T | AT + T ln | Mivia = 0. 
To 


_P 
| Doi 
Cette équation peut être transformée de la façon suivante : 


Pi ){ P: \* ( PN ) "= 
Poi Po2 °° Upon 


= Kaki... RNa (a—1,2,...,r), (10.11) 


k;: (T) = exp { — er | Uoi+ RiToi—Tsoi + 
Le Î Cp, dt—T (#er]) (10.12) 
To To 


Conjointement avec les équations de Clapeyron les équations 
d'équilibre (10.11) et les équations de l'équilibre des masses (10.7) 
forment un système de r + ÜV équations pour la définition de r + N 
quantités &/AV et p;/po;i donnant la composition du mélange et la 
progression de la réaction chimique, le degré de dissociation par 
exemple. 

Les relations (10.11) traduisent la loi d'action de masses dite loi 
de Guldberg-Waage. Les k; (T) dépendent de Ts, Sos et de Uo: corres- 
pondant à l'état « initial » du mélange avec les densités des compo- 
santes Pos. En supposant les chaleurs spécifiques c» wetcv,constantes, 


les grandeurs #; (T) seront exprimées par les formules 


TE Ex ne) 
H(D=(+)" e À RT (40.13) 
0 
où V; — CplCv,. Dans le cas général les k; (T) se définissent expt- 
rimentalement. 
En utilisant les notations 


Via = Via>0, Via = —Vjs >0, Va = À Ve Ve = À Via 
J 1 
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les équations (10.11) PEUNENE être récrites sous la forme 
Va ‘a Via 
(RoT) Il ( 7)" —(RoT) I (ren ge) "=0. 10.4) 


Ayant défini les paramètres &,/AV et la composition du mélange 
en fonction de p et T il est aisé de trouver les valeurs finales des 
« vitesses » des transformations chimiques au moyen des dérivées 
particulaires dp/dt et dT/dt 


Equations de Sach. La méthode exposée de l'étude de la compo- 
sition des mélanges lors des transformations réversibles est applicable 
à l'étude des gaz ionisés. Les électrons et les ions des atomes et des 
molécules différant par leur degré d’excitation peuvent être regardés 
comme différents constituants du mélange. Les degrés d'’ionisation 
sont décrits par les paramètres w&,. Dans ce cas les équations d'équi- 
libre des masses (10.7) et la condition de l'équilibre (10.8), de même 
que les équations (10.11) dans l’approximation du gaz parfait dé- 
terminent le degré d'’ionisation. Appliquées à ce phénomène, les 
conditions (10.9) ou (10.11) sont connues sous le nom d'équations 
de Sach. 


Propriétés de l’air considéré comme un mélange de gaz. Les figu- 
res 36, 37 et 38 représentent les courbes théoriques donnant les 
variations des concentrations des constituants, du poids moléculaire, 
de la chaleur spécifique effective cy, de l’entropie et de l'énergie 
interne spécifiques et de la densité pour les états d'équilibre de l’air 
en tant que mélange gazeux en fonction de la température et de la 
pression *). Les calculs se basent sur la théorie des états d'équilibre 
exposée plus haut. Ces courbes figurent les fonctions du type (10.10) 
lorsqu'au lieu de la densité on prend la pression, variable plus com- 
mode du point de vue pratique. 


Système complet d'équations du mouvement d’un mélange dans 
les transformations réversibles. Dans le cas des transformations réver- 
sibles dans le mélange le système complet d'équations comporte 
l'équation de continuité de l’ensemble du mélange, trois équations 
d'Euler pour un milieu parfait compressible avec les équations 
d'état (10.10) et l’équation de chaleur reçue ou du second principe 
de la thermodynamique sous la forme 


dU = pd + dgf® ou Tds=dgf). 


*) On trouve dans les aide-mémoire les tables numériques récupérant les 
propriétés thermodynamiques de l'air. 


p=000!atm, se < 0,0097 


Composition initiale: 
y" 0,7808n 
ds 0 . 2 095) 1 


TT 
CON 


ENErz 
a 


[1 12 
T-10 PK 

Fig. 36. a — composition molaire de l’air en fonction de la température pour 
p = 0,001 atm. Les variations de la composition molaire par suite de la disso- 
ciation se manifestent notablement à partir de 2 000 °K, celles dues à l'ionisa- 
tion, à partir de 7000 °K. N2, O>, NO — molécules d’azote, d'oxygène et d'oxy- 
de d'azote; N et O — atomes d'azote et d'oxygène; O+ et N+ — atomes une 
fois ionisés ; e — électrons. Les concentrations d'argon nA/n sont constamment 
petites; b — poids moléculaire moyen de l'air en fonction de la température et 
de la pression 


9 


©! 
Li Te - 


TEE 
SSSR ANT 
TE DO 

CLS 
REZ TE 
CB 


Ms 312 
_ 37. a — chaleur spécifique de l'air en fonction de la température et de la 
pression. Les variations de la chaleur spécifique se manifestent pour les tempé- 


ÿ 


ratures dépassant 2000 °K ; b — énergie spécifique interne de l'air en fonction 


de lu ‘température et de la pression 


19—0863 
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Il est nécessaire de donner, en outre, l'apport de la chaleur extérieure 
dg®). Pour les transformations adiabatiques dg®@ = 0. La relation 


Me 
| p=-000/atm 


b T0 Ÿ%K 


Fig. 38. a — densité de l'air en fonction de la température et de la pression; 
b — entropie spécifique de l’air en fonction de la température et de la pression 


entre la densité et la pression dépendant de la composition du mé- 
lange dans lequel se produisent les transformations chimiques se 
définit à partir de (10.10) compte tenu de l'égalité s = const. 


$ 11. Modèles des mélanges dans le cas des 
transformations irréversibles 


Position générale du problème relatif au mouvement d’un mélange 
subissant des transformations irréversibles. Adressons-nous aux mo- 
dèles les plus simples où l’irréversibilité thermodynamique dont ren- 
dent compte les équations d'état et autres relations caractérisant le 
modèle conduit à des relations s’écartant peu des relations corres- 
pondantes des transformations réversibles thermodynamiquement 
équilibrées. Les modèles du $ 10 pour les transformations réversibles 
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se compliquent alors si l’on veut ‘évaluer l'influence des effets irré- 
versibles apparaissant à cause de la viscosité, la conductivité, la 
diffusion et les réactions chimiques. 

Tout comme auparavant admettons en tant qu'hypothèse fon- 
damentale que l'énergie cinétique d’une particule infinitésimale de 


: , , mu? ne ; 
mélange de masse m est égale à —- et que l'énergie interne du mé- 


lange U, s'exprime par la formule (9.5) ou par la formule (9.15), 
cette dernière se rapportant au cas particulier où l’on peut admettre 
l'hypothèse essentielle supplémentaire de l'égalité des températures 
des constituants du mélange, c’est-à-dire que 


Ti=T=...=Tr=T. (11.1) 


En d’autres termes nous supposons que dans chaque particule on a 
l'équilibre thermique entre les constituants du mélange. Pour cer- 
taines applications, en particulier, quand on a à décrire les change- 
ments d'état très rapides dans les particules, l'hypothèse (11.1) est 
loin d’être justifiée; dans certains cas, on est obligé à recourir à 
d’autres modèles où les températures des constituants sont supposées 
différentes. En négligeant les énergies cinétiques des constituants 
dans leurs mouvements par rapport à une particule prise dans son 
ensemble on s’est guidé par la supposition que ces énergies sont 
petites devant l'énergie moyenne du mouvement thermique chaotique 
caracterisée par une température relativement grande figurant dans 
l'énergie interne U. 


Equation générale de la variation de l’entropie. Les équations 
fondamentales de la thermodynamique pour l’accroissement de l’en- 
tropie (9.22) et l'équation de la chaleur reçue (9.23) peuvent évidem- 
ment s'écrire sous la forme 


T dSm = dQ0® + dQ' = 4Q® + dQ** + 4Q' — dQ** (41.2) 
et 


Om » m 
A + PE dSm +3 1 dm = 


Rk=1 


us — pd + T dSm + TVerAV di + dQ°*— 40". (11.3) 


dU» = 


Ici on a tenu com Le de‘ Ja symétrie du tenseur des contraintes, à sa- 
voir du fait que p!? — p’, et de la symétrie de la formule €; — 


= = (Vi + Viv;). Ens ‘aidant de J’égalité (11.3) et’ compte tenu 
de la définition de la pression p et de la supposition que la quantité 
19% 
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dQ** — dQ" ne contient pas le terme du type À dS *), où À est une 
certaine fonction des paramètres de définition, on arrive aux équations 
d'état 
D Um — oU _ Um _ OU 
PE — mg" #0p 1m æ" (114) 


et, en utilisant les équations d'équilibre des masses (9.1) et (9.2), 
à l'égalité 


dQ' — dQ** — { rie: — ÿ [ ba (Ms S Vrala— div T3) |} AVät. 
Rk=1 a=1 
(11.5) 


Cette égalité permet de récrire comme suit l'équation (11.2) pour 
l'accroissement de l’entropie: 


T dm = dQ + dQ** + 
; N x N, 7 
1 [rôe, + 2 la divEr— SO uxMavratol dV dt. (11.6) 
k=— k 


Soulignons que la forme assez générale de cette dernière égalité 
et des équations d'état (11.4) est essentiellement due à l’hypothèse 
(9.6) consistant en ce que l'énergie interne ÜU,, ne dépend que de la 
densité, de l’entropie du mélange et des masses des constituants m». 


Hypothèse sur les apports d’énergie. Supposons ensuite que l’ap- 
port total de l'énergie extérieure reçue par un élément infinitésimal 
du mélange de volume AV délimité par la surface Z et se déplaçant 
avec la vitesse v est donné par la formule 

N 
dA® + dQ° + dQ%* = T1 pa Fe vx AV dt + 


R—=1 


N 
+ D À Phnyvu dt do — | go 10 dt d0 + Qi = 
hk=1 © > 
N | N 
> Pr Fa- v AV dt+ | pnjvi dt do + », FI» AV dt + 


R=1 Z R=1 


N ji; 
PET ‘ e 
+ (SE) 47 dt— voi AV dt + dQhasr (11.7) 
R=1 


*) Cela équivaut à supposer que la formule de la température T = = 


établie plus haut pour les processus réversibles est également valable pour les 
transformations irréversibles. 
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où p,Fx AV est la force nn extérieure appliquée au k-ième 
constituant du mélange, pin ; do sont les composantes de la force 


surfacique agissant sur l’aire do de la surface © sur le k-ième cons- 
N 

; | Re 

tituant du mélange; on admet que pin do9; = À PAR, do3; est 


le vecteur contrainte se rapportant à l’aire do de la surface Z pour 
l'ensemble du mélange ; gest le vecteur courant d'énergie extérieure 


dû à la conduction et à la diffusion, dQ ss est l’apport de chaleur 
massique extérieure reçue par la particule; ce peut être la chaleur 
fournie par un rayonnement extérieur ou | chaleur Joule dégagée 


Êe 
par les courants électriques. La quantité È Fi I, AV dt est égale 


au travail élémentaire des forces nésique rennes Fr, (diffe- 

rentes, en général, selon les constituants) sur les déplacements inte- 

rieurs causés par la diffusion. Si la force F, rapportée à l'unité de 
N 

masse est la même pour tous les constituants, on a >, Fi: In AV di -- 
k=1 

— 0. Par exemple, on a pour la force de la pesanteur F, = g, k — 

N 


= 1,2, ...,N (g étant l'accélération de la pesanteur), et > Fr Ir x 


x AV dt = 7. S I,) AV dt = 0, étant donné que > I, — 0. 


En se mA à la définition des déplacement. des points du 
milieu pie dans son ensemble et à l'égalité (11.7) on peut poser 


dA‘°) — s PuFr-v AV dr + | p' In ju: dt do 


k=—1 
et 
N 
4Q® + 4Q** = y, [ai - > _ s À hi | AV dt+ (11.8) 
Rk=1 
N 
+ D Fr: lx AV dt + dQfass- 
R=1 


En se basant sur (11.8) on récrit l'équation (11.6) pour l'accroissement 
total de l’entropie spécifique du mélange s = S,,/m sous la forme 
N 
Sn : ds | : 1 ; 
PA =] 7 vai+r Dumvii+ 
k=1 


1 à Lie URMRVhaVe Te; QE 
++ D Fil D HRIERERS + | AV + Ts. (11.9) 


R=1 Rk,u—=1 
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Ici on a utilisé la notation 


,e N 
: PRTRj ÿ 
4 =q9;=Q— >, = Qo— D, PR (Uny —vj) Hi 
Rk=1 k=1 


Le vecteur q caractérise le courant total de l'énergie à travers les 
éléments de la surface Z, courant occasionné par la conduction, la 
diffusion et le travail des forces surfaciques effectué sur les déplace- 
ments relatifs des constituants du mélange. 


Système complet d’équations du mouvement d’un mélange, 
établissement des équations cinétiques. Les équations d'équilibre 
des masses, celles des impulsions de l’ensemble du mélange, les 
équations d'état (11.4) et l'équation de l'entropie (11.9) forment 
un système complet d'équations du mouvement du mélange à con- 


dition d'y ajouter l'information sur l'apport de chaleur dQS.s et les 
équations cinétiques macroscopiques définissant les grandeurs 


Q; ET Wa et 3 


L'établissement de ces équations cinétiques constitue le problème 
fondamental de la thermodynamique des transformations irréver- 
sibles *). 

Pour résoudre ce problème on aura besoin de toute sorte d'hypo- 
thèses sur les propriétés et les mécanismes des effets irréversibles 
accompagnant le mouvement d’un milieu. Ces hypothèses diffèrent 
selon les propriétés concrètes du milieu étudié, les classes des mouve- 
ments, et peuvent se fonder sur d'autres hypothèses de caractère 
mathématique justifiées, par exemple, par ce que les états des 
particules différent peu de l’état d'équilibre **). En fin de compte 
toutes ces hypothèses doivent être vérifiées par l'expérience. Certai- 
nes formules établies à partir des données expérimentales peuvent 
être de secours dans l'établissement des équations cinétiques. 

Lorsqu'on établit les équations cinétiques pour les transforma- 
tions différant peu de celles réversibles, on peut s'adresser, en par- 
ticulier, à la méthode d'Onsager exposée au $ 8. Les relations qu'on 
trouvera ainsi pour les milieux et les phénomènes doivent également 


*) Pour défini le mouvement’de l'ensemble du mélange il n'est pas néces- 
saire de trouver ies quantités Qo, p}, tv, introduites plus haut. Aucune équation 


n'est écrite pour Ta définition de celles-ci, ce sont des quantités auxiliaires ne ser- 
vant que pour une fondation heuristique de l'équation (11.9) laquelle peut d'ail- 
leurs être obtenue en utilisant, au lieu de (11.7), d’autres hypothèses sur l'ap- 
port d'énergie extérieure. 

*+) Dans l'ouvrage de L. S 6 d o v Sur la forme générale des équations de la 
cinétique des réactions chimiques dans les gaz (Doklady Acad. nauk de l’U.R.S.S., 
vol. LX, n° 1, 1948) sont proposées certaines formes générales des équations 
cinétiques pour les réactions chimiques irréversibles. 
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être vérifiées par l'expérience même si elles sont appuyées par des 
déductions basées sur les théories statistiques. 

Formule du taux de production d’entropie. L'application de la 
théorie d'Onsager nécessite de présenter la variation totale d’entropie 


ds 
M + SOUS la forme d’une somme 


On arrive à fractionner l'accroissement de l’entropie en s’aidant de 
l'équation (11.9) et des suppositions traduites par les formules ci- 
après. 


., ? d pe e . . , e 
La quantité m _ est définie comme la variation de l’entropie 


due à l'apport de chaleur QD es fournie au volume AV du milieu 
par des corps extérieurs en interaction avec ce milieu ainsi qu’au 
flux d'’entropie entrant dans la particule à travers la surface 2 
de celle-ci. 7 de (11.9) posons *) 


_ des _ dQ One +[5 div Hair LS h — divT ]AV= 


dt T dt 
In — 4 
Os : Fe 
= + Ve — 0 n d5. (11.10) 


es 


Une fois m = fixe, on obtient pour le taux de production d'entropie 


ds 


M AUX dépens des effets intérieurs irréversibles la formule sui- 
vante : 

ds grad T tie; 

dl 7 ‘A T 


+ STE grd ()tr-s Sie ve) AV. (11.11) 
Rd œ=1 h=—1 


Fonction des dissipations. La formule du taux de production 
d'entropie (11.11) peut s'écrire ainsi : 
MERS (11.12) 


(e) 
*) Soulignons que la présence du terme + TES dans (11.10) est duc à 


dt 
l'hypothèse de la nature réversible de ce flux de chaleur. 
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où les quantités %P correspondent dans l’ordre de numérotage général 
aux composantes vectorielles g', les Z À aux composantes du tenseur 
des contraintes visqueuses t'? (i,j = 1, 2,3; k —=1,2,..., N) 
et aux quantités scalaires uw, (&œ = 1, 2,...,r). Par À, sont dési- 
gnés, d’une façon évidente, les coefficients des %P correspondants. 
En poursuivant la construction du modèle nous supposons qu’en- 
tre les quantités X 4 et XP existent des relations finies. Cela permet 
de considérer 6 comme une fonction de X4 ou de %, où p, T et les 
concentrations des constituants du mélange c; = p;/p entrent comme 
paramètres | 
2 X8XP—0(p,T, cu, X1)=0(p,T, ci X?). (11.13) 


Dans certains cas le problème de l'établissement des équations 
cinétiques peut être ramené à celui de la définition des relations 
fonctionnelles 


LP = XP (guys P, Ts Cis Cas +9 CN Xas Xorc..)s (11.14) 


où £;, sont les composantes du tenseur métrique, et p, T', c,; sont 


des scalaires. Dans le cas général les relations (41.14) pour Ji doi- 
vent remplir les conditions suivantes 


N e 
D J—0. 
R=1 


Les systèmes correspondants des fonctions conjuguées X4 et % 
peuvent être représentés à l’aide des notations suivantes: 


Xs—+ XP, 
grad T 
T3 
+ Fx — grad = OO = 049; —+ JT», 


= © = DJ; —- Q; 


nd 


N 
kMRVr : 
= D ERRE = Ya > L'or 


k=1 


Li 
Er TT : 


Outre les scalaires et les composantes des vecteurs et tenseurs dé- 
signés par À$ On trouve parmi les arguments dans les relations 
(11.14) X 5 un seul tenseur paramétrique, tenseur métrique de com- 
posantes g;,. Ceci équivaut à l'hypothèse physique de l’isotropie du 
modèle de milieu considéré. Comme © est un scalaire, ses arguments 
dans (11.13) peuvent être les scalaires p, T, cz, Y. et seules les com- 
binaisons invariantes des composantes suivantes des vecteurs et 


i 
tenseurs: @, ©, ei, Li. 
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Forme générale de la fonction bilinéaire des dissipations d’un 
milieu isotrope ; relations d’Onsager pour un milieu isotrope. En ana- 
Jysant les transformations irréversibles différant peu des processus 
réversibles thermodynamiquement équilibrés envisagés au $ 10, 
on admet souvent dans les applications que les fonctions (11.14) re- 
présentent les formes linéaires en X#, c'est-à-dire que 


xP— D LEXe (41.15) 


où les composantes matricielles LBô comportent les scalaires, les 
composantes des tenseurs du second ordre et les composantes des 
tenseurs du quatrième ordre. 

S'il y a isotropie, les tenseurs correspondants formés par les 
coefficients LB ne dépendent que des scalaires et du tenseur métri- 
que g:; *). La relation entre L et g” est trouvée plus bas, quant 
à la dépendance de ZLF6 des paramètres scalaires d’état p, T,c;,c:,... 

., Ch, elle doit être établie complémentairement. Si l’on a les 
liaisons linéaires (11.15), la quantité © (X 5) est une forme bilinéaire 
en À 8. 

Il est aisé de voir que pour un milieu isotrope la forme bilinéaire 
pour © peut s'écrire comme suit: 


OC = ol *gi1j0 17 + 2a!p, j0" \o, " "les joio! 4 sis YsŸm + 
+20 yes + + D (gÿei)2 + À + 88" "eimein. (11.16) 


Il en découle que pour définir complètement la fonction il faut fixer 
les coefficients @o, a", at = ah, bm — Ds ht À et u, où k, L — 
= 14,2,...,N;:m,s—1,2,...,r. Le nombre de ces coefficients 
indépendants dans (11.16) est 


N 
A1N+ ÉTEND TEEN pro ss ED US, 


Les coefficients de (11.16) doivent satisfaire aussi à la condition 
o >0 

Conformément à la théorie générale des transformations irré- 
versibles exposée au $ 8 en utilisant la règle d'Onsager on peut écrire 
les relations (11.15) comme suit: 


gi a di LL Oki — 


= — 09 + 3 [Eu À ()], «4147 
R 


Ori 


*) Le bien-fondé de cette affirmation d’ailleurs évidente cest exposé en dé- 
tail dans le Supplément I. 
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= + = a; + a Dyi — 
k _1 Fi (4 Be 
= — où 7 mt 2e at|—-—(5)], (4148) 
1 9 
Var = 0" div v+ D Ty = 05 D 0 Mavres 
8 R,s 


(11.19) 
FETE Dont+T g divo+<eï. (11.20) 


La dernière relation diffère de la loi habituelle de Navier-Stokes 
pour les contraintes visqueuses par le premier terme qui traduit 
l'influence de l'irréversibilité des transformations chimiques ou de 
phase sur la valeur de la composante du vecteur des contraintes, 
normale à PRnERS de surface considéré. 


Les conditions » Th; = 0 fournissent N + 1 relations pour les 
k=1 
coefficients a* et a“!, à savoir, 
: 
D'at—0 et À an = L—1, 2,..., N. (11.21) 
h=1 


Ainsi donc, les formules (11.16)-(11.20) ne contiennent que 
ee 24 70H 0 Dre ES 


coefficients indépendants qui sont, en général, fonctions de p, T', cu. 
Notons que les formules de départ de la forme générale (les rela- 
tions linéaires (11.15)) contiennent n9 = (3 + 3N + r + 6)* — 
= (9 + 3N + r)* coefficients LPS 

La théorie générale précédente permet de réduire le nombre de 
coefficients qu’il faut donner de la valeur *) 


Ron = 794 NAN +E ES 


Ainsi, par exemple, dans le cas d’un mélange de trois constituants 
(N = 3) et d’une réaction (r = 1) on a r, = 361 et le nombre de 
coefficients indépendants x — 10, d’où l’on voit que le nombre de 
coefficients à déterminer s'est réduit de n9 — n = 351. 

On peut effectuer quelques simplifications et modifications dans 


les formules (11.17) à (11.18) ‘en y développant grad HP: à 


33r 


+ GCNr. 


*) En pratique on admet en outre que bs = 0 (s = 14, 2, ...,r). 
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ôT dc ; à 
en calculant les coefficients réunis de — Zi? 2 et + ; . Pour déterminer 


les coefficients &o, a", aX!, b°, b, À et u ou te certaines combi- 
naisons on peut recourir aux théories statistiques et aux résultats 
expérimentaux correspondants. 

La théorie exposée est valable non seulement pour un mélange 
de gaz parfaits mais aussi pour nombre de modèles des milieux réels. 
On peut trouver les applications et les simplifications ultérieures de 
cette théorie dans les ouvrages et les articles spécialisés. 


Relation entre les‘ "coefficients" phénoménologiques a, a", a! 
et les coefficients de transfert d’un mélange des gaz parfaits. En appli- 
quant la formule des potentiels chimiques (9.19) au mélange de gaz 
parfaits on peut présenter les flux g; et Z;;, exprimés par (11.17) et 
(11.18) au moyen des gradients des paramètres gazodynamiques 
T,p,c;(i—=1,2,..., N). Pour ce faire, écrivons (9.19) sous la 
forme 


a = Uh (p, T) + RaT In za, (11.22) 
où 


T T 
Cp P 
u4 (p, T) = Un + RaTo— Tor +] Cp, dT — | + àT + RT In À 
0 


To 
et z, désigne la concentration molaire du k-ième constituant 


(11.12) permet d'écrire 
H 
Td=Ta(+ +R na)= 


= dr + (5 À) 4p sep 2 (À), (11.23) 


(Se rurn CT )=—#, (11.25) 
To 


où i, est l'enthalpie spécifique du k-ième constituant. En se servant 
de (11.23), (11.24) et (11.25) on obtient pour w4 l'expression sui- 
vante : 


= p[Fi-Tv | (Fi va, —- = Vr++ vT). 
(11.26) 


300 ÉQUATIONS FONDAMENTALES DE LA THERMODYNAMIQUE [CH. V 


En utilisant (11.26) on écrit les formules (11.18) sous la forme 


T1 = AV+ZT [Tv (4) ]- 


at ak! 


= —PÈT F: = (va+ vtr) -($- DT u) 7 VT = 


=p D AD d—DILVT, (11.27) 
L 
où 


d=Vat (a—a)+Vp+< (2 PaFr—pF) 


et où l'on a introduit les coefficients EEE de diffusion 
D* et de thermodiffusion D d'après les formules 


ki PO ME fañt @Mt\  RoM fañt an 142 
ie PT MM: F Pr }= MiMi Pr Pr } Dee 
kR k 
DS un (kl=1,2,..., N). (11.29) 


L 
La validité des formules (11.27) et des égalités 


2: Di =0, D“—0O et 2 4 =0 


découle des propriétés (11.21). Il est aisé d'obtenir à partir des for- 
mules (11.28) et (11.29) les formules réciproques exprimant a et 
a*t par DT et D! 

De façon analogue on peut récrire les formules (11.17) pour un 
mélange de gaz parfaits sous la forme 


= avr+ 3 [r-rv(2)]- 


DT 
= —HT+S ül— -P2a (11.30) 
l 


où 
k=a—2 D PE SRE, (41.31) 
R R, ! 


La théorie cinétique des gaz fait un usage constant des coeffi- 
cients D*!, Di et k qui sont définis ici par les coefficients phénome- 
nologiques do, a" et a*l d’après les formules (1. 28), (11.29) et (11.31). 

Si le milieu est anisotrope à cause de l’action du champ électro- 
magnétique, par exemple, la théorie précédente se complique. Dans 
ce cas il faut ajouter aux arguments de ©, en plus du tenseur métrique, 
les tenseurs caractérisant l'anisotropie. 


CHAPITRE VI 


NOTIONS ET ÉQUATIONS FONDAMENTALES 
DE L'ÉLECTRODYNAMIQUE 


$ 1. Notions fondamentales de l’électrodynamique. 
Champ électromagnétique. Equations de Maxwell dans le vide 


De nos jours les problèmes concernant l'étude du mouvement du 
milieu continu compte tenu des effets électromagnétiques acquièrent 
une importance de plus en plus grande et les notions principales 
d’ électrodynamique s'avèrent indispensables dans un cours de mé- 
canique des milieux continus. 

On espère que les faits expérimentaux les plus simples, ainsi 
que les lois électrodynamiques sont connus du lecteur des cours élé- 
mentaire et général de la physique. Formulons les lois fondamentales 
d'électrodynamique sous forme d'équations de Maxwell de façon 
axiomatique, en tant que résultats de l'analyse et des généralisa- 
tions théoriques à partir des expériences et observations. 

On établit les équations de Maxwell à la base d’un certain nombre 
de notions mathématiques abstraites des caractéristiques électro- 
magnétiques que l'on introduit afin de décrire les propriétés électro- 
magnétiques des corps et des champs. L'introduction et l'analyse de 
ces notions et équations sont lices à un travail gigantesque, à l’évo- 
lution mouvementée pendant plus d'un siècle des idées puisées dans 
la recherche scientifique sur les phénomènes électriques. 

L'efficacité des méthodes théoriques basées sur les équations de 
Maxwell a été confirmée par toute la pratique d'étude des effets 
électromagnétiques et par toutes les données des expériences macro- 
scopiques connues. 

Dans notre exposé de l'électrodynamique nous laisserons de côté 
l'aspect historique et nous nous intéresserons surtout aux notions 
fondamentales dont nous donnerons une description succincte ayant 
en vue les applications de l'électrodynamique aux problèmes de la 
mécanique des milieux continus. Remarquons seulement que la théo- 
rie du champ électromagnétique en tant que théorie d'un objet 
réel fut créée par Faraday et ne fut confirmée d’une façon expérimen- 
tale convaincante qu’à la fin du XIX° siècle lorsque Hertz obtint 
les ondes électromagnétiques et prouva ainsi l'existence réelle du 
champ électromagnétique. 

Précisons d'abord le rôle que jouent les phénomènes électro- 
magnétiques dans la mécanique des milieux continus. La physique 
connaît quatre types essentiels d'interaction des objets matériels ; 
il s'agit notamment des forces de gravitation, électromagnétiques, 


302 EÉQUATIONS FONDAMENTALES DE L'ELECTRODYNAMIQUE [CH. VI 


nucléaires et d'interactions faibles dans la théorie des particules 
élémentaires. 

Les interactions internes que nous nous proposons d'étudier ré- 
sultent principalement des elfets électromagnétiques qui condition- 
nent les contraintes macroscopiques dans les corps solides, liquides ou 
gazeux. En particulier, les chocs s’effectuant entre les molécules et 
les atomes sont dus principalement aux forces électromagnétiques. 

En outre, sous certaines conditions, les corps peuvent être chargés 
électriquement et traversés par des courants. Il faut alors tenir 
compte des forces d'interaction qui s’y créent dans le système de for- 
ces appliqué au volume du milieu continu. De tels effets se manifes- 
tent surtout lors du mouvement du plasma. Le plasma est un gaz 
qui comporte un grand nombre d'électrons libres et d'ions, d’où 
son interaction considérable avec le champ électromagnétique. 

Rappelons maintenant quelques-unes des définitions et notions 
fondamentales de l'électrodynamique. 


Loi de Coulomb pour des charges au repos. Comme le prouve l'ex- 
périence, deux particules d'un milieu au repos, de charges e, et €», 
entrent en interaction avec une force analogue à la force d’attraction 
exercée entre deux masses, à savoir 


F=+k _. grad r, 1.1 
où rest la distance entre les particules chargées, k est un coefficient 
constant. La relation ci-dessus porte le nom de loi de Coulomb. 

Contrairement à la force gravitationnelle qui est toujours une 
force d'attraction, la force Fest une force d'attraction, lorsque les 
charges €, et e. sont de nom différent, et une force de répulsion 
lorsqu'elles sont de même nom. 

Les effets de la force d'attraction gravitationnelle sont importants 
lorsque les masses en interaction m, et m1, sont très grandes. Les 
forces d'interaction électriques dépassent de beaucoup celles de 
cravitation. La force d'altraction gravitationnelle entre deux élec- 
trons est de 10°? fois inférieure à leur répulsion électrique. Ce nombre 
est tellement grand que l’on le réalise à peine à l’aide de nos con- 
ceptions usuelles. 


Densité de charge. En mécanique des milieux continus, il est 
naturel d'introduire une distribution continue des charges e ainsi 
que l’on suppose une distribution continue de masses. La densité 
de charge est définie comme 


Pe + AV 0 AV , 


où Ae est la charge globale dans le volume AY. 
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Pour les corps électriquement neutres, Ae = 0 et p4 = 0. La 
densité de charge p. est positive ou négative selon les concentrations 
locales d'ions ou d'électrons. En réalité, pour tous les corps pe est 
constamment proche de zéro, car les charges de même signe se re- 
poussent ; ainsi, de grandes agglomérations de charges positives ou 
négatives ne sont pas durables en règle générale. 


Courant électrique. Le courant électrique est un mouvement 
des particules chargées. Ainsi, lorsque le corps possède les électrons 
libres se mouvant d’une façon orientée relativement aux ions, cela 
signifie que le corps est traversé par des courants électriques. Cepen- 
dant, malgré la présence de flux macroscopiques d'ions et d’electrons, 
la vitesse macroscopique sommaire des particules du corps peut 
être nulle. 

Par sa nature le courant électrique ressemble à une diffusion 
intense ordonnée. On peut envisager les courants dans des milieux 
au repos aussi bien que dans ceux en mouvement. La densité de 
courant se caractérise par le vecteur de densité de courant j dont 
la valeur est égale à la charge totale qui traverse en unité de temps 
l'aire unité, normale au vecteur j. 


Polarisation des atomes. Dans les conditions normales, l’atome 
de matière est électriquement neutre, sa charge sommaire est nulle. 
Il se peut pourtant qu'il se trouve un ensemble des atomes très 
voisins ; leurs charges se déplaceront alors l’une par rapport à l’autre 
de sorte qu'un atome neutre se transforme en un dipôle ou un multi- 
pôle. Ce phénomène s'appelle polarisation. La disposition ordonnée 
d’une grande quantité d’atomes ou de molécules polarisés sous l'effet 
du champ électrique extérieur provoque un effet macroscopique de 
polarisation électrique des parties macroscopiques du milieu. Il 
est évident pourtant que le mouvement thermique chaotique s'oppose 
en général à la polarisation macroscopique. 


Interactions magnétiques. Outre les interactions des charges au 
repos mentionnées plus haut il existe encore des interactions magné- 
tiques. Ainsi, par exemple, le fer aimanté attire la limaille de fer. 
l'aiguille aimantée d'une boussole se range suivant le méridien terres- 
tre. On voit qu'il y a sur Terre des forces qui font tourner l'aiguille 
de boussole dans une direction déterminée. 

L'existence d'interactions magnétiques a suggéré l’idée d'intro- 
duire la notion de charges magnétiques et d'essayer d'écrire pour 
elles la loi analogue à la loi de Coulomb pour les charges électriques. 
Or, l'expérience a démenti l'existence de charges magnétiques dans 
la nature; on a trouvé que les interactions magnétiques se ramènent 
aux interactions des courants électriques (c'est-à-dire des charges 
en mouvement). En particulier, les propriétés magnétiques de di- 
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verses substances s'expliquent par les courants microscopiques créés 
dans les atomes par suite du mouvement des électrons autour des 
noyaux et par suite d'une « rotation » propre des électrons et des 
noyaux (spins). Dans des conditions normales, les atomes dans la 
plupart des corps sont orientés d’une façon chaotique et l'effet des 
courants intra-atomiques ne se manifeste pas. Si donc se crée une 
orientation ordonnée des particules élémentaires dont se compose 
le corps, l'effet macroscopique apparaît dans les propriétés magné- 
tiques liées au phénomène d’aimantation. 


Vecteurs champ électrique et champ magnétique. Soit dans l’espa- 
ce l’ensemble de charges au repos relativement à un certain système 
de coordonnées inertial À. La physique possède une méthode géné- 
rale qui permet d'étudier les forces électriques exercées par un 
système de charges sur une charge élémentaire d'essai e placée en un 
point donné zx}, x°, x° de l’espace. Comme on sait, la force agissant 
sur une charge d'essai immobile ne dépend que de la position et de 
Ja grandeur de cette dernière. Elle est égale à 


Fr — eF, (1.2) 


où E = E (x!, x°, x) est un vecteur dit vecteur champ électrique. 

Le champ du vecteur E représente la somme des champs produits 
par des charges isolées. 

On crut d’abord que ce champ n'est qu’une abstraction mathé- 
matique aidant le calcul des forces exercées sur la charge d'essai. 
Les recherches qui suivirent démontrèrent que le champ électrique E 
devait être envisagé en tant qu'objet matériel existant dans l'espace 
indépendamment de la charge d'essai et différant en principe d'un 
corps matériel. 

Il y a deux points de vue sur les relations entre les charges et le 
champ. On peut croire que le champ est engendré par les charges ou 
bien que ces dernières sont des points singuliers (objets physique- 
ment petits) du champ électrique existant. 

De façon analogue, en sommant les effets des courants élémentai- 
res, on introduit le vecteur champ magnétique H comme une caracté- 
ristique du champ magnétique permettant d'évaluer les forces d'in- 
teractions magnétiques. Afin de caractériser l’aimant (ou courant) 
d'essai élémentaire, on introduit un petit dipôle magnétique de 
moment & tel que le moment du couple de forces que le champ exerce 
sur l'aiguille magnétique élémentaire de moment d soit calculé 
selon la formule 


M = d X H. (1.3) 
Lorsque le champ magnétique est uniforme, donc ÆH — const, 


la force résultante agissant sur le dipôle élémentaire est nulle. Seul 
le moment JR est différent de zéro. 
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Lorsque le champ H n'est pas uniforme, on voit apparaître, outre 

le moment M, la force F': 

F'= (dv) H= (dv) H=d%, 
où le symbole d/ôs désigne une différentiation effectuée suivant la 
direction du moment du dipôle au point d'existence du courant 
élémentaire. 

Dans des conditions statiques, les intensités des champs électri- 
que et magnétique en un point donné de l’espace peuvent être dé- 
finies d’après les mesures de la force (1.2) et du moment (1.3) qui 
agissent sur les charges électriques d'essai immobiles et sur les 
aimants élémentaires différemment orientés (courants électriques 
élémentaires) placés en ce point. 

Ces expériences simples avec les éléments d'essai peuvent être 
compliquées, généralisées et appliquées au cas des charges d'essai 
mobiles ainsi qu'au cas des courants et des champs ÆE et H variables 
dans le temps. 

Ainsi donc, le champ électromagnétique dans le vide, en chaque 
point de l’espace et à chaque instant de temps, peut être caractérisé 
par deux vecteurs : le vecteur champ électrique E et le vecteur champ 
magnétique Æ. Les vecteurs E et 7, la densité de la charge p. et le 
vecteur de densité du courant électrique 7 sont des notions fonda- 
mentales de l’électrodynamique. 


Equations de Maxwell en électrostatique. On s’en convainc aisé- 
ment que la loi de Coulomb décrivant le champ ÆE d’un système de 
charges immobiles ponctuelles ou distribuées, dans le système de 
coordonnées inertial, peut être écrite sous la forme différentielle 
comme suit : 


divÆE =4änp, rot E = 0. (1.4) 


La solution générale du système d'équations (1.4) dans un espace 
infini et à condition que le vecteur Æ tend vers zéro à l'infini conduit 
à la loi de Coulomb. 

Passer de la loi de Coulomb expérimentale simple aux équations 
(1.4) qui sont les équations de Maxwell pour le système de charges 
immobiles c'est énoncer la loi fondamentale de l'électrodynamique 
en termes d'équations différentielles. Ce passage ressemble beaucoup 
au passage de la loi de l'attraction universelle de Newton aux équa- 
tions différentielles en théorie du potentiel newtonien. Vu l'impor- 
tance du problème expliquons ce qui vient d’être dit plus en détail. 


Equations différentielles du champ gravitationnel en mécanique 
newtonienne. Deux points matériels de masses m et mx s'attirent 
d’après la loi de Newton et la force exercée sur le point m du côté 


20—0863 
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du point m, est égale à 


mITR ,,0 
Fi=—f ère, 
k 


où r, est la distance séparant les points m et m;,, f la constante gravi- 
tationnelle, r£ le vecteur unitaire dirigé de m, vers m. 

Comme on sait, cette force est potentielle, c’est-à-dire que F, — 
= grad U, et le potentiel U, — +. 

Que on a dans l’espace » points matériels de masses m, (4 — 
= 1,2,...,n), ceux-ci exercent sur un point de masse m = 1, qui 
peut être placé en tout point de l’espace (masse d'essai), la force 
F = 2 F, dont le potentiel est 


U= SN U;=fS En , Fy=grad Us. (1.5) 
R R 


Les masses distribuées m, créent dans l’espace un champ gravitation- 
nel de potentiel U décelable à l’aide d’une masse d'essai placée au 
point considéré de l’espace. 

Ecrivons l'équation différentielle à laquelle doit satisfaire le 
potentiel des forces d'attraction U. 

La fonction {/r;,, où 


ra V (rm) + (y y) + (2-2), 


est la distance entre le point x, y, z, où se situe la masse d'essai, et 
le point æZy, Yn, Zn, OCCUPÉ par la b-ième masse engendrant le champ 
gravitationnel, est une fonction harmonique. En tous points x, y, z 
pour lesquels r, = 0 la fonction 1/r, satisfait à l'équation de Laplace 


1 (47m) + 2 (rx) LE (1/78) 


) 
Th | dr gen Ta 02 0. 


A Ge 


Par conséquent, le potentiel U, du champ gravitationnel d’un point 
matériel satisfait à l'équation 


AUz;=0 
ou 
divF,=0, F=gradU;, c'est-à-dire que rot #,—0. (1.6) 
L'équation de Laplace est linéaire. Le potentiel du champ gravita- 


tionnel U (x, y, z), créé par des masses continüment distribuées à l'in- 
térieur d’un volume Ÿ, s'écrit d’après (1.5) sous la forme 


U (x, y, D=1| p°t (p dt = dm). (1.7) 
V 
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La fonction U (x, y, z) satisfait’ évidemment à l'équation de 
Laplace 
AU = 0 


en des points où il n'y a pas de masses. 
L'équation de Laplace pour U est équivalente aux équations 


divF=0, rotF—=0, F = grad U. (1.8) 


On peut montrer que, sous des restrictions assez générales pra- 
tiquement acceptables imposées à la distribution de la densité p, 
le potentiel U (1.7) du champ gravitationnel aux points x, y, z, 
situés à l'intérieur de V, satisfait à l'équation de Poisson 


AU = —4np f. (1.9) 
L’équation (1.9) est équivalente aux équations 
divVF=— 4npf, ro0F—=0, F = grad U. (1.10) 


Ainsi donc, on peut ramener le problème de la définilion du po- 
tentiel d’un champ gravitationnel et de la force exercée par le champ 
sur la masse d'essai unitaire à la recherche de la fonction U (x, y, 2), 
tendant vers zéro à l'infini ct satisfaisant à l'équation de Laplace 
partout hors de Ÿ et à celle de Poisson partout à l'intérieur de V, 
ou à la recherche des forces F' satisfaisant aux équations (1.8) et (1.10). 

Une telle position du problème dans la théorie du potentiel new- 
tonien est entièrement analogue à la position du problème d'électro- 
statique à la base des équations de Maxwell (1.4). On peut montrer 
que dans l’espace infini la fonction cherchée Ü s'annulant à l'infini 
est donnée par la formule (1.7) exprimant la loi de l'attraction gra- 
vitationnelle *). 

Pour les champs électriques et magnétiques non stationnaires, on 
parvient à obtenir d'une façon analogue, à la base des lois expérimen- 
tales de l'induction, une généralisation des équations (1.4). 


Equations de Maxwell pour le champ électromagnétique dans le 
vide. Dans un système inertial et dans l’espace vide dépourvu de 
corps matériels (ici p. — 0, car seuls les corps mattriels peuvent être 
porteurs des charges), ces équations prennent la forme 


4 0H : 
rot E — To D à div H = (0, (1.11) 
rotH= TE, divE=0. (1.12} 


Il est commode de prendre pour équations initiales de base, abs- 
traction mathématique des observations expérimentales, les équa- 
tions de Maxwell (1.11) au lieu des lois de Coulomb ou d’autres lois 


*) Le problème est détaillé dans le second volume du présent ouvrage (voir 
ch. VIII, 8 26). 
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électrodynamiques plus étroitement liées, historiquement et prati- 
quement, à l’expérience directe. Dans les équations (1.11) et (1.12), 
c est une constante ayant la dimension de la vitesse; on verra par 
la suite qu'elle doit être envisagée comme la vitesse de propagation 
des perturbations électromagnétiques, c’est-à-dire comme la vitesse 
de la lumière. 

Les équations (1.11) et (1.12) sont à la base de la physique; ce 
sont les équations fondamentales de l’optique et de la radiotechnique. 
Elles décrivent la propagation dans le vide des ondes lumineuses et 
des ondes électromagnétiques en général ainsi que beaucoup d’autres 
phénomènes. 


Unités de mesure des grandeurs électromagnétiques. Nombre de 
caracteristiques électromagnétiques sont des grandeurs dimension- 
nées. En établissant les formules et les équations concrètes pour les 
grandeurs clectromagnétiques on impose une certaine corrélation 
entre les unités de mesure de ces grandeurs. En particulier, en écri- 
vant les équations de Maxwell sous la forme (1.11) et (1.12) on a en 
vue que E et Æ sont mesurés en mêmes unités. 

Lorsqu'on peut choisir les unités de mesure pour la force, la 
masse et l'accélération indépendamment les unes des autres, l’équa- 
tion fondamentale de Newton F = kma doit être écrite avec une 
constante À dimensionnée; pour # = 1, ces unités de mesure sont 
mutuellement dépendantes. 

La constante dimensionnée c dans les équations (1.11) et (1.12) 
ou Ja constante f dans la loi d'attraction peut être posée égale à 
l'unité, ce qui est admis par certains auteurs. Pourtant, en posant 
dans (1.11) et (1.12) c = 1 on admet que soit la vitesse de la lumière 
est prise comme unité de mesure pour les vitesses, soit les unités de 
mesure pour Æ et H dépendent de celles de la longueur et du temps. 
De même, pour f = 1 dans la loi d'attraction et, en même temps, 
pour 4 = 1 dans la loi de Newton, F = kma, les unités de mesure 
pour la masse s'avèrent dépendantes de celles des distances et du 
temps et ainsi de suite. Dans de nombreux domaines de l'expérience 
où l’on rencontre les grandeurs en question, ces conditions subsidiai- 
res ne sont pas liées à la nature des grandeurs et des processus phy- 
siques. De telles conditions sont par conséquent incommodes, bien 
que logiquement admissibles. Ainsi, par exemple, on peut mesurer 
la vitesse d'un train en fractions de la vitesse de la lumière, mais ce 
n’est pas commode, bien que la lumière « travaille » dans les signaux 
lumineux dont sont équipés les chemins de fer. 

La mesure des distances entre les corps célestes en astronomie ou 
entre les villes en géographie à un centimètre près est dépourvue de 
sens pratique bien qu'il soit en principe possible d'utiliser dans ces 
cas le centimètre comme unité de mesure. Il n’est pas inutile de se 
rappeler que pour connaître la valeur numérique d’une longueur on 
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doit appliquer successivement à celle-ci une longueur étalon (unité 
de longueur). 

I1 va de soi que les échelles physiques choisies pour mesurer di- 
verses grandeurs doivent être comparables avec celles-ci. 

En général, le profit tiré de la standardisation et de l'unification 
des unités de mesure est souvent discutable; on voit surgir des in- 
commodités rendant difficile la conception adéquate des phénomènes 
étudiés, les traditions habituelles de la pratique courante sont égale- 
ment menacées. En pratique on se heurte à des complications même 
s’il s’agit de l'emploi indiscutable du point de vue scientifique des 
mêmes unités, centimètres ou pouces, par exemple. 

Il n’est pas en général avantageux de fixer les constantes physi- 
ques dans le but de choisir les unités de mesure. La grandeur fonda- 
mentale en physique, la vitesse de la lumière n’est pas du tout essen- 
tielle dans beaucoup de problèmes et peut parfois être posée égale à 
l'infini. L'introduction dans de tels problèmes de restrictions impo- 
sées par la valeur de la vitesse de la lumière serait une complication 
superflue et artificielle. 

La forme des équations de Maxwell (1.11) et (1.12) est une « bon- 
ne » forme admise dans de nombreux cours, ouvrages et travaux 
scientifiques des savants les plus célèbres du passé et du présent. 

L'étude de différents systèmes d'unités électromagnéliques qui 
sont d’ailleurs très nombreux dépasse le cadre du présent ouvrage, 
étant bien éclairée dans les cours élémentaire et général de la physi- 
que. Pour les applications, lorsqu'on se propose de trouver la solu- 
tion numérique des problèmes concrets, il est indispensable de savoir 
choisir les unités de mesure. Les équations (1.11) et (1.12) et les lois 
correspondantes étant fixées, l'évolution de la théorie générale de 
la mécanique des milieux continus ne sera plus en rapport avec le 
choix concret des systèmes d'unités de mesure. 


Le système d’équations de Maxwell dans le vide est complet et 
non contradictoire. Le système d'équations (1.11) et (1.12) contient 
huit équations pour ne définir que six caractéristiques du champ élec- 
tromagnétique: E;,, E», Es, H,, H,, H,. Ce système est pourtant 
non contradictoire. Ceci s'explique par ce que les relations 


divH=0 et divvEÆE—0 


sont les conséquences des premières équations (1.11) et (1.12) 
lorsque les conditions initiales sont données d’une façon convenable. 

En effet, si À (x, y, z, t) est le champ vectoriel arbitraire déri- 
vable par rapport aux coordonnées, alors div rot À = 0. Il en rc- 
sulte de la première équation (1.11) que 


Ô dj: 
= div H =0, 
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c'est-à-dire que div Æ ne dépend pas du temps f. Lorsqu'à un certain 
instant initial on a div H = 0, alors à tout autre instant de temps 
div H = 0. La condition exigeant que le champ magnétique soit 
solénoïdal est satisfaite chaque fois où les données initiales satisfont 
à cette condition. Ainsi donc, l'équation div H = 0 peut être consi- 
dérée comme une restriction imposée aux données initiales. 

De façon analogue, il en découle de la première équation (1.12) 
que 


d ;. 
x divE=0, 


c'est-à-dire lorsqu'’à un certain instant fixé div E = 0, cette diver- 
gence sera également nulle à tout autre instant. 

On peut interpréter la condition div Æ = 0 comme la condition 
d'impossibilité de l'apparition dans le vide de charges si le champ en 
était dépourvu à un certain instant « initial », de même div H = 0 
signifie l'absence de charges magnétiques. 

Bien que les équations div H = 0 et div E = O0 ne soient pas 
les conséquences au sens strict des premières équations, elles ne les 
contredisent tout de même pas. Ces conditions représentent des 
restrictions essentielles imposées aux données supplémentaires, sous 
lesquelles les solutions des équations de Maxwell ont un sens phy- 
sique. 


Application des équations de Maxwell (1.11) et (1.12) aux corps 
matériels. Les équations de Maxwell sous la forme (1.11) et (1.12) 
sont valables non seulement pour l'étude du champ électromagnétique 
dans le vide mais également pour la description du champ électro- 
magnétique dans les corps si ces derniers sont neutres électrique- 
ment et magnétiquement, c'est-à-dire que les corps ne possèdent pas 
de charges macroscopiques et que le champ électromagnétique exté- 
rieur n'y crée ni courants électriques, ni polarisation macroscopique, 
ni aimantation. 

Chaque molécule d’un corps engendre autour d'elle le champ 
électromagnétique. L'interaction de ces champs définit les forces 
des contraintes intérieures. Cependant, les charges des particules 
peuvent être réparties de telle façon qu'en moyenne le champ électiro- 
magnétique propre en chaque point du corps et la charge macroscopi- 
que dans le corps soient nuls: 


Enoy = 0, H moy = 0. 


Parfois E moy et H moy Conservent leur valeur nulle même en présence 
d'un champ électromagnétique extérieur. 

Ainsi donc, bien que les champs microscopiques dans les atomes 
et les molécules existent toujours, ils peuvent ne pas se manifester 
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macroscopiquement par suite du ‘mouvement chaotique des atomes 
par exemple et pour beaucoup d’autres raisons. 

Notons ce fait expérimental de première importance que les 
équations de Maxwell sont applicables à l'étude des champs micro- 
scopiques jusqu'à l'échelle atomique. 

Le rôle des équations de Maxwell. Les équations de Maxwell re- 
présentent un nouvel énoncé des lois établies en électricité et basées 
sur les faits expérimentaux élémentaires. 

Parmi les scientifiques prit racine l'opinion selon laquelle de 
nouvelles formes des propositions et concepts déjà établis ne peuvent 
être que triviales en soi. Toutefois l’exemple du passage vers une 
formule concise des lois électrodynamiques qu'est la forme des 
équations de Maxwell montre que cette opinion est érronée. C'est 
un acquis génial, source d'inspiration pour toute la physique moder- 
ne. L'analyse de la nature du champ électromagnétique et des pro- 
priétés du système des équations de Maxwell donna naissance à la 
théorie de la relativité et partant à une revision radicale des notions 
périmées de systèmes de référence inertiaux, d'espace et de temps. 


$ 2. Equations de Maxwell dans l’espace de Minkowski 


Les équations de Maxwell en formalisme quadridimensionnel. 
Afin de dégager la signification physique des équations de Maxwell 
récrivons-les en nouvelles notations. 

Introduisons d’abord une matrice antisymétrique F;; = —F;; 
définie par l'égalité matricielle 


0 Fo F3 Fu 0 H — H° cE, 
Foy O Fa Fo — H° () H! cE 
F = 21 23 24 || 2 9: 
l CAL Fa F3 0 Fu H° — H! 0 cE, À 1) 
Fi: Fos Frs 0 — CE, — CE —cE, 0 


et envisageons ensuite une variété quadridimensionnelle, c’est-à- 
dire un espace de coordonnées x}, z°, x, xt — 1, où æx!, x°, x sont 
les coordonnées cartésiennes orthogonales usuelles dans le volume 
géométrique tridimensionnel. 

On voit aisément que dans ce cas les quatre équations (1.11) 
s’écrivent en projections sur les axes des coordonnées cartésiennes 
de la manicére suivante: 


RE LR RL 1 RL pe , 
ôxi LL: axi + PAC 0 (i,j,k=—1,2,5, 4). (2.2) 
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Si dans le même système on introduit en même temps que la 
matrice F; la matrice F' selon l'égalité *) 


0 Hy —H, —2E! 
.. |—4s 0 H, —{2E# 
I FŸ 1 = : |,  @3) 
H: —H,; 0 = £" 
Lg Le  Lzs 0 
C C C 
les quatre équations (1.12) s'écrivent comme suit: 
OP D (=14,2,3,4). (2.4) 


Oz] 


Interprétation de c en tant que vitesse de la lumière. On peut 
démontrer aisément que la solution générale des équations (2.2) 
peut être présentée sous la forme 


04 0A 
Fis= 22 2.5 
‘J zx) Ozi ? ) 


où À,, À,, As, À, sont quatre fonctions arbitraires de x}, x°, 2, xt. 

La propriété d'antisymétrie de F',; est alors satisfaite. 

Notons que les valeurs de F';; restent inchangées si on ajoute aux 
A1, A2, A3, À, les composantes du vecteur gradient 9W/ôz!, 0W/0z*°, 
0W/0zx*, 0W/0x* respectivement. En profitant de cet arbitraire, nor- 
mons les fonctions À; par la condition supplémentaire 


ÔA1 1 04e à 043 1 84 | 
ox + ôx? 4 0x3 ce? dt 0. (2.6) 


Pour tout système donné de quatre fonctions À, on peut définir 
la fonction Ÿ de telle sorte que l'égalité (2.6) soit satisfaite. Cette 
dernière peut être considérée comme une condition éliminant l’ar- 
bitraire dans le choix de la fonction Y. 

En substituant à F*Ÿ dans (2.4) l'expression 


on obtient en vertu de (2.6) pour quatre fonctions À; les quatre 
équations identiques suivantes: 

924; 024; 024; 1 4 _ 

du Tout Tu — a de — 0 (i=1,2,3,4). (2.7) 

*) La disposition des indices des composantes de H et de Æ dans (2.1) et 


6) devient essentielle uniquement au cas où l’on passe à un système de coor- 
onnées curvilignes (pour plus de détail voir ch. IV, pp. 189 à 190). 
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Ainsi donc, la résolution des équations de Maxwell se ramène à 
la recherche de quatre fonctions À; satisfaisant à la relation (2.6) 
et dont chacune satisfait à son tour à l'équation (2.7). L'équation 
(2.7) s'appelle équation d'onde. 

Les propriétés générales des solutions de l'équation d'onde sont 
examinées en détail au ch. VIII (vol. IT). Pour le moment nous nous 
bornerons à indiquer une particularité typique de ces solutions. Soit 
f (£) une fonction quelconque deux fois dérivable par rapport à 
son argument. On voit tout de suite que la fonction 


A=f(# — ci) (2.8) 


satisfait à l'équation d'onde. Cette solution peut être interprétée em 
ce sens que la valeur donnée de À = f (£) correspondant à une cer- 
taine valeur fixée de £ — x! — ci se propage suivant l'axe x? à la 
vitesse c. De là le sens physique de c en tant que vitesse de la lumière. 


Espace de Minkowski. Introduisons l’espace quadridimensionnel 
métrique pseudo-euclidien *) de Minkowski de coordonnées z*, x”, 
2, x — 1, où, par définition, la métrique est donnée par la formule 


ds2= — dx — dr — dr + c? dt? — gi; dx da”. (2.9) 
Pour les matrices || £;; || et || gi || de cette métrique on a 
_14 O0 0 0 EMUO Le 
lee 9 1 OÙ nl 0 os € 
EE) 5 9 14 où NE U=) o o —1 0 ||: 
0 © 0e 0 0 0 | 


C 


_Il résulte de (2.1) et (2.3) que FŸ et F;; sont liées par les relations 
FY — Fpq£?° ge. 


Equations de Maxwell dans un système arbitraire de coordonnées 
curvilignes. Si l'on introduit un système de coordonnées curvilignes 
quelconques y}, y”, y°, y‘ lié aux coordonnées xt, 2°, x°, 2 = { par la 
transformation 


yi=fi(r,z, mat) (i= 1,2, 3, 4), (2.10) 


*) Dans un espace pseudo-euclidien la métrique (2.9) n'est pas définie po- 
sitive mais les g;, peuvent être considérés constants dans tout l'espace. 

Ici et plus loin on admet les conditions suivantes pour les composantes : 
temporelle g1, > 0, spatiales g,, << 0; en outre les indices quadridimension- 
nels sont notes par des lettres romanes et les composantes spatiales tridimen- 
sionnelles spécialement relevées, par des lettres grecques. Ces conditions fu- 
rent introduites par H. W e y 1 (Space-Time-Matter, 1922) et sont actuellement 
admises par de nombreux auteurs dans beaucoup de manuels d'usage fréquent. 
Toutefois certains articles et ouvrages scientifiques emploient des conventions 
tout opposées quant aux signes de g:, et de #4 et aux notations des indices. 
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alors la formule transformée pour ds° sera de la forme 
a , i 1 “ , OxP 0x1 
ds®=gi;dy" dy" OÙ gi=£ng — —- 

dyt dy) 

Les équations transformées de Maxwell (2.2) et (2.4) et la for- 
mule (2.5) s’écrivent facilement si l’on envisage les grandeurs F;; 
et À; comme composantes du tenseur et du vecteur dans l'espace de 
Minkowski, c'est-à-dire si l'on définit F;; et À; dans le nouveau 
système par les égalités 

OxP 019 OxP 

F;; = — —— et Aj—=A, —. 2.11 

ÿ PA Gui oui Â P gyi ( ) 

Le tenseur quadridimensionnel F = F;,9'2? est dit tenseur du champ 

électromagnétique, et le vecteur quadridimensionnel 4 = À;39 
potentiel-vecteur. 

D'après les formules de l'analyse tensorielle, on obtient 


? 


VaFi5+ViFu+ ViFin = 0, (2.12) 
V:F'®=0, (2.13) 

0À; 0À° 
Fi=ViAi—ViA;= —— À. (2.14) 

Oy1 dy 

Compte tenu de la condition 
V'«Ac=0, (2.15) 
les équations d'onde (2.7) se transforment en 

V'VaAi = 0. (2.16) 


Ces équations résultent de la forme tensorielle des équations 
(2.2), (2.4), (2.5) et (2.7) dans l’espace de Minkowski où toutes les 
dérivées par rapport aux coordonnées et au temps coïncident, dans le 
système zx!, r°, x°, 1, avec les dérivées covariantes, car tous les sym- 
boles de Christoffel sont nuls dans ce système. 

Signalons que l’antisymétrie de F;,; dans un système de coordon- 
nées arbitraire fait que les termes avec les symboles de Christoffel 
dans l'équation (2.12) se simplifient, on peut écrire alors l'équation 
(2.12), dans un système curviligne quelconque, sous une autre forme, 
à savoir 

OFi5 | OFhi | Fix 
Oyf  Oyi  ôyi 
L'équation (2.13) sous forme développée est 


| oF'ii Pi mi tiPrÿ 
VF + F pi+F Tp=0. 


— 0. (2.17) 
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En vertu de l’antisymétrie de Fri ét de la symétrie de '; par rapport 


aux indices inférieurs on a F'P? T,; = 0; en outre, en revenant à la 
formule (3.6) du ch. IV on obtient 


. 1 0 V —9q x … 
T;= V=r 0 ou g=|£gl. 


11 en résulte que les équations de Maxwell (1.12) admettent la forme 


vV:F'i— = = — = 0. (2.18) 


Ainsi donc, les équations de Maxwell s'écrivent sous forme ten- 
sorielle à l'aide du tenseur F;; dans l’espace quadridimensionnel de 
Minkowski introduit par définition à cet effet. 

Les équations tensorielles obtenues permettent de trouver, dans 
différents systèmes de coordonnées, la forme des équations de Max- 
well et les composantes des champs magnétique H*, H*°, H* et élec- 
trique Æ,, E,, E, à partir des égalités (2.1) et (2.3) et des formules 
de transformation (2.11). 

L'espace métrique de Minkowski est introduit comme un être 
mathématique auxiliaire. Pour le moment il nous suffit de savoir 
que lors des transformations des coordonnées dans l’espace de Min- 
kowski on peut introduire le tenseur F';; et donc considérer les équa- 
tions de Maxwell comme équations tensorielles. 

La signification physique de l'espace de Minkowski et celle du 
tenseur champ électromagnétique se dégagent clairement après 
l'introduction de postulats physiques supplémentaires dont nous 
parlerons au paragraphe suivant. 


Transformation des seules coordonnées spatiales. Signalons d'abord 
les conséquences suivantes qu'on tire des définitions mathématiques 
formulées plus haut. Soient les transformations de la forme 


y —=f" (xt, L°, m> ), a= 1, 2, 3, 
ty =T 1, (2.19) 


où seules les coordonnées spatiales se transforment, celle de temps 
restant invariable. 

On vérifie aisément en recourant aux formules (2.11) et à la 
formule matricielle *) (2.1) que les formules de transformation 
correspondantes pour les grandeurs E; et H° représentent respective- 
ment celles des composantes covariantes et contravariantes des 
vecteurs tridimensionnels spatiaux polaire et axial. On peut appli- 


*) Dans un système curviligne spatial, on prend au lieu de Hi dans la 


matrice (2.1) l'expression HiV/Det [|gcgll, &, B = 1, 2, 3 (voir $ 3 ch. IV, 
formule (3.26)). 
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quer la transformation (2.10) de forme générale aux grandeurs E; et 
H° dans différents systèmes de coordonnées, mais les transformations 
correspondantes ne seront plus celles des composantes d'aucun vec- 
teur. 


Transformations de Lorentz. Considérons les transformations les 
plus générales y* — f(x") qui conservent la forme quadratique (2.9) 
dans l’espace métrique de Minkowski et donc vérifient l'égalité 


ds = — dx — dr — dr + dt — 

— — dy" — dy — dy + ce? dt. (2.20) 
Dans ces transformations, dites de Lorentz, comme dans toutes autres 
transformations de coordonnées, les équations tensorielles (2.12), 
(2.13) et respectivement (2.17) et (2.18) qui sont la forme développée 


des premières ne se distinguent que par les notations des coordonnées 
et des composantes F;; 


Invariance des équations vectorielles de Maxwell par rapport aux 
transformations de Lorentz. Les équations vectorielles de Maxwell 
(1.11) et (1.12) sont également invariantes relativement au groupe de 
Lorentz. Il résulte pourtant des formules de transformation (2.11) 
que les vecteurs champs électrique E et magnétique H dans lb sys- 
tème z'et les vecteurs E’, H° dans le système y’ ne sont pas les mêmes. 
Dans le paragraphe suiv ant on donnera quelques formules de passage 
de Æ, H à E”’, H' lors des transformations de Lorentz. 

Ainsi les équations de Maxwell, sous certaines conditions con- 
cernant les transformations des vecteurs E et H,sontinvariantes par 
le groupe de Lorentz. Les équations (2.17) et (2.18) permettent d'en- 
trevoir qu'outre les transformations de Lorentz il existe encore des 
classes plus générales des transformations pour lesquelles aura égale- 
ment lieu l'invariance des équations de Maxwell. Les transforma- 
tions de Lorentz, comme on le verra dans la suite, ont pourtant la 
valeur physique la plus importante. 


Transformations de Galilée. Les transformations de la forme 
yat vtt, a—=1, 2,3, | 
y=t =t+to=28+to, 


où {5, at et v® sont des constantes, sont appelées transformations de 
Galilée. En mécanique newtionienne les transformations (2.21) cor- 
respondent à la translation rectiligne uniforme d'un référentiel y® 
relativement à un référentiel x%, u% étant les composantes de la vites- 
se de ce mouvement dans le référentiel x. 

J1 est évident que les transformations de Galilée ne sont pas celles 
de Lorentz, car pour elles l'égalité (2.20) n'est pas remplie. Les 
transformations de Galilée et les formules (2.21) peuvent être com- 
pliquées par la rotation supplémentaire du système y® d'un angle 


(2.21) 
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fini fixe autour d'un axe fixe arbitraire et par les réflexions par 
rapport aux plans coordonnés. Notons en passant que toute rotation 
peut être remplacée par une suite de réflexions par rapport aux cer- 
tains plans. 


Caractéristiques tensorielles et vectorielles dans l’espace de Min- 
kowski; tenseur énergie-impulsion. En rapport avec les équations 
de Maxwell on a introduit, dans l’espace quadridimensionnel de 
Minkowski, le tenseur du champ électromagnétique F— F'; 99? et le 
potentiel-vecteur À = 49°. Dans la suite on aura besoin de beau- 
coup d’autres tenseurs et vecteurs. Il s'agit notamment du vecteur 
quadricourant électrique J = J'3; ($ 4), du vecteur quadriforce 
($ 5), du vecteur quadrivitesse w = u° a; = dr/ds, où dr — dx'a; 
est un déplacement quadridimensionnel du point individuel, ds — 
— | dr |, du tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique 

S=S;"9 on, (2.22) 


« 


ou 


> 1 À çh per 
So —= TT 4R LEE 7 Ôi Fmn | , 
et de beaucoup d’autres vecteurs et tenseurs. 

On tire des équations (2.12) et (2.13) les conséquences importantes 
suivantes : 


VaSir=0, i—1, 2, 3, 4, (2.23) 


qui s’interprètent comme les équations des impulsions et de l’éner- 
gie du champ électromagnétique dans le vide. 


$ 3. Transformations de Lorentz et systèmes 
de référence inertiaux 


Principe de la relativité en physique. Le principe universel de la 
relativité de Galilée, proposition fondamentale de la physique, veut 
que toutes les lois physiques concernant les interactions dans les 
milieux matériels et dans les champs soient formulées de la même 
façon et que tous les phénomènes et processus se déroulent identique- 
ment pour tous les observateurs dans n'importe quel système de ré- 
férence inertial. On postule également l'existence d’un ensemble de 
référentiels inertiaux qui peuvent se mouvoir les uns par rapport aux 
autres. Cependant dans des théories différentes on définit l’ensemble 
de systèmes de référence inertiaux de différentes façons. 


Référentiels inertiaux en mécanique newtonienne. Dans la physi- 
que newtonnienne l’espace est supposé tridimensionnel (espace tri- 
dimensionnel euclidien), le temps est absolu et défini en tant que 
temps équivalent pour toute sorte de référentiels appartenant à l’en- 
semble des référentiels inertiaux et qui sont en translation uniforme 
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les uns par rapport aux autres. Dans tous ces référentiels, un point 
matériel isolé est au repos ou se meut à une vitesse constante. 

D'après le principe de la relativité de Galilée-Newton, toutes les 
lois et équations physiques sont invariantes par les transformations 
galiléennes (2.21) définissant, dans les systèmes de coordonnées car- 
tésiennes, le passage d'un référentiel inertial cartésien x}, x°, 2,1 à 
un autre référentiel inertial cartésien y, y*, y°, ?t + à. 

En physique newtonienne, il découle de (2.21) et de la définition 
cinématique de la vitesse la loi de composition des vitesses 


Ver = Vy+ v, (3.1) 


où v, est la vitesse d'un corps, d'un point par rapport au système y; 
v, la vitesse du même point relativement au système z; v la vitesse 
de translation du système inertial y par rapport à x. 

Comme on le connaît bien, la vitesse de la lumière dans le vide 
peut être définie comme celle du front des perturbations électro- 
magnétiques ou, plus simplement, comme la vitesse dans le vide de 
la particule électromagnétique qu'est le photon. D'après la formule 
(3.1), la vitesse de la lumière dans la physique newtonienne ne saurait 
pas être la même pour les différents observateurs effectuant les 
mesures dans leurs référentiels inertiaux. En outre, le fait que dans 
la physique newtonienne le temps est supposé absolu aurait pour 
conséquence la propagation des signaux à une vitesse infinie. 


Postulat de la constance de la vitesse de la lumière. Ces déductions 
se trouvent pourtant en contradiction radicale avec l'expérience 
qui témoigne que la lumière se propage dans le vide avec une vitesse 
égale pour tous les observateurs se mouvant les uns par rapport aux 
autres à une vitesse constante et d’une manière isotrope relativement 
à n'importe quel observateur, c'est-à-dire à égale vitesse dans toutes 
les directions. L'expérience célèbre de Michelson, ainsi que beau- 
coup d'autres confirment que la vitesse de la lumière ne dépend pas 
du choix du référentiel inertial. 

Une analyse approfondie des processus physiques montre égale- 
ment l'impossibilité pour les objets matériels, ainsi que pour l'éner- 
gie, de se déplacer à une vitesse supérieure à celle de la lumière, la- 
quelle doit être envisagée comme la vitesse la plus grande possible 
de tout mouvement relatif des corps matériels. 

Ainsi la physique moderne utilise comme postulat la loi de la 
constance de la vitesse de la lumière dans tous les systèmes de réfc- 
rence inertiaux. À condition de conserver le principe fondamental de 
la physique qu'est la relativité de Galilée, le postulat de la constance 
de la vitesse de la lumière fournit les bases à une revision de la notion 
de référentiel inertial et donc à l'introduction de nouvelles trans- 
formations de coordonnées, autres que celles de Galilée, lors du 
changement de référentiel inertial. 
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Dans ce cas les transformations de Galilée (2.21) ne peuvent plus 
être admises; on est contraint de les compliquer et de renoncer au 
temps absolu. 


Référentiels inertiaux dans la théorie de la relativité restreinte. 
Adressons-nous à présent aux conditions qu'impose la constance de la 
vitesse de la lumière aux transformations des coordonnées lors du 
passage d’un système inertial à un autre. La famille de systèmes 
inertiaux s'obtient par transformation à partir d'un système unique 
qu’on choisit en se basant sur les données expérimentales. 

Pour établir les formules des transformations en question, utili- 
sons, outre la condition fondamentale de la constance de la vitesse 
de la lumière dans tous les référentiels inertiaux, les conditions 
naturelles de l’équivalence de deux référentiels inertiaux quelconques 
et de la symétrie réversible, c’est-à-dire de l'isotropie et de l’homo- 
généité. Le concept d’homogénéité relevant de l’équivalence ciné- 
matique et géométrique de tous les points de l’espace sera explicité 
plus loin à l’aide des formules mathématiques. 


Transformations des coordonnées lors d’un passage d’un référen- 
tiel inertial à un autre. Prenons en tant que référentiel inertial de 
base X, choisi à partir des données expérimentales, un système de 
coordonnées zx!, x°, x°, xt — t, où les coordonnées spatiales xt, z°, 1° 
sont les coordonnées cartésiennes de l’espace tridimensionnel eucli- 
dien et £ est le temps. 

Soit y?, y?, y, y* — t’ un autre système d'inertie Æ”, où y?, y*, y° 
sont également les coordonnées cartésiennes et {” est le temps propre. 
Le problème est de trouver les conditions permettant de définir les 
transfomrations 


y = ft, xt, a, a), i = 1,2, 8, 4, (3.2) 


qui doivent remplacer les formules de transformation de Galilce- 
Newton (2.21) et d'établir les propriétés de ces transformations. 

Soient dx!?, dr”, dr° les composantes du déplacement d’un certain 
point A1 mobile pendant le temps dz* = dt dans le système 4 ; 
dyl, dy*, dy sont respectivement les déplacements et dy = dt” 
l'intervalle de temps dans le système X” pour le même point. 

Pour les vitesses tridimensionnelles v et v’ du point M dans les. 
systèmes ÆX et K” on a 


, _ dt + dr + dr” 


D >  dyl° + dy + dys° 


PTE et v“— PE ; 


Dans ces formules les variables y% et xê (&œ, B — 1, 2, 3) se corres- 
pondent mutuellement selon les formules (3.2). 
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Introduisons les quantités 
ds = (c2—v?) dt? = — dr — dr — dr + dr? 
ds = (c2—v'"?) dt'2= — dyf — dy — dys* + «2 dt”? 


Envisageons le mouvement d’un photon qui se déplace comme 
On le sait dans le vide à la vitesse de la lumière aussi bien dans X 
que dans X”. 

Lorsqu'on a simultanément v = v’ = c, alors 


ds}, = ds£ = 0. 
Si l’on admet que ds£ = 0, l'égalité 


2 __ {_ off 2 ôfs 2 ôfs 2  , f of 2 
di (dr) +(35d) +(55 de) —e (55 dr) 0 
doit se vérifier en tant que conséquence de la forme spéciale de la 
transformation (3.2); alors dans le cas général où v c, on doit 
avoir l'égalité 
y =X (xt, 22, 2, xt) ds, 


où x peut être une fonction arbitraire de ses arguments. 
La symétrie des passages À —+ K" et K” — K permet d'écrire que 


dsx = 4 (y!, y?, y, yt) dsi = x (y') x (x!) ds, 
d'où 
x (y) x (zx) = 1. (3.3) 


De l'homogénéité de l’espace découle l'indépendance de x des 
points de l’espace, c’est-à-dire des coordonnées. On tire de la cons- 
tance de *x et de l'égalité (3.3) que x = 1. 

Par conséquent, lors du passage d’un système inertial Æ à l’autre 
K' la quantité 


— — dr — dr — dr + ec? dt? (3.4) 


doit être invariante. 

La formule (3.4) peut être considérée comme une définition de la 
métrique de l’espace quadridimensionnel. 

Ainsi donc, l’espace physique peut être envisagé comme l’espace 
de Minkowski, et les transformations réalisant le passage d'un sys- 
tème inertial à un autre comme des transformations de Lorentz. 

On voit maintenant que l’espace de Minkowski et les transforma- 
tions de Lorentz, introduits plus haut en tant qu'êtres mathémati- 
ques auxiliaires utiles dans l’étude des transformations des équations 
de Maxwell, acquièrent un sens physique fondamental. 

Il est évident que dans la théorie que nous développons ici l’in- 
variance des équations vectorielles de Maxwell par rapport aux 
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transformations de Lorentz a une importance capitale. Les hypothèses 
adoptées et les conclusions qui en sont tirées sont à la base de Ia 
physique moderne. 

Etendu aux systèmes globaux pour les corps finis, un tel système 
de postulats constitue la base de la relativité restreinte. Les mêmes 
postulats appliqués localement aux petits éléments des milieux 
matériels ou du champ sont à la base de la théorie de la relativité 
générale. 


Propriétés des transformations de Lorentz. Analysons plus en 
détail les propriétés des transformations de Lorentz. 

Montrons tout d'abord que les fonctions f' (x“) dans les formules 
(3.2) définissant les transformations de Lorentz sont linéaires. 

Démontrons une proposition plus générale. Soit donnée une 
transformation 


à si of! i | 
yi= fi(zt, 2, 28, 4), = in et |filÆ0, 
et soit 
ds? = g;; dy dy? = g pa dx? A2, 
Lifpfo = Epqs (3.5) 


où gi; = const, £pq = Const et | g:; | >< 0. Montrons que dans ce 
cas les fonctions ft (x!, x°, z°, z*) sont linéaires par rapport à leurs 
arguments. 

Dérivant l'égalité (3.5) par rapport à zx°, il vient 


Eiifpaf} ds gifpfes = 0; (3.6) 
ici p, $, g sont des indices arbitraires parcourant les valeurs 1, 2, 3, 4. 


En raison de la symétrie on a gi; = gjet f}, — J2,. La permutation 
des indices p— qg—s—+>p dans (3.6) donne 


gisfafs-+ if fps = 0. (3.7) 
En soustrayant (3.7) de (3.6) on a 
Eifpfe — Eisfepfs = 0. (3.8) 


En permutant les indices p — s— g — p dans (3.8) et en soustrayant 
le résultat de (3.7) on obtient 

gifafm=0 où Aigfm=0, (3.9) 
où p, q, s sont des indices parcourant les valeurs 4, 2, 3, 4. Le déter- 
minant | 4;, | diffère de zéro en vertu de l'égalité matricielle sui- 
vante 

lArl=lesllfn et lg5l<0, 1/10. 

24—0863 
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Comme | 4, | 5 0, le système d'équations homogènes (3.9) donne 


: d2fi 
he = = 0. (3.10) 
Les équations (3.10) sont vraies pour ë, p et s arbitraires ; il en dé- 
coule que la solution générale du système d'équations (3.10) a la 
forme 


y=f(r)=fi+ cr}, (3.11) 


où fi et ci sont des nombres constants. 

La proposition démontrée est évidemment vérifiée pour tous les 
espaces 7-dimensionnels. 

La transformation (3.11) correspond à une déformation homogène 
de l’espace pseudo-euclidien quadridimensionnel ; elle est plus géné- 
rale que celle de Lorentz. 

Pour isoler dans les transformations (3.11) celles de Lorentz il 
faut remplacer (3.5) par des conditions plus fortes qu'on déduit de 
(2.20) : 

Bu=£u——1, 82=82—= —1, 

Las = Las = —1, gu=£u = (3.12) 
et 

gy = gi; =0 pour i£ j. 

Les conditions (3.12) imposent à 16 coefficients ci les dix liaisons 
algébriques suivantes : 

Bijpoq = Era OÙ Cine = Oz. (3.13) 


Ainsi donc, la transformation générale de Lorentz dépend de 
quatre constantes ft définissant une translation simple et de six 
paramètres indépendants qui permettent, d'après (3.13), d'exprimer 
seize quantités cg. 


Les transformations de Galilée et de Lorentz ont chacune dix 
paramètres indépendants. Les transformations de Galilée forment 
un groupe dépendant de dix paramètres dont quatre définissent la 
translation, trois la rotation et la réflexion de l’espace tridimension- 
nel et trois autres les composantes de la vitesse de translation du 
système de coordonnées. 

Les transformations de Lorentz forment également un groupe dé- 
pendant de dix paramètres dont quatre définissent la translation el 
les six autres la réflexion et la rotation de l’espace quadridimension- 
nel de Minkowski données par les paramètres indépendants par les- 
quels s'expriment les coefficients cé. 

Les transformations satisfaisant aux conditions (3.13) pour une 
métrique quelconque et dans les espaces de dimension quelconque 
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s'appellent transformations orthogonales. Elles forment un groupe. 
Les transformations orthogonales avec le déterminant de transfor- 
mation À = |ci |>>0 forment un sous-groupe appelé groupe de 
rotations propre. 


Transformations de Lorentz infinitésimales. Pour une transforma- 
tion identique dans le groupe de transformations orthogonales on a 


= 6. 
Remplaçons c% par les grandeurs Q£ selon les formules 

= 6, + Qf. 
Pour une transformation identique on a Qi — O0. Lorsque QŸ sont 
infiniment petits, les coefficients c4 définissent une transformation 
appartenant au groupe de rotations propre, car À Æ 1. Les quantités 
ci et Qi sont considérées soit comme composantes des tenseurs dans 
Ja base du système X ou dans celle du système Æ”, soit comme vecteurs 
suivant l'indice i dans X ou l'indice dans K'. 


En rejetant les petits de deuxième ordre on obtient les conditions 
d'orthogonalité pour des rotations infiniment pelites sous la forme 


gi + 8 = 0 (3.14) 
ou 
op = —pg- 


La matrice antisymétrique Q,, s'interprète comme celle des 
composantes du quadritenseur antisymétrique correspondant dans 
l’espace de Minkowski. Six composantes indépendantes de ce tenseur 
représentent les paramètres indépendants définissant la rotation 
infinitésimale de l'espace quadridimensionnel de Minkowski. On 
fait correspondre au quadritenseur antisymétrique Q@,,, dans les 
systèmes inertiaux cartésiens, deux trivecteurs @ et U conformé- 
ment à l'égalité 


0  —0Qs 22 —U, 

(23 0 — (1! _— UÙ 1 i _ 
Ï Q>q I — —Q° Q! 0 UV, ? (2, =£ PQ qe (3.15) 

U; Ua Us 0 


On voit sans peine que le vecteur axial @ (Q1, Q°, Q5) caractérise 
une rotation infinitésimale dans l’espace tridimensionnel et le vec- 
teur polaire U (U,, U,, U;) la vitesse infinitésimale de translation du 
référentiel inertial Æ” relativement au référentiel X. 


21° 
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Transformation de Lorentz pour le cas de la translation du système 
K' par rapport au système X. Considérons une transformation finie 
spéciale de Lorentz (3.11) très importante qui a la forme 


yi=cix!+ cit, y* = 2", 

V2, l'=cz cet. 
Cette transformation correspond à une translation le long de 
l'axe x! du référentiel Æ” relativement à Æ, à la vitesse constante 
— —ci/ci. Dans ce cas les conditions (3.13) sont facilement ré- 


solubles et l’on obtient, sous la condition À >> 0 découlant de l’ab- 
sence de réflexion supplémentaire, les formules 


U 
t—— ri 
na PEL 
A | 1 
c2 V "e2 
et les formules inverses (3.16) 
,. U 
yi+ Ut’ é LS y 


DT : PT: 
Vie Vi 
c° c? 


Les transformations de Lorentz (3.16) deviennent celles de 
Galilée pour U!/c petit en négligeant les grandeurs de l’ordre de (l//c)*. 


Relativité de la notion de temps. Il s'ensuit des formules géné- 
rales (3.11) et, en particulier, des formules (3.16) que lors du passage 
de X à Æ” le temps £{” dans « le système mobile » diffère du temps ! 
dans le système « immobile » initial. En outre, les coordonnées géo- 
métriques et le temps deviennent, en quelque sorte, équivalents. Il 
ne s’agit pourtant pas d’une disparition complète de la différence 
entre les distances géométriques et le temps. La différence se mani- 
feste, en particulier, dans le fait que les éléments dr%* et di avec 
lesquels est définie la métrique pour ds y entrent avec des signes 
différents. On sait pourtant de la théorie des formes quadratiques 
que, dans toutes les transformations réelles de variables conservant 
la forme canonique quadratique pour ds*, les signes mentionnés sont 
invariants. 


Distinction entre les intervalles de temps. Envisageons la relation 
que l'on déduit de (3.16) entre les intervalles de temps correspondants 
dt" et dt en un point M, immobile dans le système Æ” (y = const) 
et, par conséquent, se mouvant à la vitesse U dans le système ÆX. 
On a 


D re , ie. dt>d. (3.17) 
in 
c? 
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De même, soit le point V immobile dans le système X (x! = const), 
on a 


Canet 
Ened 


Er: , ie. d'>ût. (3.18) 
1 — 
c2 


Ainsi donc, du point de vue de l’observateur dans À le temps 
propre de l’observateur dans Æ” s'écoule plus lentement que le sien. 
D'un autre côté, l'écoulement du temps propre dans À apparaît 
plus lent à l’observateur dans X". Ceci témoigne de l’équivalence 
totale des systèmes d'inertie Æ et Æ. 

Des relations analogues ont lieu pour les longueurs des segments 
correspondants disposés dans la direction de la vitesse U. Les 
longueurs des segments perpendiculaires à la direction de la vitesse 
U sont égales dans X et Æ”. 


Système de référence propre. Dans les applications, on emploie 
la notion très importante de système de référence propre. Il s'agit 
du référentiel inertial K* choisi au point donné A7 du milieu de telle 
sorte que la vitesse du point À{ par rapport au référentiel X*, à l’ins- 
tant donné, soit égale à zéro; les vitesses des points voisins et du 
point M en d’autres instants de temps dans ce système peuvent dif- 
férer de zéro. 

C'est précisément le système de référence propre et le temps propre 
que nous percevons. Le temps propre est une Caractéristique inva- 
riante du vieillissement et de toutes sortes de processus et interac- 
tions internes. 

Lors du mouvement des particules élémentaires, des atomes et 
des molécules, les lois régissant les interactions internes et tous les 
instants caractéristiques ne sont les mêmes que dans leurs propres 
référentiels inertiaux; citons à titre d'exemple la période des ondes 
lumineuses ou électromagnétiques rayonnées, la demi-période des 
noyaux radioactifs, la vie des particules « élémentaires » instables, 
etc. 


Temps propre. Lorsqu'il s’agit du mouvement d'un continuum, 
on peut associer à chaque point et en chaque instant de temps un 
système de coordonnées propre et définir dans ce système les valeurs 
des composantes de différents tenseurs et de vecteurs ainsi que l'in- 
tervalle de temps propre dt 


4 2 
di=—ds=dt}/ 1—+ (w<e, ds>0), (3.19) 


où dt est l'intervalle de temps correspondant dans le système fixé 
de l'observateur. 
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Systèmes de référence propre et concomitant. Il est bien évident 
que le système propre ne coïncide pas en général avec le système 
concomitant dans lequel les vitesses de toutes les particules sont 
toujours égales à zéro; le système propre est inertial, tandis que le 
système concomitant ne l’est évidemment pas en général. 


Paradoxe des horloges. En étudiant les mouvements d’un même 
point ou de points différents, on peut calculer les intervalles finis 
de temps propre à l'aide des intégrales de la forme 


t 
ac=r—m=t (af 1-5 (3.20) 


to 


L’intervalle de temps propre At étant un invariant, l'expression 
(3.20) donne le même résultat quel que soit le système de coordon- 
nées de l'observateur utilisé, 
inertial ou non inertial. 

Dans un référentiel de 
l'observateur inertial donné, 
l'intégrale (3.20) dépend de la 
forme de la courbe x = x* ({) 
dans l'espace de Minkowski. 
En particulier, en cas du mou- 
Fig. 39. L'intervalle de temps propre vement rectiligne le long de 

dépend de la loi du mouvement l'axe x}, l'intervalle AT est 

une fonctionnelle du chemin 
d'intégration dans le plan z°, t (fig. 39). Les valeurs de At calculées 
pour les chemins différents C, et C, menant du point © au point O* 
ne sont pas les mêmes. 

Pour un corps au repos sur Terre que l’on prend pour système 
inertial, le chemin d'intégration coïncide avec l'axe des temps t; 
pour un cosmonaute lancé avec sa fusée suivant l'axe des x et re- 
gagnant ensuite la Terre, la loi du mouvement est figurée par la 
courbe de la forme Z. 

La quantité sous-intégrale dans la dernière intégrale (3.20) est 
plus petite pour v = 0 que pour v = 0; par conséquent, au moment 
de retour du cosmonaute en point O” les intervalles de temps propre 
pour l'observateur terrestre ATtie- — 00” et pour le cosmonaute 


seront différents, notamment 


Ateom < ÂTter- (3.21) 
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Des deux jumeaux dont l’un habite la Terre et l’autre retourne 
d'un voyage cosmique, le cosmonaute s'avère plus jeune que son 
frère. 

Soient les segments OB et BO° correspondant à la loi du mouve- 
ment du photon xt = ct et x! = —ct + x; se mouvant à la vitesse 
de la lumière. On voit que toujours pour le photon At = 0, c'est- 
à-dire que le temps propre du photon ne s'écoule pas. 


Transformation de E et H lors du passage de À à À”. On est main- 
tenant en mesure de répondre à la question de savoir comment chan- 
gent les vecteurs E et Æ lors du passage d’un système inertial X à 
un autre système initial « mobile» Æ” et, en particulier, lors du 
passage au système propre X” = K*. 

Il est aisé d'établir à partir des formules (2.11), (3.16) et (2.1) 
les relations suivantes 


E=(E+5xH), | 
Sa ob de "à | (3.22) 
Hi = | —7XE£E),. | 
Hi=(H-ÈXE) —— | (3.25) 


Le symbole || est employé pour désigner les composantes vecto- 
rielles parallèles à la vitesse v du système mobile X”, le symbole L 
pour les composantes perpendiculaires à %. On voit aisément que les 
termes (w/c) X Æ et (v/c) X Æ ne contribuent pas aux expressions 
pour Æ}j, et H}, desorte que EË;, — E},et H}, — H}. On conserve pour- 
tant ces termes dans (3.22) et (3.23) pour la symétrie de celles-ci, 
ce qui est très commode dans l'écriture des formules approchées 
lorsque les v*/c* sont petits. 

Les formules (3.22) et (3.23) permettent de voir que les vecteurs 
E et H, caractéristiques principales du champ électromagnétique, 
dépendent essentiellement du choix du système de coordonnées iner- 
tial d’où leur signification physique assez restreinte. 

En mécanique newtonienne, si l’on veut utiliser comme réfé- 
rentiels des systèmes en mouvement accéléré, on est obligé d'intro- 
duire les forces d'inertie. Ainsi, en mécanique non relativiste le 
champ des forces extérieures dépend du choix du référentiel mobile. 
Il est important tout de même que ce champ des forces est le même 
dans tous les systèmes inertiaux et ne varie que si l'on passe à un 
système se mouvant avec accélération relativement au premier. 
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Quant aux caractéristiques électromagnétiques du champ E et H, 
elles changent en passant même d’un système inertial à un autre. 

Attirons l'attention sur le fait suivant: si dans un système de 
coordonnées quelconque Æ il n'y avait que le champ électrique, on 
voit toujours apparaître le champ magnétique lorsqu'on passe à un 
système se mouvant relativement au premier, et vice versa. 

Envisageons, par exemple, l’électron dans son système propre X*. 
Le champ magnétique y est absent, H* = 0, et le champ électrique 
E* est celui de Coulomb. Dans le système de coordonnées en mouve- 
ment rectiligne et uniforme à la vitesse & par rapport au système où 
l’électron est au repos, les vecteurs E” et Æ° se définissent comme 
solutions des équations de Maxwell d’après les formules (3.22) et 
(3.23), où il faut poser H = 0 et exprimer le vecteur E par r à l’aide 
de la formule 


Les formules (3.22) et (3.23) permettent une analyse plus détaillée 
du champ obtenu de caractéristiques E et H. 


Caractéristiques invariantes du champ électromagnétique. Chacun 
des vecteurs E et H pris à part varie selon le système inertial choisi. 
Le tenseur du champ électromagnétique F = F;,9'a”, défini à l’aide 
de E et H par la matrice (2.1), représente une caractéristique physi- 
que invariante du champ électromagnétique, comme la température, 
le vecteur force, le tenseur des déformations, etc. 

Le tenseur F possède six composantes indépendantes et seule- 
ment deux invariants indépendants, à savoir 


1 ; ; a 
5 FF%= HE, | | 
(3.24) 


_ FRERE LE am + (FF) | (EH). 


La transformation de Lorentz permet d'éliminer complètement 
le champ magnétique ou électrique seulement si E-+ÆH = 0, autre- 
ment dit, lorsque les vecteurs E et H sont perpendiculaires l’un à 
l'autre. 

Si dans un système quelconque H* = E*, cette égalité est vraie 
dans tout autre système inertial. Lorsque H* — E° = 0 et E-H = 0, 
les vecteurs E et H sont égaux et perpendiculaires l’un à l’autre dans 
tous les systèmes de coordonnées. 


Vecteurs E et H dans les systèmes de référence usuels. Les différents 
systèmes inertiaux employés couramment dans la pratique se dis- 
tinguent par ce que leur vitesse relative est petite par rapport à celle 
de la lumicre. Les différences respectives entre les vecteurs E, Æ et 
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E", H" sont par conséquent souvent petites. On voit des formules 
(3.22) et (3.23) que les vecteurs E et H s'avèrent être les caractéris- 
tiques physiques invariantes si l’on néglige les quantités de l’ordre 
de vlc. 


Formules approchées de transformation de E et H (compte tenu 
des petits de l’ordre de v/c). Dans la suite, nous adopterons le point 
de vue non relativiste de la mécanique des milieux continus et 
liendrons compte des effets électromagnétiques. Nous utiliserons 
donc les seuls systèmes de coordonnées où la vitesse relative soit 
petite par rapport à la vitesse de la lumière c (v*/c* & 1). Si l'on 
néglige les termes de second ordre en v/c en gardant en même Lemps 
les termes de premier ordre, le passage de À à Æ” se mouvant à la 
vitesse constante v relativement à À se definit par les transforma- 
tions de Galilée 

ya = xt — vu, L'—=t, 


et lestransformations de E et H se simplifient pour prendre la forme 


E'=E+=(vxH), | | 
, 1 . (3.25) 
H —=H—-—(vx Ë) |] 


(les grandeurs primées se rapportent au système Æ”, non primées, 
au système À). 

Dans les problèmes concrets, lorsque le vecteur E est petit par 
exemple, les formules (3.25) peuvent être encore simplifiées. 


$ 4. Interaction du champ électromagnétique avec les conducteurs 


Les conducteurs sont des corps dans lesquels sous l’action du 
champ électrique apparaît un courant électrique. Dans ce paragraphe 
on ne tiendra pas compte des phénomènes de polarisation et d’aiman- 
tation. 

Parmi les conducteurs citons les corps métalliques: le cuivre, 
le fer, etc., et aussi le plasma, gaz ionisé, dont la conductivité élec- 
trique est trés importante pour la pratique. 

Tri- et quadrivecteurs densité du courant. Courant de conduction. 
Le courant électrique dans les conducteurs représente le mouvement 
des particules chargées (électrons et ions). En désignant par *, 
les vitesses microscopiques de ces dernières dans un petit volume 
du milieu et par e, les charges, la densité du courant 7j peut être 


introduite comme la somme > e;%, moyennéesur le petit volume AV: 
î 


: , 1 , 
Fm ev; =" + pv. (4.1) 
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Ici v est la vitesse macroscopique du milieu. Le vecteur ÿj* caracté- 
rise le « courant technique » usuel engendré dans les conducteurs 
mobiles ou immobiles sous l'effet du champ électromagnétique et 
appelé courant de conduction. Le vecteur p.v représente un courant 
résultant du transport de la charge macroscopique. 

Comme 


2 CARE 2 e;(r;, — v) + Aev, (4-2 es), 


le vecteur courant de conduction 7* s'exprime par les vecteurs de 
flux de diffusion J,, introduits dans le chapitre III, selon la formule 


N €; ; 
De > mn Ù 
1 
les rapports e;/m; ne dépendent que de l'espèce des ions, porteurs des 
charges. 

En même temps que le trivecteur j défini dans l’espace géomé- 
trique on introduit le vecteur quadridimensionnel de densité du courant 
dans l’espace de Minkowski, lequel est défini dans le système carté- 
sien propre par les formules 


J = J'ai, | 
= jt, Ji= ÿ?, JS = ÿ$, Jt=p,. 


Dans tout autre système de coordonnées les composantes du 
vecteur J se définissent à l’aide des composantes dans le système 
propre d’après les formules de transformation générales du quadri- 
vecteur dans l’espace de Minkowski. 

Equations de Maxwell pour les conducteurs. En présence de cou- 
rants et de charges et en l’absence de polarisation et d’aimantation 
dans les corps, les équations de Maxwell ont la forme 


(4.2) 


rot E = —— - CLEA | 
c ot 
N (4.3) 
rot H = îi+— PRET 
et 
di = 0 
| (4.4) 
div E = 4xp.. 
En particulier, pour un champ électromagnétique stationnaire on a 
rot E = O0, (4.5) 


par conséquent, E est un vecteur potentiel et 


rot H = j, (4.6) 
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c'est-à-dire que le courant électrique engendre toujours un champ 
rotationnel magnétique d'intensité H. 


Courant de déplacement. La grandeur LE provoque également 


l'apparition du champ magnétique, elle s'appelle courant de dc- 
; à 1 0E 
placement. En pratique, le courant de déplacement — 7 st sou- 
vent très petit. Maxwell l’a introduit dans ses équations en accord 
avec l'expérience et pour compléter les lois électrodynamiques expc- 


rimentales déjà établies de Coulomb, d'Ampère et de Faraday. 


Principe de conservation de la charge totale. En formant la diver- 
cence des deux membres de la seconde équation (4.3) et en profitant 
des équations (4.4), on tire une conséquence importante des équations 
de Maxwell 


Be. + divj=0 (4.6) 


que l’on peut interpréter en tant qu'équation de continuité pour les 
charges ou comme condition de conservation de la charge. 

En effet, en intégrant l'équation (4.6) par rapport à un certain 
volume géométrique immobile occupé par le milieu continu conduc- 
teur, on obtient 


Pe 0 e Q Q Li 
_ dr= | pedr= — | divjdr= — | j do, (4.7) 
V V V 


Z 


où 2 est une surface délimitant V et n est une normale extérieure 
à À. Le vecteur de courant ÿ transporte les charges à travers la 


surface Z ; la quantité — | Ïh d0 représente la charge totale entrant 


dans le volume V à travers la surface Z en unité de temps. Cette 
quantité est égale à la variation de la charge dans le volume V 
en unité de temps, c’est-à-dire à la quantité 


où e est la charge totale à l’intérieur de V. Lorsque j, — 0 sur la 
surface À, de/ôt = 0 et la charge à l'intérieur du volume V se con- 
serve. 

La condition de conservation de la charge totale est une consé- 
quence directe des équations (4.3) et (4.4) de Maxwell. Il faut ajouter 
que le principe de conservation de la charge, à la différence de la 
loi de conservation de la masse, s'avère de nos jours une loi physique 
fondamentale absolue. 
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Le système d’équations de Maxwell dans les conducteurs est un 
système incomplet. Le système d'équations de Maxwell (4.3) et (4.4) 
n'est pas complet. Le nombre des équations en est sept, car sous des 
conditions initiales correspondantes l'équation div H = 0 est une 
conséquence immédiate de la première équation (4.3). Pourtant, le 
nombre d'inconnues qu'il comporte est dix: E, H, j, 04. 


Lien existant entre les problèmes électrodynamiques et ceux de la 
mécanique des milieux continus. Ajoutons que, comme ÿj = ÿ* -- p.v 
dans les conducteurs mobiles, la répartition de la densité des charges 
dépend du mouvement du milieu et les problèmes électrodynamiques 
se trouvent liés à ceux de la mécanique des milieux continus. 


Loi d’Ohm pour les conducteurs immobiles. Le système d’équa- 
tions (4.3), (4.4) pour un milieu conducteur immobile peut être 
complété par la loi d'Ohm dans sa forme vectorielle. La loi d'Ohm 
établit la relation entre la densité du courant de conduction j* et 
les caractéristiques du champ électromagnétique, qui dépend essen- 
tiellement des propriétés du conducteur. Dans nombre de cas impor- 
tants la loi expérimentale d'Ohm pour les conducteurs immobiles 
a la forme 


j*=0E. (4.8) 


Conductibilité. Le coefficient o est dénommé conductibilité. 
Pour les conducteurs isotropes © est un scalaire et s'exprime comme 


OC = _ ï 
où À est la résistance du conducteur. Pour les conducteurs anisotro- 
pes, tels que les cristaux, la conductibilité o est un tenseur de deu- 
xième ordre et se contracte avec le vecteur Æ dans l'équation (4.8). 
La conductibilité o est différente pour les conducteurs différents 
et pour un même conducteur varie en fonction de la température 7 
et d’autres paramètres thermodynamiques. La conductibilité d'un 
gaz croit avec la température. Par exemple, l’air qui n’est presque 
pas ionisé dans les conditions normales est un mauvais conducteur, 
mais lorsque sa température croît ou lorsqu'il reçoit une radiation 
intense, son degré d'’ionisation croît, le nombre d'électrons libres 
augmente et l’air devient un bon conducteur. Pour les corps solides © 
peut diminuer avec l'élévation de la température. La conductibilité 
est souvent envisagée comme une constante physique du matcriel, 
analogue aux coefficients de viscosité 1 et & ou au coefficient de 
conduction thermique %. 


Loi d’Ohm dans le système de coordonnées propre. Postulons, 
pour les conducteurs mobiles, que la loi d'Ohm de la forme (4.8) 
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est vérifiée en chaque point du milieu dans le système propre (voir 
la définition du $ 3). 
Dans le système propre la loi d'Ohm prend la forme 

j=0Ë, (4.9) 

le signe — est employé pour indiquer que les grandeurs correspon- 

dantes sont considérées dans le système de coordonnées propre. En 

passant de celui-ci au système de référence inertial principal par 

rapport auquel est envisagé le mouvement du milieu et en recourant 


aux formules (3.25) de transformation du vecteur champ électrique 
ÆE, on obtient la loi d'Ohm sous la forme 


j*=0(E+?xH). (4.10) 


L'expérience appuyée par une analyse théorique approfondie montre 
que la loi d'Ohm dans la forme (4.10) n'est pas toujours utilisable. 
Pour un champ magnétique intense, par exemple, la loi d'Ohm doit 
ètre écrite comme suit: 


j=0(E+=xH)+k(ÿ x H), 


où k est une constante ou une fonction correspondante des paramètres 
thermodynamiques du milieu. Le terme supplémentaire k (j* X H) 
porte le nom de courant de Hall. 


Milieux à conductibilité infinie. Il s’agit des milieux dont la 
conductibilité est très importante (tels sont le cuivre ou le plasma 
fortement ionisé). En pratique, il est souvent utile de considérer 
ces milieux comme possédant une conductibilité infinie, où © est 
infinie et la résistance R est nulle. L'introduction de tels milieux est, 
dans certain sens, analogue à l'introduction du fluide parfait au lieu 
du fluide visqueux. 

La densité du courant j* étant finie par définition, il découle de 
la loi d'Ohm dans la forme (4.8) et (4.10) qu'à l’intérieur d'un milieu 


» 


immobile à conductibilité infinie on doit avoir la condition 
E =0, (4.41) 


et pour un milieu à conductibilité infinie se mouvant à la vitesse v 
on doit avoir dans le système de l'observateur 


E=-"xH. (4.12) 


Il en résulte que le champ du vecteur intensité électrique Æ dans un 
milieu à conductibilité infinie est défini à l’aide du champ du vec- 
teur intensité magnétique Æ et le champ de la vitesse macroscopique 
v du milieu. Dans ce cas les deux équations de Maxwell (4.3) servent 
à définir le champ H et la densité du courant j. 
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Force de Lorentz. On appelle forces pondéromotrices les forces 
qu'exerce sur un milieu le champ électromagnétique. 

Lorsque le milieu est au repos, un élément infinitésimal de milieu 
dt de charge de subit la force pondéromotrice 


d 
Fdt=Ed=p,EÆ dr. 


Si en plus de la charge de l'élément dt est traversé par des courants j, 
l'unité de volume du milieu est soumise à la force pondéromotrice 


F=pE+1(jxH), (4.13) 


appelée force de Lorentz. 
Dans le cas d’un milieu en mouvement on admet pour la force 
pondéromotrice dans le système propre une formule analogue, à savoir 


F=p.Ë+ (x A), (4.14) 


où tous les vecteurs sont définis dans le système de coordonnées propre. 

En se servant des formules approchées du passage du système 
propre À” se mouvant à la vitesse v relativement au système de 
coordonnées inertial Æ (voir (3.25)) et en négligeant les termes de 
l'ordre de v*/c°, on obtient dans le système X la formule suivante: 


F=p(E+=xH)+< (x); (4.45) 


on admet ici que 7* — j*. En comparant (4.15) avec (4.13) et compte 
tenu de (4.1) on en tire que 
F = F, 

c’est-à-dire que la force de Lorentz dans l’approximation non relaii- 
viste est représentée dans le système de référence X par la formule 
(4.13) tout comme dans le cas d’un milieu immobile. L'égalité (4.13) 
définissant la force pondéromotrice qui agit sur l'unité de volume 
du milieu conducteur est établie à la base de l'expérience et repré- 
sente l’un des principaux postulats électrodynamiques ou l’un des 
fondements servant à déterminer des caractéristiques électromagné- 
tiques du champ et du courant. 


Equations des impulsions tenant compte des forces pondéromotrices. 
Les forces pondéromotrices qu'exerce sur les éléments d'un milieu 
conducteur le champ électrom2gnétique sont des forces volumiques 
et doivent donc entrer, tout comme Ja force de la pesanteur par 
exemple, dans les équations des impulsions pour le milieu matériel : 


pa = ViD! + FLorentz + PFpesanteur- (4.16) 


Dans le cas général, la détermination du mouvement d'un milieu 
continu conducteur est un problème complexe qui exige la résolution 
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des équations de la mécanique des milieux continus ensemble avec 
les équations électrodynamiques. Rappelons que l'expression pour 
la force pondéromotrice (4.13) rend compte uniquement des charges 
et des courants dans le milieu et doit être compliquée lorsque ce 
dernier est aimanté et polarisé. 


Interactions énergétiques dans le champ et du champ avec le 
milieu conducteur. Considérons maintenant l'interaction énergétique 
entre le champ électromagnétique et le milieu conducteur. On cou- 
naît, par exemple, qu'un conducteur immobile traversé par un 
courant électrique s’échauffe, l’échauffement étant dû à l'échange 
énergétique entre le champ électrique et le conducteur. 

Cherchons maintenant, en recourant aux équations de Maxwell, 
l'équation donnant la variation de l'énergie du champ électromagne- 
tique et dite d'Oumov-Poynting. En soustrayant de la premiére 
équation de Maxwell (4.3) multipliée scalairement par H la seconde 
équation de Maxwell (4.3) multipliée scalairement par ÆE, on obtient 

HerotE—E-rotH=—< (HS +E")-"#3j.E. (417) 

Dans le système de coordonnées cartésiennes, le premier membre 
de cette relation peut être récrit sous la forme d'une différence de 
deux déterminants 


te] Ô 9 |__| 9 ré) Ô 
ari Ôx® 0x3 CEA 0x? ÜxS 


E, E El |H H H: 


‘n permutant les lignes dans ces déterminants on obtient 


re) Ô Ô à 0 d 
Oxi x 0x3 ôx! ox? 


“0x3 


où l’on a marqué d’un carré les grandeurs qui ne doivent pas être 
différentiées quand on développe les déterminants. 

On voit que le premier membre de la relation (4.17) peut être 
présenté par un seul déterminant 
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Vecteur et équation d’Oumov-Poynting. Si l’on introduit le 
vecteur 


=-—(EXH), (4.18) 
dit vecteur SRE la relation (4.17) prend la forme 
div S+7 D — (H?4-E7) + j. E =0. (4.19) 


Cette équation est dénommée équation d'Oumov-Poynting. En intc- 
grant (4.19) par rapport au volume fini immobile V on a 


[ Srao + | (H2E?) dr + ES Edr=0, (4.20) 


où © est la surface délimitant le volume V et n une normale exté- 
rieure à 2. 


Energie du champ électromagnétique. Chaque terme de la rela- 
lion intégrale (4.20) possède une signification physique. Le scalaire 
tridimensionnel 


1 o 
+ (H°+ E?) 


est introduit par définition comme la densité volumique 6 de 
l'énergie du champ électromagnétique ; \ j° E dr dt est considérée 


comme le travail élémentaire du champ électrique E effectué sur les 
particules chargées lors du déplacement intérieur microscopique du 
au courant 7* et lors du mouvement macroscopique dû à la quantité 


PeD. 


Chaleur Joule. Dans le cas d'un conducteur immobile 


[3.E dx dt = | j"-E dx dt = dQoute (4.21) 
V 


représente la chaleur Joule. Pour un conducteur immobile, l’équa- 
tion (4.20) peut être écrite sous la forme 


LE {5 do — ue, (4.22) 


La variation de l'énergie totale € du champ électromagnétique 
dans le volume V d’un conducteur immobile est conditionnée par 
le flux du vecteur d'Oumov-Poynting à travers la surface Z délimi- 
tant V et par la chaleur Joule pénétrant dans le milieu. 
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Apport de l’énergie thermique du champ vers un milieu immobile. 
L'énergie thermique dg# apportée par le champ à l'unité de masse 
d'un milieu conducteur immobile est égale à 


(j-E)dt. (4.23) 


Variation de l’énergie du champ électromagnétique dans le vide. 
Il est à souligner que l'énergie du champ électromagnétique dans le 
volume V varie non seulement à cause de l'interaction du champ 
avec un milieu. 

L'équation d'Oumov-Poynting est également valable pour les 
équations de Maxwell (1.11) et (1.12) dans le vide. Dans ce cas la 
relation (4.22) a la forme 


dé 


= | Sn do, 


>> 
és 


c'est-à-dire que la variation de l'énergie totale du champ électro- 
magnétique dans le volume V n’est occasionnée que par le flux du 
vecteur d'Oumov-Poynting. Mais cette variation diffère de zéro 
seulement si le champ électromagnétique est non stationnaire. Dans 
le cas d’un champ électromagnétique stationnaire (9H /ôt — 0E/0t — 
— 0) le flux du vecteur d'Oumov-Poynting à travers une surface 
fermée dans le vide est toujours nul en vertu des équations de Max- 
well. Dans les conducteurs, le flux du vecteur d'Oumov-Poynting à 
travers la surface fermée Z diffère de zéro même dans le cas d’un 
champ électromagnétique stationnaire. Le flux du vecteur d'Oumov- 
Poynting traversant une partie non fermée de Z diffère en général 
de zéro lorsque le produit vectoriel E X Æ = 0. Le vecteur d'Oumov- 
Poynting caractérise l'échange énergétique entre différentes parties 
du champ électromagnétique et représente le flux d'énergie à travers 
la surface 2 séparant ces parties. 

Dans le cas du mouvement macroscopique du milieu, toutes les 
interprétations précédentes sont applicables aux éléments infinité- 
simaux du milieu lorsque l'équation d'Oumov-Poynting est écrite 
dans le système de coordonnées inertial propre correspondant. 

Dans les systèmes inertiaux se mouvant relativement au système 
inertial propre on a 


| jEdrdt=e \TË dr di, (4.23°) 
AV 


AV 


c'est-à-dire que la quantité [ j°E dt dt n'est pas égale à la chaleur 


AV 
Joule. La différence constitue le travail de la force pondéromotrice 
(4.13). 


22—0863 . 
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Equation de la chaleur reçue pour un milieu conducteur. L'équa- 
tion de la chaleur reçue pour une particule mobile d'un milieu con- 
tinu dans le système de coordonnées propre s'écrit dans le cas général 
de la façon suivante: 


PP dep 1 
QU = — "+ dan a. +7 JE dt +dg**, (4.24) 
le signe — désignant que les grandeurs correspondantes sont considé- 
rées dans le système de coordonnées propre. Le flux d'énergie 


15.£ dt = dqfŸ est la chaleur Joule, c'est-à-dire l'apport à la 


particule de l'énergie puisée dans le champ électromagnétique. Dans 
le cas considéré, la contribution du champ électromagnétique dans 
dg** est posée nulle. On verra au paragraphe qui suit qu'il est né- 
cessaire de tenir compte de dg** si les effets de polarisation et d’ai- 
mantation ne sont pas négligeables. 

Les relations pour les forces pondéromotrices et pour l'échange 
énergétique entre le champ et le milieu que l’on a envisagées dans 
ce paragraphe sont à la base de l'hydrodynamique magnétique dont 
l'exposé est remis au plus tard; nous nous occuperons maintenant à 
établir les relations pour les forces pondéromotrices et pour l'apport 
de l'énergie au milieu en provenance du champ électromagnétique 
lorsque les effets de polarisation et d'aimantation sont importants. 


$ 5. Interaction du champ électromagnétique avec les corps compte 
tenu de la polarisation et de l’aimantation 


Sous l'action du champ électromagnétique extérieur, dans cer- 
tains corps apparaissent les effets de polarisation et d'aimantation, 
se crée un champ électromagnétique macroscopique déformant et 
modifiant le champ extérieur. 


Equations de Maxwell compte tenu de la polarisation et de l’aiman- 
tation. Vecteurs induction électrique et induction magnétique, 
aimantation et polarisation. Pour des corps polarisés et aimantés 
les équations de Maxwell prennent la forme 


1 0B 


rot E=———-, divB—0, (5.1) 
rotH=j+1 2 , div D=4np., (5.2) 
où D et B sont respectivement les vecteurs induction électrique et 


magnétique. 
Au lieu du vecteur induction magnétique B on peut envisager le 
vecteur aimantation M lié au précédent par la formule 


B=H+41M. (5.3) 
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Le vecteur If caractérise du point de vue macroscopique la distri- 
bution ordonnée des dipôles magnétiques dans le corps. De manière 
analogue, on peut remplacer le vecteur induction électrique D 
par le vecteur polarisation P lié au précédent par la relation 


D = E + 41P. (5.4) 


Le vecteur polarisation P du corps caractérise la répartition des 
dipôles électriques dans le corps. 

La deuxième équation (5.1) est, comme précédemment, une con- 
séquence de la première équation (5.1) lorsque à l'instant initial 
div B = 


Equations de Maxwell sous forme intégrale. Le système d'équa- 
tions (5.1), (5.2) peut être écrit sous forme intégrale 


$E-ds= —?| 2 do, . do =0, 


Z: 


L 
|uece Los ++ (2e 


Z Z1 


(5.5) 


s, (2, do = ax | Pe dT, 


la conséquence de ce système, condition de la conservation de la 
charge totale, a alors pour expression 


où Z est un contour fermé, au repos dans le système de coordonnées 
initial choisi, Z, est la surface tendue sur ce contour, l'indice nr 
désigne les composantes vectorielles normales aux surfaces 2, 
et Z, lesens de la normale n à la surface ZX, étant choisi de la sorte 
que, vu de son extrémité, le parcours du contour d'intégration Z 
apparait comme effectué dans le sens antihoraire; Z‘est la surface 
fermée, au repos dans le systèmed'’axes choisi, délimitant le volume Y. 


Equations de Maxwell dans la forme tensorielle tenant compte 
des courants électriques, de la polarisation et de l’aimantation. Tout 
comme les équations pour le champ électromagnétique dans le vide, 
les équations de Maxwell pour les milieux matériels peuvent être 
écrites dans la forme tensorielle dans l’espace de Minkowski. Pour 


le faire, introduisons selon (4.2) le vecteur quadricourant J = J'‘a;, 
de plus, au lieu des composantes covariantes et contravariantes F,, 
et F1? du tenseur du champ électromagnétique introduit au $ 2 
conformément aux matrices (2.1) et (2.3) considérons deux tenseurs 
antisymétriques F et"H dont les composantes dans le système « carté- 


229 
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sien» (ds? = —dx!? — dx? — dx? + c* dt) sont définies par les 
matrices 


0 B° — B° cE; 
— B3 0 B! CE; 
Il Fi, Î En B2 — Bi 0 cE; (9.6) 
—CcE, —cE£E, —cE,;, 0 
et 
0 H3 —Hs —Z2D 
__ |—H 0 Hy  —2D: 
IH 11 = : (5.7) 
| H,  —H, 0 — + D 


1 pi 2m Lys 0 
C C C 


Il est évident qu'en l'absence d’aimantation et de polarisation, 
c'est-à-dire lorsque P = 0 et M — 0, la matrice des composantes 
F;; dans (2.1) coïncide avec la matrice des composantes F;; dans 
(5.6), de même la matrice des composantes H° dans (5.7) coïncide 
avec celle des composantes Fi? dans (2.3). 

Remplaçons le tenseur Æ7 par le tenseur polarisation & de com- 
posantes &,, définies par la relation 


1 
Ps (Fis— His). 


On vérifie aisément que dans l’espace quadridimensionnel de 
Minkowski les équations (5.1) et (5.2) dans tout système de coordon- 
nées curvilignes ont la forme tensorielle suivante 


Vila + ViFu+VrF;;=0 (5.8) 
et 


VA = Ji, (5.9) 


Dans la forme tensorielle apparaît clairement l’invariance de ces 
équations par les transformations de Lorentz. 


Transformations de principaux vecteurs du champ électromagné- 
tique au changement de référentiels inertiaux. Si l'on passe d'un 
système inertial « immobile » X à un autre système « mobile » X”, 
les vecteurs E, D et P se transforment selon (3.22) et les vecteurs 
H,Bet M d'après (3.23). Quant aux composantes du quadrivecteur 
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densité du courant électrique J''; elles se transforment d’après les 
formules de transformation usuelles pour les composantes du vecteur. 
Notamment, lorsque le système X” est animé d’un mouvement de 
translation par rapport à À le long de l’axe x! avec la vitesse v, 
on obtient conformément à (3.16) 


D. (5.10) 


Les composantes et la valeur du trivecteur densité du courant, 
ainsi que la densité de la charge, dépendent du choix du système 
de coordonnées inertial. 


Potentiel-vecteur. Tout comme pour le champ électromagnétique 
dans le vide, on peut introduire le potentiel-vecteur À = 4;,9° pour 
le champ dans un milieu en posant 


Fij= Vi4i— Vidj. 


Puis on voit que les équations (5.8) sont identiquement satisfaites. 
Les équations (5.9), écrites en négligeant la polarisation et l’aiman- 
tation, J° £ 0 et V'A; = 0, se ramènent à l'équation d'onde inho- 
mogène qui se présente en axes cartésiens comme suit : 

0° A 0? A 02? A 1 dA an 

ôx1i? oz? 2x3° c A ec 


Tenseur de Minkowski. S’il y a polarisation et aimantation, 
on peut prendre pour tenseur énergie-impulsion du champ électro- 
magnétique le tenseur de Minkowski qu'on introduit, par définition, 
de la façon suivante: 


Si = — | F4 + SFR A" | (5.11) 


Ces formules sont une généralisation immédiate de la formule 
(2.22) pour le tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique 
dans le vide. On vérifie aisément que le tenseur de Minkowski est, 
en général, non symétrique: 


Si £ Si, 


Quadrivecteur force pondéromotrice. Dans ce cas, les équations 
d'impulsions et d'énergie prennent la forme 


VaS®= — Fi, (5.12) 
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où F° est] le quadrivecteur densité de la force pondéromotrice 
volumique *). 

A la base de la formule (5.12), on obtiendra dans la suite les 
formules générales pour la force pondéromotrice tridimensionnelle 
et l'échange d'énergie entre champ et milieu s'il y a polarisation et 
aimantation. Les expressions pour Ft, F?, F5 contiennent les compo- 
santes de la force de Lorentz. S'il n’y a ni polarisation ni aimantalion 
du milieu mais sont présents les courants, la partie tridimensionnelle 
de la quadriforce pondéromotrice F s’identifie à la simple force de 
Lorentz et la quatrième composante est égale à j-E, quantité équi- 
valente dans le système de coordonnées propre à la chaleur Joule 
rapportée à l'unité de temps et à l'unité de volume de la substance. 

Après l'introduction du tenseur énergie-impulsion du champ élec- 


tromagnétique S — S2:a),, les formules (5.12) détinissent le quadri- 
vecteur Æ = F'2;, densité volumique de la force extérieure au corps. 
La densité volumique de la quadriforce qu'exerce le champ sur le 
corps, c'est-à-dire de la force pondéromotrice, est donnée par la 
répartition des caractéristiques du champ et s’introduit de cette 
manière pour le cas général lorsque le milieu (corps) se meut d'une 
façon arbitraire **). | 

Si l’on veut trouver les composantes F'en fonction des caracté- 
ristiques vectorielles tridimensionnelles usuelles du champ, on doit 
recourir au système de coordonnées inertial dans lequel sont écrites 
les équations de Maxwell (5.1) et (5.2). On peut prendre comme 
système inertial les différents systèmes de coordonnées, en particu- 
lier, le système fixe de l'observateur relativement auquel se définit 
le mouvement du milieu, ou un ensemble de systèmes inertiaux pro- 
pres en chaque point du milieu et à chaque instant de temps. 

Les composantes des caractéristiques vectorielles tridimensionnel- 
les du champ ainsi déterminées dans les systèmes de coordonnées 
propres peuvent être calculées dans le système concomitant qui est, 
en général, non inertial. Si éventuellement c'est un système inertial, 
le système concomitant et le système propre coïncident en chaque 
point, de sorte que dans ce cas l'interaction entre le champ et le 


*) En axes cartésiens de métrique quadridimensionnelle ds? = —dx1? — 
— d2% — dx%*+ctgt? on a pour les composantes spatiales de la quadriforce 
Féshs = — Fa quadr (& — 1, 2, 8). Pour les composantes de la triforce usu- 


elle on a Fouadr — Ft — Fatn- Ces relations sont également valables en pas- 


sant des quadrivecteurs quelconques dans l'espace pseudo-euclidien aux tri- 
vecteurs correspondants dans l’espace euclidien tridimensionnel. 

*+) Les formules (5.12) et (5.34) sont généralisations des lois expérimentales 
fondamentales de l’électrodynamique : celles de Coulomb, de Lorentz, de Joule, 
étendues au cas général du mouvement des corps matériels aimantés et polari- 
sés. On verra dans la suite que cette généralisation est liée aux conditions du 
choix du tenseur énergie-impulsion et du moment propre du champ qui peuvent 
être différentes. 
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milieu peut être considérée comme une interaction entre le champ 
et un corps immobile dans le système de coordonnées concomitant. 

Dans chaque système de coordonnées, trois composantes F® 
(a = 1, 2, 3) et la quatrième F*, lors des transformations spatiales 
des coordonnées de la forme 


y% = yS (xb), =; Œ, B= 1, 2, 3, 


constituent respectivement les composantes du vecteur tridimension- 
nel et un scalaire tridimensionnel. 

Il a éte noté plus haut que ces vecteurs et le scalaire dépendent 
du choix du système initial zx'. Dans le cadre de la relativité restrein- 
te, même dans les systèmes inertiaux en translation les uns par rapport 
aux autres avec une vitesse constante, ce vecteur tridimensionnel et 
ce scalaire tridimensionnel ne sont pas invariants *). 

Pourtant, dans les systèmes inertiaux se mouvant les uns par 
rapport aux autres, ces caractéristiques ne diffèrent que peu lorsque 
les vitesses relatives sont petites comparativement à celle de la 
lumière. En mécanique non relativiste, on peut négliger ces diffé- 
rences dans les applications. 

Pour rendre compte, dans le cas général, des processus physiques 
internes on peut choisir en tant que caractéristiques naturelles et 
commodes les vecteurs tridimensionnels de densité de la force pondé- 
romotrice et les scalaires tridimensionnels F, = c*F4 considérés 
dans le système de coordonnées propre. 


Relations complémentaires d’électrodynamique complétant les 
équations de Maxwell (5.1), (5.2). Le système d'équations de Max- 
well (5.1), (5.2) n’est pas complet. Il comporte sept équations indé- 
pendantes et seize inconnues E, H, B, D, j, p.. Ces équations nesuf- 
fisent pas à définir les caractéristiques citées du champ électromagné- 
tique. 

Pour compléter le système il faut encore au moins trois relations 
vectorielles reliant les vecteurs E, H, j* = j — p.v, B et D. 

On a recours alors à la loi d'Ohm et aux lois de polarisation et 
d’aimantation des corps. Ces relations complémentaires ne sont pas 
d'un caractère universel variant selon les corps et processus. En 
nombre de cas, la loi d'Ohm et les lois de polarisation et d'aimanta- 
tion du corps sont utilisées sous la forme 


. LA 

j*=0(E+=xxH), (5.13) 
B=VuH, (5.14) 
D=—eE, (5.15) 


*) C'est une propriété commune de tous les vecteurs tridimensionnels en 
relativité restreinte. Il en est ainsi du vecteur densité du courant (voir (3.16) 
et (5.10)). 
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o désignant, comme précédemment, le coefficient de conductibilité, 
u le coefficient de perméabilité magnétique et e la constante diélec- 
trique. En pratique ©, u et e sont souvent considérés constants. Dans 
le vide, &o = 0, u = € = 1. Les grandeurs ©, u et e, tout comme 
les coefficients de viscosité et de conduction, peuvent être prises 
comme caractéristiques physiques du milieu. Elles dépendent de la 
température (aux basses températures, l’aimantation et la polari- 
sation des corps sont plus prononcées) et peuvent être des caracté- 
ristiques tensorielles, comme c'est le cas des corps anisotropes. 


Lois d’aimantation et de polarisation sous forme tensorielle. Les 
relations vectorielles tridimensionnelles (5.14) et (5.15) écrites dans 
le système de coordonnées propre sont équivalentes à une seule rela- 
tion tensorielle quadridimensionnelle qui est invariante par le 
choix du système de coordonnées. Cette dernière s'écrit en composan- 
tes 


Fiy= Cigu"t, Cigu= — Ci = —Cijn. (5.16) 


Les composantes du tenseur C;;,: dépendent de celles du tenseur 
métrique £:;, des composantes du vecteur quadrivitesse u' — dx'/ds 
des points du milieu et, en général, de divers autres paramètres 
physiques caractérisant l'état physique des particules du milieu 
tels que la température, les composantes du tenseur des déforma- 
tions, etc. 

Dans le cas isotrope, lorsque les coefficients u et e dans (5.14) 
et (5.15) sont des scalaires, il est facile de voir que l’on a pour les 
composantes du tenseur C,:: les formules suivantes: 


1 
Cim=z { D Oveava— VV) + 


1 
+ . (Linu jui — Ljnuius + Ejiuiln — Lidl } ; 


Où Yi = Li — u;u;, et u; sont les composantes covariantes du 
vecteur quadrivitesse. Le plus facile serait de vérifier cette formule 
pour un corps immobile dans un système de coordonnées inertial 
cartésien associé au corps. Dans ce système on a 


1 
ut=ux—=0, œ—=1Â, 2, 3; =, U, =C. 
Il est à noter que la loi d’aimantation (5.14) n’est pas remplie 
pour les champs magnétiques très intenses, lorsque le vecteur aiman- 


tation M — be H atteint sa valeur maximale en pleine satu- 


ration, tandis que celle du vecteur ÆX peut être augmentée aux 
dépens des couiants extérieurs. De même la loi de polarisation 
(5.15) n’est pas valable pour des matériaux dans lesquels les charges 
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dipolaires (dues à la polarisation du corps) demeurent constantes 
en l'absence du champ électrique Æ extérieur. Ainsi donc, les lois 
de polarisation et d’aimantation (5.14) et (5.15) sont fort utiles 
pour la résolution d’une classe considérable de problèmes, pour 
différents milieux, seulement si les champs électromagnétiques ne 
sont pas très intenses. 


Forces pondéromotrices. Cherchons maintenant l'expression pour 
la densité des forces pondéromotrices, c'est-à-dire des forces qu’exerce 
le champ électromagnetique sur des corps dans lesquels se produisent 
l'aimantation et la polarisation. Cette expression pour les forces 
pondéromotrices n'est liée qu'aux équations de Maxwell (5.1), 
(5.2) et a lieu quelles que soient les lois d'Ohm, de polarisation et 
d'aimantation. 

Si l'on tient compte de la polarisation et de l’aimantation, la 
force pondéromotrice tridimensionnelle rapportée à l'unité de 
volume diffère de celle de Lorentz; dans tout système curviligne 
inertial, lorsqu'on prend le tenseur de Minkowski en tant que tenseur 
énergie-impulsion du champ électromagnetique, elle s'exprime en 
conformité de (5.12) comme suit: 


F=peE+—(jxB)+ 


+ (DaVE® —E°VD, + BaVH°® — H°VB), (5.17) 


où Y — 2*Y, est le vecteur-gradient tridimensionnel; dans les 
axes cartésiens orthogonaux 


d . d . (4) 
VE lei 


On voit tout de suite que dans le dernier terme de la formule (5.17} 
pour la force pondéromotrice les vecteurs inductions électrique et 
magnétique D et B peuvent être remplacés par les vecteurs polari- 
sation et aimantation 4x P et 4x M. Selon (5.17), la force F diffère 
de celle de Lorentz 


ch. 
FLorentz = PE (4 x H) 


On aperçoit que le dernier terme de la parenthèse dans (5.17) se 
réduit à zéro lorsque sont valables les lois (5.14) et (5.15), quand 
e et sont des scalaires et les mêmes pour toutes les particules du 
milieu (indépendants de coordonnées). En général, ce terme diffère 
de zéro dans les milieux anisotropes lorsque & et u sont des tenseurs, 
et dans les milieux isotropes lorsque les lois (5.14) et (5.15) ne jouent 
pas ou que € et u sont des fonctions des paramètres dépendant des 
coordonnées (de la température ou de la densité par exemple). 
Dans les équations tridimensionnelles traduisant la loi de varia- 
tion de la quantité de mouvement d'un milieu matériel, la force 
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pondéromotrice tridimensionnelle volumique extérieure au milieu 
est définie par la formule (5.17) dans chaque système inertial. L'in- 
variance du vecteur force quadridimensionnel et la non-invariance 
du vecteur force pondéromotrice tridimensionnel dans différents 
systèmes inertiaux se mouvant les uns par rapport aux autres, ainsi 
qu'il en est de tous les vecteurs tridimensionnels en relativité res- 
treinte, représentent un effet relativiste. En pratique, comme on l’a 
vu au $ 4 pour le cas de la force de Lorentz, lorsque les vitesses de 
translation relatives des systèmes inertiaux sont petites par rapport 
à celle de la lumière, la différence entre les composantes du vecteur 
pondéromotrice tridimensionnel résultant de leur non-invariance 
est négligeable par rapport à leurs valeurs *). 

Comme nous l’avons déjà remarqué, pour établir les équations 
du mouvement relativement aux systèmes non inertiaux et lors 
de l'étude des mouvements accélérés des particules par rapport aux 
systèmes inertiaux, on peut introduire localement les systèmes 
inertiaux propres. Dans ces systèmes, conformément à l'hypothèse 
physique fondamentale et compte tenu du principe de l'égalité 
d'action et de réaction, les forces quadridimensionnelles d'interac- 
tion entre le champ et le milieu se définissent d’après les formules 
{5.12) et les forces tridimensionnelles selon (5.17). De cette façon 
les lois établies pour les interactions entre le champ électromagné- 
tique et les corps matériels au repos s'étendent aux cas de l'interac- 
tion du champ électromagnétique avec les milieux matériels se 
mouvant arbitrairement par rapport à l'observateur inertial. 

I1 faut faire la remarque suivante sur l'équation tridimension- 
nelle des impulsions (équation de la variation de la quantité de 
mouvement). D'après la définition du tenseur énergie-impulsion 
du champ électromagnétique, le champ possède une impulsion 
(quantité de mouvement) et une énergie s'exprimant par les caracté- 
ristiques du champ et, en particulier, par les vecteurs polarisation P 
et aimantation M. 

En mécanique newtonienne, l'impulsion et l'énergie cinétique 
d'un point matériel ou d'un corps fini en translation s'expriment 
uniquement par la masse et la vitesse du corps. Dans le cas général, 
lorsque le corps (milieu matériel) est polarisé et aimanté, la théorie 
de la relativité nous apprend que l'impulsion et l'énergie cinétique 
du corps en mouvement de translation dépendent non seulement 
de sa masse et de sa vitesse mais également des « paramètres inter- 
nes », tels que les vecteurs polarisation et aimantation P et M. 

L'influence des vecteurs ?> et M sur la quantité de mouvement 
des particules du corps est un effet relativiste dont dans le cadre 
de la mécanique newtonienne on peut parfois rendre compte en 


*) En passant d'un système inertial à un autre, « mobile », les vecteurs B 
et D se transforment conformément aux formules analogues à celles de trans- 
formation des vecteurs FH et E. 
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rapportant la partie correspondante du tenseur énergie-impulsion 
du milieu au tenseur énergie-impulsion du champ, autrement «lit, 
en donnant une nouvelle définition, pour le modèle donné du milieu, 
au tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique. ar 
conséquent, on peut introduire pour le champ électromagnétique au 
lieu du tenseur de Minkowski d'autres tenseurs qui conduiront 
à des formules modifiées pour les forces pondéromotrices, différant 
par la présence de termes complémentaires. Si pour les mêmes équa- 
tions du mouvement on utilise le tenseur de Minkowski pour le 
champ, on verra apparaitre les termes complémentaires dont la 
présence est due à la prise en considération des propriétés dynamiques 
compliquées du milieu matériel polarisé et aimanté. 

Les raisonnements ci-dessus viennent à l'appui de cette idée 
simple que pour construire la théorie des modèles des milieux pola- 
risés et aimantés, il est commode et même nécessaire de profiter 
de la mécanique relativiste. 


Apport d'énergie du champ au corps. Outre l'interaction dynami- 
que, le champ et le milieu matériel s'échangent de l'énergie. 

À partir des équations (5.12) et des formules pour les composantes 
du tenseur eénergie-impulsion de Minkowski (5.11) on obtient dans 
le système de coordonnées inertial cartésien pour i = 4 


aMB 4 ( EgPP+ H MP 


F®=F,=E£E UE À + y M nn 5 (5.18) 
En effet, conformément à (5.6), (5.7) et (5.11) on a 
4 1 m 1 mn B'H+-E.D 
Sie = — 7 (Fi H — 7 Fmn H ) == — (5.19) 


et en outre 
= Si" =-(EXH). 
Par définition 
95,4  aSil 05;  05;° os À | 


Dans le cas considéré, si l'on tient compte de l’aimantation et de la 
polarisation, en vertu des équations de Maxwell (5.1) et (5.2) l’équa- 
tion d'Oumov-Poynting Mag L forme en modifiée 


div S+——(Æ. 2 +E.{ )+j.E- O. (5.21) 


En portant Si de (5.19) et div S de . 21) dans (5. 20), on arrive 
après des transformations simples à (5.18). On voit aisément (cf. (5.3)) 
qu'au lieu des composantes H, du vecteur H on peut écrire dans 
(5.18) les composantes B,4; du vecteur B sans que la valeur de F, 
en soit modifiée. 
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L'énergie fournie par le champ à un élément d7T de volume du 
milieu matériel en temps dt au dépens du courant électrique, de la 
polarisation et de l’'aimantation s'écrit 


F, drdt. (5.22) 


Pour les mouvements continus, cette grandeur figurera dans le 
second membre de l'équation de l'énergie (2.18), ch. V, en tant que 
partie de l’apport macroscopique extérieur dQOa = dgadm résultant 
de l’interaction du milieu matériel avec le champ électromagnétique ; 
dga est l'apport d'énergie rapporté à l'unité de masse. Conformé- 
ment à (5.18) et (5.22) on peut écrire dans tout système de coordon- 
nées inertial 


F, dt dt — dQa —= dau dm — 
=[E.jdt+E.dP®+HQdM°—<a(E.P* + HQM°) | & = 
= [= E.jdt+ E,dne + H, dme— À d (Een + Hem) — 


…: À (Een + Hume) Vovf dt | dm, (5.23) 


C sl P% _ P%dr 

où dm — p dr est l'élément de masse, na — nt m® = 
M M%d - 

sr ne sont les composantes des vecteurs densité de polari- 


sation et densité d'aimantation rapportés à la masse de l'élément 
qui en constitue la caractéristique physique principale. Les accrois- 
sements dn®% et dm®% des composantes des vecteurs n% et m% en temps 
dt sont pris par rapport au système de coordonnées inertial ; en parti- 
culier, pour un point donné cela pourrait être le système propre. 
Dans la formule (5.23) la dérivée particulaire de la densité de la 

; dp nes ' 
particule par rapport au temps a St substituée, conformément 
à l'équation de continuité (1.3), ch. III, par —pVgu8 = —p div v, 
où vô sont les composantes de la vitesse des points du milieu ma- 
tériel. 

La formule (5.23) pour l'apport de l'énergie électromagnétique 
est étroitement liée à l'équation d'Oumov-Poynting (5.21) mais 
peut être récrite selon (5.19) et (5.20) sous la forme 


___ 1/,E-D+H.B  .. 
da = —— (9 + div S dt). (5.24) 


Pour le milieu en mouvement ou immobile, dans le système de 
coordonnées propre on a dqa — dgù — dq{® + dgë. La quantité 
dqu, calculée dans un système] de coordonnées quelconque, diffère 
de dgà de la valeur du travail élémentaire des forces électromagné- 
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tiques pondéromotrices extérieures au milieu. Le travail des forces 
extérieures n'entrant pas dans l’équation de la chaleur reçue, on 
y inclut donc da. 

A l'appui de (5.23) on peut écrire comme suit l'équation de la 
chaleur reçue (2.20), ch. V, pour le milieu matériel, en prenant en 
considération la polarisation et l'aimantation: 


a+ H 
re Vale dt + 


= 1 pa — paf 
du = (= pi—ss 
+ SE. j dt+E dre + Ha dm® — + à (Eur + Ham) + dg}. (5.25) 


Tous les vecteurs de nature électromagnétique et leurs accroisse- 
ments sont pris ici dans le système de coordonnées propre; dqgŸ — 
— dg© + dgf* est] l'apport sommaire d'énergie vers la particule 
rapporté à l'unité de masse qui représente un supplément au travail 
des forces macroscopiques et à l'apport d'énergie provenant du 
champ électromagnétique. En particulier, la quantité dg® peut 
être un apport de chaleur dû à la conduction et dg;* peut résulter, 
dans des modèles des milieux à propriétés complexes, des inter- 
actions de la particule envisagée avec les autres particules du 
milieu matériel. 

La construction théorique du modèle d'un milieu matériel est 
basée sur la connaissance de l'énergie interne Ü rapportée à l'unité 
de masse figurant dans (5.25). Il est commode de porter la diffé- 


rentielle totale d+ (Ent + H,m®), figurant à droite dans (5.25), 


dans le premier membre et de définir l'énergie interne du milieu 
conformément à l'égalité 


Ui=U ++ (Eat + Ham). (5.26) 


Le passage de U à U, est analogue au passage, dans les équations 
de l'énergie ou de la chaleur reçue, de l'énergie interne à l'énergie 
libre ou au potentiel thermodynamique de Gibbs, etc. (voir ch. V, 
$ 6). En omettant l'indice « unité » dans la notation de U,, on peut 
utiliser l'équation de la chaleur reçue (5.25) sous la forme 


LA 
dU — (Lg RS gs) Vale dt + 
++ E-jdt+ En dn® + He dm® + da? (5.27) 
Si le milieu est au repos, alors v, = 0 et l'équation (5.27) se sim- 
plifie 
d(pU)=E-jdt+E,dP°+H,dM°®+pdg*. (5.28) 
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L'équation de la chaleur reçue sous cette forme est souvent rencon- 
trée dans les problèmes statistiques de la physique. Notons ce fait 
essentiel que pour un milieu en mouvement on a au lieu de (5.28) 
l'équation (5.27) valable dans le système de coordonnées propre 
mobile pour lequel on sait écrire les équations de Maxwell. 

La signification physique de différents termes de (5.23) en point 
considéré du milieu apparaît clairement lorsque le système de coor- 
données est propre où l’on a 


+ j°E dt =dgf}, (5.29) 


(e) 


dgéi étant la chaleur Joule, et 


+ (E-dP+ H-dM)=dg##, (5.30) 


si le processus de polarisation et d'aimantation est réversible. 
Remarquons qu'une telle décomposition de dgä en dg@® et dgér 


n'est justifiée que dans le cas du milieu au repos. Lorsque celui-ci 
se meut par rapport au système de référence, les formules (5.29) 
et (5.30) sont valables en chaque point seulement dans le système 
propre *). 

Lorsque l'on a les lois d’aimantation et de polarisation (5.14) 
et (5.19), les phénomènes de polarisation et d’aimantation sont 
réversibles et le champ électromagnétique dépense en polarisation 
et en aimantation une énergie macroscopique différente de zéro 


E-dP + H:‘d4M = 0. 


Les quantités dg$, dg#*, les composantes des vecteurs Ë, H, P 
et M et leurs accroissements dans le système de coordonnées propre 
s'expriment par les composantes correspondantes et leurs accrois- 
sements dans le système de coordonnées concomitant en tenant 
compte du mouvement de celui-ci relativement au système inertial 
donné **). 

Lorsque le mouvement du milieu est arbitraire, on peut définir 
les systèmes de coordonnées propres en chaque point et à chaque 
instant. L'ensemble des systèmes propres dans l'espace-temps qua- 
dridimensionnel représente évidemment une variété non holonome 
des systèmes de coordonnées, autrement dit, il n'existe pas de trans- 
formation unique de coordonnées par laquelle il soit possible de 
passer du système de l'observateur à tous les systèmes propres en 


*) Voir (4.23'). 

**) La théorie correspondante est développée dans l’article de L. Sédov 
Sur les forces pondéromotrices de l'interaction du champ électromagnétique et du 
continuum matériel en mouvement accéléré compte tenu de la finitude des déforma- 
tions (en russe), PMM, t. 29, Fasc.' 1, 1965, pp. 4 à 417. 
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même temps. D'autre part, il existe une telle transformation qua- 
dridimensionnelle unique (qui est la loi du mouvement du milieu) 
permettant de passer du système de l'observateur au système de 
coordonnées concomitant, ce dernier n'étant pourtant pas inertial. 
Ainsi, pour établir les lois physiques d'un milieu il est plus commode 
d'utiliser un seul système de coordonnées concomitant mobile 
relativement auquel les vitesses de tous les points sont nulles, tandis 
que, dans le cas du système propre, ce n'est que la vitesse relative 
du point considéré qui est nulle à l'instant donné. 

Vu l'arbitraire dans le choix du système de coordonnées spatial 
en tant que systèmes concomitant et propre, on peut admettre dans 
Ja théorie générale, sans restreindre la généralité (dans les espaces 
euclidien et pseudo-euclidien), qu'à tout l'instant fixe {” les courbes 


coordonnées et les systèmes de vecteurs de base 2; et 2; coïncident 
dans les systèmes concomitant el propre en chaque point du milieu, 


c'est-à-dire que 3, — 24, lorsque t = {’. Si l’on choisit de la sorte 
les systèmes de coordonnées, on voit qu'il se produit à l'instant 
{’ . dt une séparation des courbes coordonnées. Les systèmes de 
coordonnées propres pour différents points se déplacent comme des 
corps rigides à des vitesses de translation v différentes, égales” aux 
vitesses du point considéré du milieu par rapport au système de 
référence inertial de l'observateur lorsque les vecteurs de base 2, 
sont constants. 


Au bout du temps dt, le trièdre des vecteurs de base du du système 
concomitant en chaque point du milieu se déformera, subira une 
rotation et, en plus, se déplacera en translation avec la vitesse v&. 
A l'instant {” + dt on a dans le cas général qu'en chaque point du 
milieu ou de l’espace du 5 da 

Les caractéristiques vectorielles et tensorielles du champ et du 
milieu et leurs accroissements et dérivées par rapport au temps et 
aux coordonnées, définis relativement au système propre, peuvent 
être calculés dans le système concomitant. Si les trièdres spatiaux 
des systèmes concomitant et propre coïncident en chaque point du 
milieu et à l'instant donné, ce qui est toujours possible de supposer, 
les composantes de tous les vecteurs et tenseurs tridimensionnels 
coïncident également. Comme les systèmes concomitant et propre 
ne se meuvent pas de la même façon par rapport au système de 
l'observateur, les accroissements et les dérivées par rapport au temps 
des composantes tensorielles sont différents dans les systèmes con- 
comitant et propre mais il existe entre elles des relations simples *). 


*) Par exemple, pour tout vecteur 4—4%3,—À%3,-—24,5%— À 5% sont 
vraies les formules 


dA _dA — dÂT - -p do dÂ% 25e “0 = 
a = eg out À? a = | at + AFÿgo*) Fe 
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Nous avons exposé plus haut la théorie des forces pondéromo- 
trices extérieures au milieu matériel et de l’apport extérieur de l’éner- 
gie provenant du champ électromagnétique indépendamment des 
propriétés des modèles concrets des milieux continus matériels. 

Dans le cas général, les équations d'état pour les contraintes 
internes et l'énergie interne des éléments du milieu dépendent des 
différentes grandeurs et, en particulier, des vecteurs x et m. Le 


terme Vep%® dans l'équation des impulsions et le terme e PV Ba 


dans l'équation de la chaleur reçue dépendent non seulement des 
caractéristiques mécaniques et thermodynamiques macroscopiques 
du milieu mais également des composantes des vecteurs x et m. Pour- 
lant, ici ces termes sont dus aux interactions à l'intérieur du milieu 
matériel, où les vecteurs x et m figurant également dans le système 
incomplet d'équations de Maxwell sont des caractéristiques de l'état 
du milieu. 


Equation des moments sous forme quadridimensionnelle. Comme 
le prouvent les expériences avec l'aiguille aimantée dans le champ 
magnétique, l'interaction entre les corps et le champ ne se ramène 
pas uniquement aux forces pondéromotrices, les couples distribués 
dans le volume, donnés par leurs moments, y participent également. 
Introduisons et analysons l'équation différentielle des moments 
pour le champ. On pourrait prendre l’équation des moments tridi- 
mensionnelle usuelle où il n’y a que les moments ordinaires des 
forces tridimensionnelles. Cependant, en relativité restreinte où 
le champ électromagnétique est décrit par les équations de Maxwell, 
la force est un quadrivecteur. C'est pourquoi on doit considérer 


et 
d À — dÂe a” _ dÀ, _ pp 
dt dt m ABVav )9 , 
car 
dB à n,- do ___——. 
— Va: FRE ER B5& 
Si à l'instant donné 3,—2, et 9%—5%, on a les égalités 
dA® dA® 1BC "& dÂ, dÂ, > *pB 
en Vgv et AE di — Ag Vav : 


Dans les axes curvilignes, ces formules sont une généralisation des formules 
connues d'Euler en cinématique des solides appliquées aux systèmes de coor- 
données mobiles déformables et reliant les dérivées des composantes vectorielles 

ar rapport au temps dans les systèmes de coordonnées parfaitement rigides 
immobiles et en rotation. 

De même, on peut écrire les formules reliant les dérivées de tout ordre par 
rapport au temps des composantes des tenseurs de tout ordre et de toute struc- 
ture d'indices dans les systèmes de coordonnées propre et concomitant. 
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l'équation des moments en formalisme quadridimensionnel, ce qui 
permet de généraliser la notion de moments des forces et de moment 
cinétique pour le milieu matériel, ainsi que pour le champ. 

De l'équation quadridimensionnelle (5.12) de l’énergie-impulsion 
pour le champ écrite dans le repère cartésien inertial découlent les 
égalités suivantes : 


DS — riY SM = — (nFi rip}, ï, j—1, 2, 3, 4, (5.31) 


où x° sont les coordonnées des points dans le volume occupé par le 
corps. Le tenseur antisymétrique avec six composantes indépendantes 
x?F\ — z1'F? peut être envisagé comme une généralisation au cas 
quadridimensionnel de la notion usuelle de tenseur tridimensionnel 
antisymétrique, correspondant à un seul vecteur axial qui est la 
densité volumique du moment de la force pondéromotrice tridi- 
mensionnelle par rapport à l’origine des coordonnées. 

Il est à souligner qu’en relativité restreinte, le moment, tenseur 
antisymétrique du second ordre avec six composantes indépendantes, 
peut être ramené dans le cas général à deux vecteurs tridimensionnels 
(l’un axial et l’autre polaire) dans les axes cartésiens. 

Les relations (5.31) se récrivent sous la forme 


Va (Six — Shi) — (SSH) = _(2Fi_ ziFi), (5.32) 


Les composantes du tenseur du troisième ordre S'"x? — Sr! 
s'interprètent comme des composantes du tenseur généralisé de la 
densité du moment de l'énergie-impulsion du champ. Les formules 
(5.32), comme c’est le cas du théorème des forces vives, représentent 
une conséquence directe des équations des impulsions pour le champ 
et se vérifient identiquement en vertu de celles-ci. Les équations 
(5.32) contiennent les composantes des grandeurs tensorielles géné- 
ralisées, notamment de la densité du moment cinétique du champ 
et du tenseur antisymétrique du moment de la densité des forces 
pondéromotrices nées de l'interaction avec le milieu. 

En thermodynamique, l'équation de l'énergie représente dans 
le cas général une équation indépendante du théorème des forces 
vives. Par analogie, on peut introduire de nouvelles caractéristiques 
du champ: tenseurs des densités volumiques du moment interne 


propre de composantes Q* = —Q#* et du moment pondéromoteur 
de composantes #7 — hi? + x/Fi— xiF? qui se définissent en 
partant de l'équation des moments pour le champ et de celle des 
moments pour le milieu, toutes les deux indépendantes des équations 


(5.32). 


On peut prendre les équations indépendantes des moments pour 
le champ électromagnétique sous la forme 


Va (Sat — Shi QUE) GR = hi (DFI if), (5.33) 
23—0868 
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Les composantes du tenseur de la densité du moment pondéromoteur 


Se extérieur au corps incluent, outre les composantes du moment 
de la force pondéromotrice, celles du tenseur densité du moment 
pondéromoteur extérieur supplémentaire, distribué sur le volume 


du corps, c'est-à-dire du tenseur antisymétrique du second ordre h‘?. 
Ecrivant les équations (5.33) on admet que les moments exté- 
rieurs répartis sur le volume, agissant sur le champ électromagné- 
tique, ne sont dus qu'au corps matériel. 
Les équations des moments analogues à (5.33) peuvent être 
écrites également spécialement pour le milieu matériel. Elles con- 


tiendront à droite, avec le signe « plus », les composantes 4? du 
tenseur densité du moment pondéromoteur total résultant de l’action 
du champ sur le milieu. En outre, le second terme comportera éven- 
tuellement les moments naissant des interactions internes entre 
les particules du milieu et les corps étrangers (sauf les champs élec- 
tromagnétiques). De (5.33) et (5.32) il vient 


ho — (55 sit y,0"#). (5.34) 


Ces relations peuvent être interprétées comme les équations 
pour les moments propres du champ (analogue quadridimensionnel 
de l'équation (3.6), ch. III). Les équations (5.34) et les équations 
correspondantes pour le milieu matériel servent à définir, avec 
l'ensemble les données expérimentales mises à la base de la cons- 


truction du modèle du milieu, les composantes hï, SŸ et Qi#. 
Si le modèle du milieu matériel est fixé et les composantes du 


moment pondéromoteur complémentaire hi sont définies expéri- 
mentalement (par exemple, le moment exercé sur l’aiguille magné- 
tique par le champ), alors les expressions (5.34) donnent une liaison 


entre les composantes S'? et QŸ#*. Si la condition complémentaire 
entrant dans la définition du champ électromagnétique ne fait 
dépendre ces grandeurs d’aucunes nouvelles caractéristiques essen- 
tielles du champ, les relations (5.34) et respectivement (5.33) doivent 
être vérifiées identiquement, comme l'est (5.32). 

Les données expérimentales permettent de transformer les rela- 
tions (5.34) en identités en faisant intervenir diverses conditions. 
En particulier, on peut adopter les conditions suivantes comme les 
plus simples et naturelles: 

1) le tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique 
est un tenseur de Minkowski dont les composantes sont définies par 
la formule (5.11); 

2) les composantes du tenseur de la densité du moment interne 
propre Qÿ* pour des points à l’intérieur du volume donné du champ 
sont nulles, ou, plus généralement, on a les égalités 


Qt? = 0, (5 .35) 
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qui sont'satisfaites soit identiquement, soit en vertu des équations 
des impulsions. Ces deux conditions principales, que l’on peut 
inclure dans la définition du modele du champ électromagnétique, 
sont .en bon accord avec l'expérience (voir (5.39)). 


Tenseur du moment pondéromoteur du champ électromagnétique. 
Conformément à (5.11) et (5.35), c'est-à-dire aux conditions 1) 
et 2), on tire de (5.34): 


hi À (FH FH]. (5.36) 


Regardons de plus près la formule (5.36). Dans le système inertial 
cartésien, la matrice || Hÿ I| est définie par la formule (5.7), la 
matrice || Fiyll par la formule (5.6). Comme Fil. = g*F n et! 
pu = gt — gs — 1, et gt = 1/c?, gi = 0 lorsque iÆj, la 
matrice || Fi. || vérifie la formule 


0 —ps B 

. 3 0 pt 

IL Fm. || = : (5.37) 
— B? B! 0 3 


"e. 
cE; cE, cE; 0 


A l’aide de (5.7) et (5.37) et de la formule (5.36), on écrit facilement 
la matrice || ° || 


Vecteurs tridimensionnels spatiaux du moment pondéromoteur. 
Dans les axes cartésiens le tenseur quadridimensionnel antisymé-. 
trique du second ordre du moment pondéromoteur de composantes, 
hi peut être ramené à deux vecteurs tridimensionnels %#£ (441, o#:, 
fs) et L (£!, L£°, £), dont les composantes entrent dans la ma- 
trice {| hii || (voir (3.26), ch. IV) de la façon suivante: 


0 My —H —E 
| 1 Rô l — #3 0 Ml 4 — Z 
| “= : (5.33) 
os: 
L1 £? 3 
| Ne x 0 


23% 
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A partir de (5.7) et (5.37), on obtient après le calcul élémentaire 
les formules très simples suivantes: 


MHM=-(BXH)+-L(DXE)=MXH4+PXE (5.3) 
et 
£=(DxXB—-ExXH)={+(Ss"—8); (5.40) 


ici S est le vecteur de Poynting; le vecteur S* — = (D X B) 
est de nature semblable. Dans la matrice St? du tenseur de Minkow- 


ski les composantes du vecteur  S forment la quatrième ligne et 


1 sa 
les composantes du vecteur 2 S* la quatrième colonne. 


Le vecteur tridimensionnel ,# n'est autre que la densité du 
moment pondéromoteur usuel. Pour les modèles de milieux maté- 
riels employés en pratique la formule (5.39) de ,# est en bon accord 
avec les mesures expérimentales. La formule (5.39) est une géné- 
ralisation naturelle de la formule (1.3) au cas où l’on veut rendre 
compte de la polarisation. Evidemment, ,ç# = 0 lorsque sont vala- 
bles les lois d’aimantation et de polarisation (5.14) et (5.15), où 
e et u sont des scalaires. Dans le cas général, lorsque l’on a (5.14) 
et (5.15) et les milieux sont anisotropes, .#{ =£ 0. 

En relativité restreinte, l'équation des moments pour le milieu 
continu est représentée en composantes par six équations dont trois 
« usuelles » pour le cas tridimensionnel qui sont les équations des 
moments en projections du vecteur ,# et trois autres, en projections 
du vecteur Ÿ. Les trois dernières équations des moments pour le 
milieu sont satisfaites identiquement en vertu de la définition du 
modèle d'un milieu aimanté et polarisé ou bien représentent les 
relations fondamentales servant à définir certaines caractéristiques 
du milieu. 

Les formules (5.39) et (5.40) sont établies dans un système iner- 
tial (la partie spatiale tridimensionnelle du repère peut être curvi- 
ligne arbitraire). L'approbation expérimentale de la formule (5.39) 
se rapporte à des corps immobiles, 


Différentes définitions du tenseur énergie-impulsion et du tenseur 
du moment du champ électromagnétique. Si l’on veut considérer le 
système « champ électromagnétique + milieu matériel » dans son 
ensemble comme un corps uni caractérisé par certaines propriétés 
mécaniques et électromagnétiques, on peut introduire le tenseur 
énergie-impulsion et le tenseur du moment pour l’ensemble du 
système comme une somme des tenseurs correspondants pour Île 
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champ et le milieu. Les composantes de ces tenseurs s’écrivent' 


S°? + TŸ et On + OP, 
où Ti et Q'iieu sont les composantes des tenseurs correspondants 
écrits pour le milieu. Les équations des impulsions, de l'énergie et 
des moments s'écrivent pour le système « milieu-champ » comme suit: 


PACS TH = PV à (On + Oh) + SA TŸ SE TA = M, 
L'1= 1; 2;,9:4, 


où Fi, M sont les composantes des quadriforces massiques et des 
quadrimoments extérieurs au champ et au milieu. Dans nombre de 
cas on peut admettre F=0 et M‘=0. Les problèmes de construc- 
tion de modèles du champ et des milieux concrets impliquent la 
définition des tenseurs ci-mentionnés à l’aide des FAPACÉMENQUES 
données ou recherchées. 

Pour séparer le tenseur unifié énergie-impulsion et le tenseur 
des moments ayant une nature électromagnétique commune en 
deux, l’un pour le champ et l’autre pour le milieu, on peut procéder 
de différentes façons, selon les conditions du problème. Quand la 
somme est donnée, en fixant ces grandeurs pour le milieu on obtient 
immédiatement leurs valeurs pour le champ, et inversement. Il 
en résulte qu’en opérant avec les milieux matériels différents, il 
est raisonnable de déterminer l'impulsion, l'énergie et le moment 
électromagnétique toujours par le même procédé. 

Cependant les propriétés dynamiques du champ, introduites 
chaque fois conformément à la condition fondamentale, peuvent 
être définies de différentes façons. Plus haut on a décrit les pro- 
priétés dynamiques du champ électromagnétique à l'aide d’un seul 
tenseur asymétrique énergie-impulsion de Minkowski de compo- 
santes S'? définies selon (5.11), ce qui a permis d'écrire les formules 
pour les forces pondéromotrices et les moments pondéromoteurs. 


Tenseur énergie-impulsion du champ électromagnétique d’Abra- 
bham. Dans plusieurs ouvrages, le tenseur énergie-impulsion du 
champ électromagnétique de Minkowski est remplacé par le tenseur 
symétrique d'Abraham avec les composantes A dont la partie 
spatiale de la matrice s'obtient, dans le système de coordonnées 
propre, par une simple symétrisation de la partie correspondante 
de la matrice des composantes du tenseur de Minkowski, à savoir 


Be (SP SP), 


et les composantes contravariantes des vecteurs des parties tempo- 
relles coïncident avec celles du vecteur de Poynting divisées par 
c*, c'est-à-dire que l’on a 
ah * 
A“— A = -—— (E XH)°, 
et enfin, on admet par définition que Af*— S44, 
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Outre les tenseurs énergie-impulsion de Minkowski et d'Abraham 
on propose également d'introduire d’autres tenseurs du champ 
électromagnétique. Notons que tous ces tenseurs ne diffèrent les 
uns des autres que si l’on a, en des points du volume occupé par 
le champ, un milieu matériel et, de plus, si le tenseur polarisation 
diffère de zéro: 9% 0. Dans le vide ou dans un milieu conducteur 
quand la polarisation électrique et l'aimantation sont absentes, 
les tenseurs énergie-impulsion du champ électromagnétique définis 
de façons différentes coïncident. 

*°" Utilisant la définition du tenseur de Minkowski, on peut écrire 
lés formules précédentes dans le système de coordonnées propre dé 
Ja façon suivante: 


AÏ— Si — Qÿ, 

| (5.41) 
QE LIRE, QUERA et QH=0 | 
avec a, B—1, 2, 3; i—1, 2, 3, 4, les composantes du tenseur ki 
étant définies par les formules (5.38), (5.39) et (5.40). 


Forces pondéromotrices selon Minkowski etselon Abraham. D'après 
Minkowski et Abraham, les composantes des forces pondéromotrices 
quadridimensionnelles ont pour expression 


Fibr = — V,Aù et Fin = GES VS. 


li vient immédiatement de (5.41) que, dans le système de coordon- 
nées propre, On a 


Févr = Fin — + VB je (5.42) 


ou, en conformité de (5.38), dans la forme vectorielle tridimension- 
nelle 


Favr= Fin —+ rot h +— : 2. : (5.43) 
Pour l'apport spécifique de l’énergie on a donc 
F Abr = F Min (9 44) 
Si le corps isotrope vérifie les lois d'aimantation et de polarisation 
(5.14) et (5.15), alors .# — 0 et l'égalité (5.43) prend la forme 
1 à | 
Favr= Fun (DxB—EXH). . 1, 1 


Lorsque le tenseur énergie-impulsion du milieu est fixé no 
pendamment de la définition du tenseur énergie-impulsion du 
champ électromagnétique, il découle de (5.42) que ‘les ‘équations 
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du mouvement (des impulsions) pour le milieu s'obtiennent diffe- 


rentes, car Fépr £ Fin. Si pourtant on définit différemment les 
tenseurs énergie-impulsion, on peut s'assurer de l'identité des équa- 
tions du mouvement du milieu. 

On voit de (5.44) que les apports d'énergie électromagnétique 
vers le milieu figurant dans l'équation de la chaleur reçue sont les 
mêmes, que l’on se serve pour définir le champ du tenseur de Min- 
kowski ou de celui d'Abraham. 


Moments pondéromoteurs et tenseurs énergie-impulsion du champ. 
Adoptons comme résultat empirique le fait qu'un milieu aimante 
et polarisé subit, du côté du champ, un quadrimoment distribue 
caractérisé par le tenseur dont les composantes sont définies par 
les formules (5.38), (5.39) et (5.40). L'analyse des équations quadri- 
dimensionnelles du moment cinétique permet, en se basant sur le 
principe d'action et de réaction deduit de celui de conservation 
de l'impulsion pour le système « milieu + champ » et en prenant 
le tenseur de Minkowski en tant que tenseur énergie-impulsion du 
champ, de vérifier pour les composantes du tenseur de la densite 
volumique du moment propre du champ les égalités suivantes: 


ViQiin = (0. 


On peut admettre, en particulier, que Qi = 0. D'autre part, 
si l’on prend le tenseur d'Abraham comme tenseur énergie-impulsion 
du champ, on obtient avec AŸ — 4’ que 


= — VrQinr Æ 0. (5.45) 

Ainsi, si l’on veut utiliser le tenseur énergie-impulsion d’Abra- 
ham, il faut associer au champ électromagnétique une caractéristique 
complémentaire, le tenseur QŸ7* — —Q? des moments cinétiques 
internes (pour i — 4 et j — «) et des couples surfaciques (pour 
i = a et j — B). La divergence de ce tenseur V,Q* est définie par 
l'égalité (5.45) si pour les moments pondéromoteurs volumiques 
distribués agissant sur le milieu du côté du champ sont vraies les 
formules (5.38) à (5.40). 

On voit que si le tenseur énergie-impulsion est défini non selon 
Minkowski mais autrement, il faut introduire sur les surfaces tri- 
dimensionnelles, sections des quadrivolumes, ou sur les surfaces 
bidimensionnelles séparant les volumes spatiaux du champ élec- 
tromagnétique non seulement les forces d'interaction surfaciques 
mais également rendre compte de l'interaction due aux moments 
surfaciques distribués (couples de forces). Si l’on emploie le tenseur 
énergie-impulsion de Minkowski, l'introduction des moments dis- 
tribués suivant les sections à l'intérieur du champ électromagné- 
tique n'est pas nécessaire. 
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Comme les différentes conditions servant à définir les propriétés 
dynamiques du champ électromagnétique sont dans leur essentiel 
équivalentes, on a le droit de choisir, comme le montre l'analyse 
de l'équation des moments pour le champ électromagnétique et de 
la formule pour le moment pondéromoteur, en tant que condition 
naturelle et universelle le tenseur de Minkowski pour tenseur éner- 
gie-impulsion du champ électromagnétique. Si l’on adopte cette 
condition, on doit s’en guider non seulement dans la description 
des propriétés du champ électromagnétique mais également lors 
de la construction des modèles des milieux matériels. 


Tenseurs énergie-impulsion du milieu pour des tenseurs énergie- 
impulsion du champ différents. Ajoutons encore que si l’on pose pour 
le tenseur énergie-impulsion global du champ et du milieu Vi? 


NE = Tr A = Thin + SŸ, 


on a pour les composantes contravariantes du tenseur énergie- 
impulsion du milieu, dans le cas général, les inégalités 


Tire Thin et Te TU (5.46) 


où 7) — | (Ti + TA), On voit immédiatement que sont inégales 
entre Tr non seulement les composantes des tenseurs énergie- 


impulsion du milieu AU et j STE mais aussi leurs parties symé- 
trisées. On vérifie aisément que la même chose a lieu lorsque le 
tenseur global NW? est symétrique. 


Les raisons de prendre le tenseur énergie-impulsion symétrique. 
On a tout l'intérêt d'introduire pour le champ électromagnétique 
le tenseur énergie-impulsion symétrique. Le tenseur énergie-impul- 
sion figurant dans la théorie de la relativité généralisée aussi bien 
que celui obtenu comme moyenne du tenseur microscopique énergie- 
impulsion du champ dans le vide sont automatiquement symeétri- 
ques. Pourtant, il en est ainsi soit pour l'ensemble du champ et du 
milieu (rappelons que les interactions microscopiques à l’intérieur 
du milieu sont de nature électromagnétique), soit pour le champ 
électromagnétique dans le vide ou dans le milieu matériel non 
aimanté et non polarisé. Dans tous ces cas ou bien le tenseur de 
Minkowski est symétrique en raison de ?> — 3£ = 0, ou bien seul 
l’est le tenseur global du champ et du milieu. 

D'autre part, il est évident que les valeurs des composantes de 
la quadriforce pondéromotrice (force tridimensionnelle et apport 
d'énergie) se conservent si l'on remplace un tenseur énergie-impul- 


sion arbitraire de composantes S'? par un autre tenseur de compo- 
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santes S*: 


Sri = sÿ se Qi 


lorsque pour les composantes du tenseur supplémentaire Qt on 
a identiquement . 
V0" — 0. (5.47) 


L'introduction du tenseur dont les composantes Qi vérifient 
la condition (5.47) n'influence pas la formule pour la force ponde- 
romotrice. Dans de nombreux cas, on peut choisir les composantes 


QÿŸ, toujours sous la condition (5.47), telles que le tenseur S*i? 
soit symétrique. Par ce procédé on peut rendre symétrique le tenseur 


énergie-impulsion S? en conservant le vecteur quadridimensionnel 
physique de la force pondéromotrice. Toutefois, pour obtenir au 
moyen d’une telle symétrisation la formule admissible pour le 
moment pondéromoteur volumique distribué agissant sur le corps 
matériel, on doit tout de même introduire, pour le champ, les mo- 
ments internes propres V1Q7" = 0. 

Enfin, comme dans tous les er classiques le tenseur éner- 
gie- impulsion pour le milieu matériel s'obtient symétrique, il 
paraît tout à fait naturel de conserver cette propriété dans le cas 
général, bien que l'asymétrie du tenseur energie-impulsion pour 
le milieu matériel ne se manifeste que dans les modèles compliqués. 
qui ne sont pas encore suffisamment étudiés sur le plan théorique et 
expérimental. 


S 6. Hydrodynamique magnétique 


En hydrodynamique magnétique on envisage le modèle du fluide 
conducteur qui est un modèle du milieu continu dans lequel on 
tient compte des effets électromagnétiques. On admet que le fluide 
est un milieu continu où il n’y a pas de polarisation ni d’aimanta- 
tion, mais qui laisse passer le courant électrique, c’est-à-dire que 
M = P =0, j* — 0. En posant dg** — 0 on convient que, dans. 
les modèles envisagés, la particule individuelle du milieu continu 
n'est susceptible d'échanger, avec les particules voisines et les. 
corps extérieurs, que d'énergie mécanique et thermique. 

Pour simplifier, envisageons dans la suite le modèle d'un milieu 
parfait : p°” — — pri. Dans le cas plus général, on tient compte des 
propriétés de viscosité du milieu en hydrodynamique magnétique. 

Le système d'équations de l'hydrodynamique magnétique qui 
suit est écrit dans l'approximation newtonienne et comporte les 
équations suivantes : 

une équation scalaire de continuité 


+ div (pe) = 0 ; (6.1) 
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une équation vectorielle des impulsions 

p[ + (o.v)0]- 
= —gradp+p.[E++(vx H)|+2(5"xX H)+6Foup (6.2) 


OÙ Fup désigne la densité des forces massiques usuelles autres que 
<elles d'interaction du fluide avec le champ électromagnétique, la 
force de la pesanteur, par exemple; 

une équation scalaire de la chaleur reçue 


1 l'Hee 
——— (1. ) 
aU + pd Sr (j-E)dt+d SA (6.3) 
où dg%, est l'apport de chaleur de l'extérieur à l'unité de masse du 
fluide dù à la conduction, au rayonnement, etc. ; 
une relation scalaire exprimant le deuxième principe de la 
thermodynamique 
u| at 
Tds=--(j.ÆE) dt + SR (6.4) 
où l’on prend dg = (. 
Si l'on définit un milieu en donnant l'énergie interne ÜU en 
fonction de p et s, la relation 


AU =T ds— pd — 


permet d'écrire deux équations scalaires d'état 


T=(5),. De re" (6.5) 


() 
p 
Les équations dynamiques et thermodynamiques (6.1) à (6.5) doi- 
vent être complétées par les équations électrodynamiques, à savoir 
par celles de Maxwell 


rotE— 124 Giyy=0, 
c  ôt (6 6) 
rotH=#%j+1%, divE=a4np 


‘et par la loi d'Ohm qui, en hydrodynamique magnétique usuelle, 
A la forme 


j=0(E+<vxH)+pv. (6.7) 


Le système d'équations (6.1) à (6.7) est complet si sont données 
dqñip et F 
“sup € sup- 
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Equations de l’hydrodynamique magnétique pour un milieu 
à conductibilité infinie. Prenons le cas particulier lorsqu'un milieu 
conducteur, le gaz ionisé par exemple, possède la conductibilite 
infinie ©. Dans ce cas les équations de l’hydrodynamique se trouvent 
considérablement simplifiées. 

Pour un milieu infiniment conducteur, il découle de la loi d'Ohm 
que l'intensité du champ électrique Æ dans le système de coordon- 
nées propre est nulle, car la densité de courant ÿ est nécessairement 
finie. Dans le système inertial arbitraire le champ ÆE est détermine 
par vet H 


= vxH. (6.8) 


Conformément à l'équation de Maxwell, la densité de courant 7 
a pour expression 


4x . 4 à 
“= j=rotH———(v x H). (6.9) 


En négligeant comme on le fait souvent en hydrodynamique magné- 
tique le courant de déplacement, on écrit au lieu de (6.9) 


j=- rot A. (6.9°) 


A l'aide de (6.8), la densité de charge p. s'exprime par vw et H 
comme suit: 


1 : 
Pe = — 7 div (vo x H). (6.10) 


On voit de cette dernière formule que p. est petit pour des conditions 
usuelles. En hydrodynamique magnétique, on néglige généralement 
dans les équations du mouvement le terme p. E qui est petit devant 
L(j* X H). 

Dans le milieu à conductibilité infinie on déduit des équations 
de Maxwell pour le champ d'intensité magnétique H deux relations 


suivantes : 


2 =rot(vxH), divH=—0, (6.11) 


auxquelles se réduit, dans ce cas, tout le système d'équations élec- 
trodynamiques. 

La chaleur Joule (1/p) j dt est nulle pour le milieu à conduc- 
tibilité infinie, car E = 0. 

Si le processus est adiabatique, dqhip = 0, d'où s — const dans 


la particule. Si le milieu représente le gaz parfait, la pression p 
et la densité p sont liées par la formule usuelle 


p = Cp. (6.12) 
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Avec la relation (6.9) et (6.10) le système d’équations dynamiques 
(6.1), (6.2), thermodynamique (6.12) et électrodynamique (6.11) 
est complet. 


$ 7. Lois régissant les lignes du champ magnétique et celles 
de rotation « figées » 


Mettons en évidence maintenant les propriétés générales du 
champ du vecteur À (x, y, z, t) satisfaisant aux relations de la 
forme 

0 A | ; 
"a — rot (d X A), div 4 = 0. (7.1) 

Il a été montré plus haut (voir (6.11)) qu'à ces conditions satis- 
faisait le champ d'intensité magnétique H pour un milieu à con- 
ductibilité infinie. Ces mêmes conditions sont vérifices par le champ 
du vecteur rotation @ — rot v pour les processus barotropes se 
déroulant dans le fluide parfait dans le champ des forces massiques 
potentielles. En effet, soit l'équation des impulsions pour le fluide 
parfait non conducteur sous la forme de Groméko-Lamb : 


= -grad + 20 x v=—grad p+F. (7.2) 


En supposant les forces massiques extérieures potentielles et le 
processus barotrope, c’est-à-dire Æ° = grad U et p = f (p), on peut 
introduire la fonction de la pression 


D 
gs | 
F=| (1e) 


Po 


dont le gradient, comme on voit facilement, vaut 
grad P — _ grad D. 
Ceci posé, l’équation des impulsions (7.2) se récrit sous la forme 
= + grad + + 20 X v—= — grad $ +grad U. 


En prenant le rotationnel des deux membres de l'équation, il 
vient 


0@ 


7 = rot (d X ©) (7.4) 


avec de plus 
div © = (. 
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Ces équations coïncident avec les équations (6.11) et (7.1). Notons 
que bien que (7.4) ne contienne que les grandeurs cinématiques, elle 
est déduite de l'équation dynamique des impulsions. 

Ainsi donc, en établissant les propriétés générales du champ 
vectoriel À satisfaisant à (7.1), nous obtenons, en particulier, les 
propriétés importantes du champ d'intensité magnétique H pour 
le cas du milieu à conductibilité infinie et du champ du vecteur 
rotation © lors des évolutions barotropes du fluide parfait dans le 
champ des forces massiques potentielles. 


Formule de la dérivée par rapport au temps du flux du vecteur 
solénoïdal à travers une surface fluide. Obtenons d’abord la formule 
de la dérivée par rapport au temps du flux du vecteur solénoïdal 
A (x, y, Z, t) à travers une surface fluide non fermée Z délimitée 
par le contour C, c'est-à-dire à travers 
une surface se déplaçant avec les parti- 
cules du milieu continu. 

Comme on le sait, on appelle flux 
d'un vecteur à travers la surface Z 
l'intégrale 


où n désigne le vectur unitaire de la Le 40. F : ns de 
normale à l'élément do de la surface Z. ADO OU EU Éombe du flux du 
Tout comme précédemment, choisis- vecteur solénoïdal à travers 
sons le sens positif de la normale n et celui une surface fluide 

de parcours du contour C de telle sorte 

que ce parcours, regardé depuis l'extrémité de la normale n, s'effectue 
dans le sens inverse des aiguilles d'une montre. Si à l'instant t# 
cette surface occupait la position À et à l'instant £ + At la position 
2, (fig. 40), par définition de la dérivée on a 


| 4n (z, y, z, t HA) do— | An (Z, Y, 2, t) do 


_— do = digg À À —, 
dt An im At 


(7.5) 


Démontrons qu’en vertu des équations (7.1), cette dérivée” est 
pulle et, par conséquent, on a pour un tel vecteur 


| A, do = const. 
Z 


En effet, désignons par Z. la surface formée par les trajectoires 
des points du contour C lors de son déplacement pendant le temps 
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At et envisageons la surface fermée formée par les surfaces Z, Z, 
et 2. 


Conformément au théorème de Gauss-Ostrogradsky et mettant 
en jeu la seconde condition (7.1), on a 


An (x, y, z, t)do— | div Adt=0, (7.6) 
Z+2Z1+22 V 


où V est le volume délimité par la surface fermée Z + Z, + 2, 
et nr une normale extérieure à V. En donnant à la normale n aux 
éléments de la surface Z, le sens inverse et complétant les deux 


membres de l'égalité par | 4 (z, y, z, t + At) do, on obtient 
partir de (7.6) 


& 1 

à 

| An (x, y, z, t + At) do — | An (2, y, 2, t) do = 
Z1 Z 


= | Ah (x, YU, 2; t + At) do — | An (x, y, 2; t) do + 
Z: Z1 


+ | An (Z, y, 2, t) do. 
Z2 


D'où pour la dérivée (7.5) on a 


d 94, _ 4 
4. | Ah (x, U; Z: t) do — | ot do + lim ar | 4 (z, U) 2; t) do. (7.7) 


ds 


L'élément vectoriel n do de la surface latérale Z, a pour 
expression 


n do = v At X di, 
où dt est l'élément du contour C délimitant la surface Z (voir 
fig. 40). Il en résulte que l’on peut passer dans l'intégrale | À, do 
Z2 


à l'intégration sur C: 


| 4-n do = — | 4-(@ x ») A= — | dt.(v x 4) 44, 
C C 


ou bien, en employant le théorème de Stokes, effectuer l'intégration 
sur la surface initiale Z tendue sur le contour C: 


à | An do = — Î (v x A): di — +] [rot (v x A)]} do. 
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L'expression (7.7) pour la dérivée cherchée se ramène maintenant 
à la forme 


æ | 4, 40 = | [É-—rot (o x 4) | do. (7.8) 


SN 
ss 


C'est la formule générale de l’analyse vectorielle pour la dérivée 
du flux du vecteur solénoïdal À à travers la surface fluide Z. 

On voit bien que la formule (7.8) est valable si seulement la 
valeur du vecteur vitesse v est définie en des points de la surface Z 
y compris sa frontière C. 

Lorsque le champ du vecteur À satisfait aux conditions (7.1), 
le deuxième membre de (7.8) s’annule 


a | An do=0. 


Aussi avons-nous démontré l'hypothèse formulée plus haut 
selon laquelle 


| An do = const, (7.9} 
> 


où À est une surface se déplaçant avec les particules du milieu con- 
tinu dans une région où le champ du vecteur À (x, y, z, t) satisfait 
aux conditions (7.1). Il découle de la propriété démontrée (7.9) 
du champ du vecteur À plusieurs conséquences très importantes. 


Première conséquence 


Les surfaces vectorielles d’un tel champ du vecteur se transfor- 
ment, lors du mouvement, également en surfaces vectorielles. En 
effet, envisageons à un certain instant é une surface vectorielle II 
du champ du vecteur À, telle que, en chaque point, le vecteur 4 
soit contenu dans le plan tangent à cette surface. En vertu de la 
continuité du mouvement la surface II se transformera, à l’instant 
t + At, en une surface Il’ qui sera elle aussi, comme il est aisé 
de voir, une surface vectorielle. La surface IT étant vectorielle par 
hypothèse, le flux d'un vecteur À à travers toute surface Z appar- 
tenant à II est nul. D'après (7.9), le flux du vecteur À à travers la 
surface Z” en laquelle passera au bout du temps At la surface Z 
et qui, en raison de la continuité du mouvement, appartiendra à Il” 
sera également nul, c’est-à-dire qu'à l'instant £ + At le vecteur A 
sera dans le plan tangent à Il’. La surface Z et, donc, la surface Z’ 
peuvent être aussi petites que l’on veut, de plus, la position de Z 
sur Il est arbitraire, par conséquent, en tout point de Il’ on a 4, = 
— 0, ce qui veut dire que la surface Il’ est également vectorielle. 
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En particulier, la surface latérale d’un tube de vecteur se trans- 
forme lors du mouvement en la surface latérale d'un tube de vecteur. 
Les tubes de vecteur passent en les tubes de vecteur. 


Deuxième conséquence 


Les lignes de vecteur du champ vectoriel A satisfaisant aux 
conditions (7.1) passent toujours lors du mouvement en des lignes 
de vecteur. En effet, à l'instant { on peut mener par la ligne de 
vecteur / deux surfaces vectorielles IT, et Il, pour lesquelles L est 
la ligne d’intersection. Vu la continuité du mouvement, la ligne L 
à l'instant { + At deviendra !’, ligne d'’intersection des surfaces 
IT; et IT, qui sont des images des surfaces IT, et IT, respectivement 
et qui, en vertu de la première conséquence de (7.9), restent des 
surfaces vectorielles. On voit alors que /’ est également une ligne 
de vecteur. 


Troisième conséquence 


L’intensité d’un tube de vecteur du champ du vecteur À envisage 
demeure constante durant tout le temps du mouvement. 

En effet, l'intensité d’un tube de vecteur, comme on le sait (voir 
ch. II, $ 8), est définie par le flux d'un vecteur 4 à travers une sec- 
tion transversale du tube (dans un champ de vecteur solénoïdal, 
le flux est constant le long du tube). Ainsi, la proposition qu'on 
vient de formuler représente une conséquence directe de la propriété 
(7.9). On a pour le vecteur À satisfaisant à (7.1) 


[ An do = | An dc, 


où > et 2’ sont des sections transversales arbitraires du tube de 
vecteur aux instants # et {’. | 

Par conséquent, dans le champ du vecteur À satisfaisant à (7.1), 
les surfaces, lignes et tubes vectoriels se conservent lors du mouve- 
ment en ce sens qu'ils se déplacent dans l’espace avec les particules 
du milieu continu; ils sont pour ainsi dire figés dans le milieu. 

Comme on l’a vu plus haut, les conditions (7.1) sont remplies 
pour le champ vectoriel d'intensité magnétique H dans le cas des 
milieux à conductibilité infinie et le champ du vecteur rotation 


& — +rot v lorsqu'il s'agit des processus barotropes du fluide 


parfait et des forces extérieures potentielles. Ainsi, le champ d'in- 
tensité Æ et le champ du vecteur rotation © se trouvent, dans le 
sens et les cas indiqués, figés dans le milieu. 

Ainsi, par exemple, si dans un certain domaine %, occupé par 
le milieu continu à conductibilité infinie, à l'instant initial é, 
le champ magnétique H n'existait pas, il ne surgira pas dans le 
domaine %’ en lequel passera le domaine Z à l'instant arbitraire 
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t. Le champ magnétique se déplace avec les particules du milieu 
continu. Lorsque, au Soleil, a lieu une éruption du plasma qui forme 
un nuage de gaz incandescent à conductibilité infinie, le champ 
magnétique se déplace avec le plasma en sortant du Soleil dans 
l’espace interplanétaire. 

Nous allons nous arrêter plus en détail sur les propriétés du champ 
du vecteur rotation w dans le cas des mouvements barotropes du 
fluide parfait dans le champ des forces potentielles vu leur impor- 
tance particulière pour les applications. 


Théorème de Thomson. Si 2 est une surface fluide, la propriété 


1 > ss 
(7.9) pour le champ du vecteur w = = rot v s'écrira de la manière 
suivante : 


| W, do = const, (7.9") 


S 
és 


c est-à-dire que le flux du vecteur rotalion & à travers une surface Z 
quelconque se déplaçant avec les particules du milieu continu 
demeure constant. 

En appliquant le théorème de Stokes, on écrira la propriété 
(7.9) sous la forme 


| vdi = const, (7.10) 
C 


où C est un contour fermé arbitraire constitué toujours des mêmes 
particules du fluide, ou sous la forme 


F = const, (7.14) 


c'est-à-dire que si les forces massiques extérieures sont potentielles 
et le mouvement du fluide parfait est barotrope, la circulation de 
vitesse lle long d'un contour « fluide » fermé arbitraire ne change 
pas lors du mouvement. Cette proposition est connue sous le nom 
de théorème de Thomson. 


Eventualité d’apparition des contours fermés avec T = O0 dans 
le flux potentiel à surfaces de discontinuité des vitesses. Remarquons 
que, comme il découle de la démonstration du théorème de Thom- 
son, on à | == const seulement le long des contours qui s’obtiennent 
les uns à partir des autres par déformation continue. 

Soit un fluide au repos à un certain instant. La circulation à cet 
instant y est nulle suivant tous les contours. Pourtant si le fluide 
commence à se mouvoir et s’il y a des discontinuités des vitesses, 
il est en général probable que surgissent dans le flux des contours 
fermés du type Z suivant lesquels la circulation diffère de zéro 
(fig. 41). 


24 —0863 
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En effet, lorsque le contour Z traverse la ligne de discontinuité 
des vitesses, la circulation le long de ce contour peut différer de 
zéro, car les vitesses des points M et N sur la surface de discontinuité 
sont différentes; par conséquent, le contour Z fermé à l'instant 
considéré devient ouvert à l'instant suivant et n'était pas fermé 
en genéral aux instants précédents et, en particulier, à l'instant 
initial quand le fluide était au 
repos. Le théorème de Thomson 
n'est pas valable dans le cas des 
contours fluides ouverts et la circu- 
lation suivant ces contours ne sc 

| conserve pas. 
Le 4 Une conséquence immédiate du 
théorème de Thomson est repré- 
Fig. 41. La circulation suivant les  SCntée par le théorème de Lagrange. 
contours C est nulle et diffère 
éventuellement de zéro suivant Théorème de Lagrange. Si, sous 
le contour £ les conditions du théorème de 
Thomson, le mouvement d'une 
portion du fluide à un certain instant f, est irrotationnel, il l'était 
à t<t, et le sera à t > t,. Soulignons que dans l’énoncé du théo- 
rème de Lagrange il ne s'agit pas d'un domaine de l'espace mais 
d'une certaine masse du fluide en mouvement continu. 

Démontrons le théorème de Lagrange. Par hypothèse, à { = # 
dans la région % il n’y a pas de rotation et, par conséquent, en 
chaque point de cette région @ = 0. Donc, d’après le théorème 


TTL 77> 


de Stokes (© = 2 \w, do) la circulation le long de tout contour 


fermé appartenant à Z est nulle: 


& vdi =0. 
C 


Conformément au théorème de Thomson la circulation [ suivant 
tout contour fluide fermé est également nulle à tous les autres ins- 
tants. Alors, en se référant de nouveau au théorème de Stokes on 
obtient pour toute surface Z appartenant entièrement à la région 
du fluide que 


| ün do = 0. 


Or, ce n’est possible que si, en tout point de Z et pour tout sens 
de n, on a w, —0, c’est-à-dire que dans tout élément du fluide 
à tout instant © = 0. 

Comme on sait, l’absence de rotation équivaut à l'existence du 
potentiel des vitesses. Par conséquent, le théorème de Lagrange 
peut ètre formulé d'une autre manière. 
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Si, à un certain instant /,, le mouvement du fluide est potentiel, 
il l'était et le sera à tous les instants antérieurs comme postérieurs, 
si sont observées les conditions du théorème de Thomson. 

Cela veut dire qu'il existe dans ce cas un potentiel des vitesses 


v — grad @ (x, y, 2, (). 


Le théorème de Thomson permet d'entrevoir une grande valeur 
physique des mouvements potentiels des fluides parfaits. Ce fait 
facilite considérablement la résolution des problèmes sur la défi- 
nition du champ des vitesses. 

On peut préciser que les tourbillons ne se créent et ne disparais- 
sent dans un fluide qu’au cas où au moins une des hypothèses du 
théorème de Thomson n'est pas vraie, c’est-à-dire que soit le fluide 
est visqueux, soit il n'est pas barotrope, soit les forces massiques 
extérieures ne sont pas potentielles, soit le champ des vitesses n’est 
pas Continu. 

Les propriétés démontrées dans ce qui précède de conservation 
des lignes et surfaces vectorielles, ainsi que des intensités des tubes 
de vecteur pour le champ du vecteur rotation dans le cas des mou- 
vements barotropes d'un fluide parfait sont connues sous le nom 
de théorèmes dynamiques de Helmholtz. Les voici. 


Théorèmes dynamiques de Helmholtz sur les rotations. Premier 
théorème: dans les hypothèses du théorème de Thomson, les éle- 
ments d’un fluide constituant, à un certain instant, une surface, 
un tube ou une ligne de rotation constitueront durant tout le mouve- 
ment respeclivement une surface, un tube ou une ligne de rotation. 

Deuxième théorème: dans les hypothèses du théorème de Thom- 
son, l'intensité d’un tube de rotation demeure constante pendant 
tout le temps de mouvement, c'est-à-dire que 


F = & v- di = const, 
C 


où C est un contour fermé arbitraire encerclant le tube de rotation 
donné. 

Les théorèmes de Helmholtz trouvent leur application dans la 
résolution de beaucoup de problèmes fondamentaux de l’hydrody- 
namique (voir ch. VIII). 


24% 


CHAPITRE VII 


SUR LA POSITION DES PROBLÈMES DANS 
LA MÉCANIQUE DES MILIEUX CONTINUS 


$ 1. Bases générales de la position de problèmes concrets 


Modèles et systèmes de référence. Lors d’une analyse théorique 
des problèmes concrets de mécanique des milieux continus on se 
sert obligatoirement, d'une façon explicite ou implicite *), de 
systèmes de référence de l'observateur dans lesquels on étudie le 
mouvement et l’état du milieu. En mécanique newtonienne tous les 
systèmes de référence, « immobiles » ou mobiles, conviennent comme 
systèmes de référence de l'observateur. Toutefois, il faut toujours 
choisir un repère inertial, car c'est uniquement dans un tel repère 
qu'on peut utiliser les données sur les forces d'inertie. 

Il est des cas où l'on doit recourir au système de coordonnées 
lagrangiennes qui permet d'individualiser les points du continuum 
d'un milieu continu et sert, au fond, de base à la détermination des 
caractéristiques du mouvement. et de l’état des particules du milieu. 

Dans les chapitres précédents ont été établies et discutées les 
équations universelles de la mécanique, de la thermodynamique et 
de l’électrodynamique. Ces équations représentent des relations 
fondamentales servant de cadre à la construction des théories de 
tous les modèles concrets des milieux continus. Elles s'appliquent 
à tous les cas particuliers du mouvement et des transformations 
physiques quel que soit le modèle. On a montré plus haut que les 
équations universelles pour des distributions lisses et continues peu- 
vent se présenter sous la forme d'équations différentielles aux déri- 
vées partielles. 

Parallèlement aux équations différentielles on a formulé les 
mèmes lois physiques sous forme intégrale; il s’agit notamment de 
l'équation de continuité ((1.2), ch. III), de l'équation des impulsions 
((2.2), ch. III), du premier principe de la thermodynamique (équation 
de l'énergie (8.1), ch. V), du second principe de la thermodynamique 
((8.2), ch. V) et des équations générales de Maxwell ((5.5), ch. VT). 

Dans le cas des distributions lisses et continues des caractéristi- 
ques du mouvement les formes intégrale et différentielle sont équi- 
valentes. Cependant on a souvent à étudier les distributions dis- 
continues des caractéristiques des phénomènes dans l’espace et 


*) Pour plus de précision et de clarté, il est toujours préférable de donner 
toutes les hypothèses ct conditions du problème sous forme explicite. 
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dans le temps. Dans ce dernier cas la forme intégrale se trouve être 
d’un caractère plus général et conserve sa signification. Les expres- 
sions différentielles sont valables dans les domaines continus mais 
nécessitent l'introduction des conditions supplémentaires aux dis- 
continuités. Les expressions intégrales contiennent déjà ces condi- 
tions supplémentaires. Dans les paragraphes suivants nous dédui- 
rons les conditions aux discontinuités à partir des relations inté- 
grales. 

Il a été déjà dit que pour établir des systèmes d'équations qui 
serviraient de base à une étude détaillée du mouvement d'un milieu 
continu donné il faut toujours introduire des hypothèses supplé- 
mentaires précisant les propriétés particulières et la nature physique 
du modèle envisagé. Il est nécessaire de choisir un modèle. Le choix 
du modèle représente l'objet de vastes recherches spécialisées et 
constitue dans beaucoup de cas un problème fondamental de phy- 
sique faisant appel à l’idéalisation, à la schématisation, à l'intro- 
duction de diverses caractéristiques et notions. On a besoin de nou- 
veaux modèles quand on a à décrire de nouveaux phénomènes et 
effets dont on connaît ou devine la nature et qui se manifestent dans 
divers domaines de la science ou de la technique en voie de dévelop- 
pement. 

Dans les chapitres précédents on a fait connaissance avec quel- 
ques modèles classiques des milieux continus, notamment le modèle 
d’un fluide parfait, le modèle d’un corps élastique, le modèle d’un 
fluide visqueux, le modéle d'un fluide conducteur dans l’hydrody- 
namique magnétique, etc. Cette liste est loin d’être complète; 
dans la suite nous étudierons certains autres modèles. A l'heure 
actuelle le besoin de nouveaux modèles se fait sentir dans plusieurs 
domaines de la science et de la technique; il s’agit notamment 
de l'emploi de nouveaux matériaux, de l'extension du domaine 
d'application des matériaux déjà connus, des problèmes où il faut 
rendre compte des propriétés et effets électromagnétiques en méca- 
nique, de l'application d’un vide très poussé ou, au contraire, des 
pressions très élevées, de l’application de très basses températures 
ou, au contraire, de très hautes températures, de l’analyse de phé- 
nomènes compliqués se déroulant au sein d’un organisme vivant, 
etc. La théorie de construction de nouveaux modèles en physi- 
que et en mécanique connaît de nos jours un développement 
intense. 

Dans le cadre d'un modèle donné, on peut introduire les hypo- 
thèses complémentaires concernant les actions extérieures telles 
que les forces massiques extérieures F(), les apports élémentaires 
d'energie extérieure dg(® et dg**. On peut également, toujours dans 
le cadre du modèle donné, se proposer de déterminer les grandeurs 
mentionnées soit d'après le mouvement donné hypothétiquement, 
soit à partir des données expérimentales. 
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Sur la nécessité des conditions supplémentaires concrétisant les 
mouvements. Une fois le modèle choisi, il est nécessaire d'introduire 
les conditions supplémentaires pour concrétiser le phénomène ou 
une classe de phénomènes que sont les mouvements. Ceci est évi- 
dent! En effet, dans le cadre du modèle théorique du fluide incom- 
pressible on peut traiter d'un grand nombre de fluides; ce peut 
être l’eau, le pétrole, divers autres fluides, mème l'air et d'autres 
gaz où l’on peut négliger la compressibilité; on peut considérer, 
par exemple, toutes sortes de courants et de mouvements des vagues 
d'eau dans les océans et les mers: l'écoulement de l’eau sortant 
par jets d'un réservoir; l'écoulement de l’eau par un déversoir d’un 
barrage ; les mouvements de l’eau de mer provoqués par les dépla- 
cements d'un navire et d un sous-marin ; l'écoulement de l'air autour 
des dirigeables se déplaçant à des vitesses subsoniques et maints 
autres problèmes. Dans tous ces cas on peut utiliser un même système 
complet d'équations différentielles. l’ar conséquent, un système 
d'équations différentielles, vérifié dans chaque point du volume 
d’un fluide et formant un système complet, ne suffit point pour 
résoudre un problème mathématique concret relatif à la détermi- 
nation des champs des vitesses et des pressions dans le volume d'un 
fluide. On sait que les solutions générales des équations différen- 
ticelles du mouvement contiennent des fonctions et constantes arbi- 
traires qu'on doit déterminer à partir des conditions spéciales. 

Envisageons maintenant les conditions supplémentaires types 
qui distinguent les mouvements les uns des autres. 


Domaine occupé par un milieu continu et intervalle de temps du 
mouvement. Les solutions des problèmes mathématiques s’obtien- 
nent sous la forme de fonctions définies dans les points du volume 
occupé par le milieu et dans l'intervalle de temps pendant lequel 
le mouvement est étudié. L'intervalle de temps peut être fini, 
commencer à un certain instant «initial » caractéristique { = to 
ou bien y ètre « attaché »; on peut étudier les états et les mouve- 
ments du milieu continu pour tous les { => {, ou { << f, ou, en géné- 
ral, / < t,. Les instants caractéristiques à déterminer sont suggérés 
par le contenu du problème. 

Le domaine de volume Z occupé par un milieu mobile peut 
être soit donné, soit inconnu à l'avance. Par exemple. on suppose 
le domaine © connu si le fluide se meut à l’intérieur d’un récipient 
en le remplissant entièrement ou lorsque le fluide occupe tout l’es- 
pace dans un écoulement autour de divers obstacles fixes, donnés 
à l'avance à l'intérieur du fluide. Dans nombre de cas le domaine 
% est inconnu à l'avance; on le détermine, par exemple, en résol- 
vant le problème sur l'écoulement de l’eau d’un récipient, lors de 
l'étude de la déformation d'un corps élastique soumis à l’action 
d'un système de charges extérieures données, etc. 
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Dans certains cas la frontière du domaine Z peut être composée 
des parties connues comme, par exemple, la surface du fond de mer, 
des récipients ou, en général, des surfaces mobiles des corps dans 
des fluides et des parties inconnues à l'avance qu'il est nécessaire 
de déterminer au cours de la résolution du problème comme, par 
exemple, surface ondulante de la mer ou la frontière d'un jet sortant 
d'un récipient, etc. 

Le domaine % occupé par un milieu continu peut être fini comme, 
par exemple, le volume intérieur d’un récipient ou d'une tuyère 
dans le cas d’un fluide ou le volume d'une barre, d’une poutre, 
d'une pièce de machine dans le cas d'un «solide» déformable. 
Souvent dans les problèmes schématisés on a affaire à un domaine 
Æ contenant un point infiniment éloigné; il s’agit des cas où un 
corps fluide, un « solide » déformable ou un champ électromagné- 
tique occupent tout l'espace ou l'extérieur d'un certain système 
de corps donnés ou bien du cas d’un filet ou d'une bande s'étendant 
à l'infini. 


Conditions à l’infini. Lorsque le domaine Z s'étend à l'infini, 
pour résoudre le problème il faut, en partant des hypothèses de ca- 
ractère physique, donner les conditions supplémentaires à l'in- 
fini. 

Dans nombre de cas on peut supposer que le phénomène étudié 
n'est qu'une perturbation locale et qu'à l'infini l'état et le mouve- 
ment du milieu sont donnés. Par exemple, en étudiant le mouve- 
ment absolu d'un volume infini d'un fluide provoqué par le mouve- 
ment d'un corps solide de dimensions finies on peut admettre qu'à 
l'infini la vitesse du fluide tend vers zéro, la pression vers une valeur 
donnée, le champ électromagnétique a des propriétés connues à 
l'avance; de la même manière on peut supposer qu'un corps défor- 
mable se trouve à l'infini dans son état naturel, défini par des con- 
ditions physiques supplémentaires, etc. 

En abordant les problèmes sur l'écoulement d'un fluide autour 
des corps immobiles il faut admettre qu'en s'éloignant à l'infini 
en amont du courant ou, dans certains cas, dans un sens quelconque, 
le flux incident a des propriétés données, c’est-à-dire que l’on sup- 
pose données la vitesse, la pression, la température, etc. 

Toutefois les conditions à l'infini peuvent avoir un caractère 
plus compliqué. Par exemple, si en s'éloignant à l'infini suivant 
différentes directions on observe un certain phénomène régulier, 
voire périodique, on doit s'attendre à ce que la propagation dans 
ces différentes directions sera caractérisée par des ondes du type 
donné, etc. 

Très souvent l'établissement des conditions supplémentaires 
à l'infini est lié aux effets fins relevant de la présence ou de l'absence 
d'apport d'énergie de l'infini ou d'un rayonnement quelconque. 
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Points singuliers au sein d’un milieu. Les conditions à l'infini 
peuvent s’interpréter comme celles en un point singulier infiniment 
éloigné. Pour rendre compte de certaines actions sur un milieu ou 
un champ il est possible d'introduire les points singuliers même 
dans une partie finie du domaine Z. Tels sont, par exemple, les 
sources et les puits des masses fluides, les dipôles et les multipôles 
du débit massique, les charges, les dipôles et les multipôles dans 
un champ électromagnélique, les points singuliers de types déterminés 
par lesquels on évalue l'action des forces concentrées extérieures 
et des sources d'énergie, etc. De telles singularités peuvent traduire 
l'effet et la présence d’autres corps éloignés de la région étudiée 
d’un champ ou d'un mouvement. 

Ainsi donc il est possible d'introduire dans le domaine Z des 
points singuliers où le comportement asymptotique de certaines 
fonctions est donné; l'apparition de ces points peut être justifiée 
par la nécessite de prendre en considération certaines actions exté- 
rieures dont on ne tient pas compte dans les équations du mouve- 
ment. 


Conditions initiales. Dans la théorie des équations différentielles, 
tant ordinaires qu'aux dérivées partielles, une grande importance 
est attachée au problème de Cauchy. Pour une équation différen- 
tielle ordinaire du second ordre 


= f(+, r, +) (1.1) 


il s’énonce ainsi : trouver une solution z (t) de l'équation (1.1) telle 
que pour { = {, soient satisfaites les conditions suivantes 


. 
(thet—=to ct = (1.2) 


où to, Zo et x, sont des nombres donnés. On connaît de la théorie des 
équations différentielles que le problème de Cauchy a, dans maints 
cas importants, la solution unique. Les conditions supplémentaires 
(1.2) sont dites conditions initiales ou données de Cauchy. 

On peut énoncer, de façon analogue, le problème de Cauchy 
pour les équations différentielles aux dérivées partielles en intro- 
duisant, pour les mouvements non stalionnaires, comme données 
dictées par la forme des équations les fonctions recherchées et leurs 
quelques dérivées par rapport au temps pour { = f,. Par exemple, 
en résolvant le problème dynamique relatif à un corps élastique 
à l’aide des équations de Lamé ((2.26), ch. IV) on doit se donner 
les déplacements et les vitesses initiaux de tous les points du corps. 

Pour résoudre un problème sur l'écoulement non stationnaire 
d'un fluide parfait homogène incompressible (système d'équations 
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(1.10), ch. IV) il suffit de donner la distribution des vitesses dans 
tout le domaine Z à l'instant initial. 

Si le domaine Z est un espace illimité, les conditions initiales 
s'avèrent dans plusieurs cas suffisantes pour obtenir une solution 
déterminée. Le nombre et la forme des données initiales dépendent 
de l’ordre du système d'équations. Toutefois, l’énoncé des données 
de Cauchy ainsi que l’unicité et l’existence de la solution exigent 
une analyse particulière selon le cas étudie. 


Conditions aux limites. Si le domaine Z fini ou infini possède 
une frontière S, afin d'obtenir des solutions déterminées il faut 
poser, outre les conditions initiales, les conditions spéciales à la 
frontière $. Ces conditions s'appellent conditions aux limites ou 
conditions aux frontières. Elles peuvent avoir les diverses formes. 
Les conditions aux limites sont établies à partir des hypothèses 
physiques complémentaires. Voici quelques-unes des conditions 
aux limites importantes types. 


Conditions d’adhérence aux frontières pour les déplacements et 
vitesses. Supposons connus la position et le mouvement de toute 
la frontière S ou d'une de ses parties S,. Par définition le milieu et 
sa frontière S, sont en contact, ce qui entraîne que les déplacements 
des points individualisés du milieu sur la surface S, et de la surface 
S, elle-même doivent satisfaire à la condition de conservation du con- 
tact. S'il n'y a pas de glissement tangentiel des points du milieu 
par rapport à la surface S,, les vecteurs déplacements milieu des 
points du milieu et ®tfrontière des points de la surface S, seront 
les mêmes. 

Il en est ainsi, par exemple, lorsqu'un corps élastique est fixé 
dans des supports d'un type donné, ou bien quand des objets exté- 
rieurs sont introduits dans un milieu « solide » déformable ou encore 
lors de l'écoulement d'un fluide visqueux autour d’un corps solide 
de forme donnée, etc. 

IT est évident que l’on a sur la surface S, les conditions suivantes : 


[4 
VUmiiteu = frontières Umitteu = Vfrontière- (1 7 ) 


Si le mouvement de la frontière S, est donné, en l'absence de glisse- 
ment sur $, on y aura les conditions (1.2”}, où le vecteur déplacement 

dOmiieu } 

dt 

sont des fonctions connues des coordonnées lagrangiennes E?, £*, £3. 
Ce genre de conditions se rencontre souvent dans la mécanique des 
corps « solides » déformables. La condition (1.2”) joue également 
dans la théorie du mouvement d'un fluide visqueux où on l’appelle 
condition d'’adhérence. 


Uirontière (Ë*, E*, E%, /) et le vecteur vitesse Vrrontière — 
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En théorie de l'élasticité une importance particulière est attachée 
à la condition portant sur les déplacements, ceux-ci définissant 
le tenseur des déformations et le tenseur contrainte. 

En théorie du mouvement des fluides, les déplacements n entrent 
pas directement dans les équations du mouvement. Celles-ci con- 
tiennent les composantes des vitesses, c'est pourquoi dans l’hydro- 
dynamique c’est la condition aux frontières (1.2”) pour les vitesses 
qui joue le rôle essentiel. 

Evidemment en cas d’un mouvement continu la condition (1. 2") 
pour les vitesses est remplie automatiquement si la condition pour 
les déplacements est satisfaite. 

Si la frontière S, s'est déplacée d'une certaine posilion initiale 
dans une position actuelle, alors frontière (£*, E*, E*) 0; si la 
frontière $S, initialement déplacée demeure ensuite immobile, la 
vitesse Utfrontière Sera nulle. 

Chacune des conditions vectorielles (1.2") pour les déplacements 
et les vitesses équivaut à trois égalités scalaires. 

Le nombre de conditions initiales et de celles aux limites dépend 
de l'ordre de l'équation. Il s'ensuit que le nombre et la forme des 
conditions aux limites différent selon les modèles. 


Condition d’écoulement d’un fluide parfait. Par exemple, les 
équations dynamiques du mouvement d'Euler pour un fluide parfait 
ne contiennent que les dérivées premières des composantes de la 
vitesse. 

Les équations de Navier-Stokes pour un fluide visqueux con- 
tiennent les dérivées secondes partielles par rapport aux coordonnées 
des composantes de la vitesse. Il parait naturel dans les deux cas 
de considérer la condition aux frontières (1.2”) pour les vitesses. 

Cependant les trois conditions d’adhérence (1.2”) sont trop fortes 
pour un fluide parfait. S’il y a une adhérence complète sur les parois, 
les équations d'Euler n'ont pas de solution, on doit donc admettre, 
dans le cas d'un fluide parfait, l'éventualité d'un glissement des 
particules le long de la frontière avec les corps extérieurs solides 
ou déformables. 

Pour un liquide parfait la condition (1.2”) sur S, est remplacée 
par une seule condition scalaire d'écoulement plus faible 


Un fluide = ln frontière SUT S1 (1 ns) 


OÙ L'htluide CL Vntfrontière Sont Îles composantes des vitesses des 
éléments du fluide et de la surface frontière normales à S,. La con- 
dition (1.3) traduit la conservation du contact entre le fluide et la 
surface donnée S,; d'après cette condition le fluide ne peut pas 
pénétrer à l’intérieur des corps, dont S$, est la surface de contact 
avec le fluide, ni se détacher de cette surface S.. 
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Sur la surface S, limitant des corps en contact avec un fluide 
parfait on a, en règle générale, l'inégalité 


Ur fluide Æ Vx corps» (1.4) 


où l'indice t désigne les composantes des vitesses tangentes à Îla 
surface $,. En vertu de l'inégalité (1.4) il y a glissement du fluide 
parfait le long de la surface S, se déplaçant dans un mouvement 
donné. 

Si l'écoulement d'un fluide parfait est potentiel, donc v = 
= grad p, la condition (1.3) peut s'écrire sous la forme 


0 
Vn fluide = An. — Un frontière SUT Si. 


On se donne, donc, d'après la”condition d'écoulement sur la 
surface S, les valeurs de la dérivée normale du potentiel q. Si la 
frontière S, est immobile, la condition (1.3) prend la forme 


Un fluide = 0 Sur S; 


ou 
dç 
= 0 sur S 1. 
l'our les différents modèles outre la condition (1.2) ou (1.3) il est 
possible de poser d’autres conditions aux frontières données. Par 
exemple, on peut se donner sur $, la température ou l'apport de 
chaleur. 

Si un système complet d'équations comporte des caractéristiques 
électromagnétiques, on se donne sur S$, les conditions portant sur 
les vecteurs Æ, H et j, par exemple. En établissant les conditions 
aux frontières il faut s'inspirer des conditions générales aux surfaces 
de discontinuité exposées dans les paragraphes qui suivent. 

Ici nous allons étudier d'une façon détaillée certaines conditions 
aux frontières fréquemment utilisées qu'on peut énoncer à l’aide 
des conditions aux surfaces de discontlinuité. 


Conditions à la frontière libre. Dans nombre de problèmes la 
frontière $ ou une certaine partie d'elle S, d'un domaine de mouve- 
ment continu du milieu continu n'est pas connue à l'avance et 
l'on doit la déterminer en résolvant le problème. D'habitude on 
se donne sur la frontière inconnue S$S, des efforts extérieurs. La 
théorie de l’élasticité et d’autres théories permeltent de connaître 
la densité des forces surfaciques sur les éléments de la surface S, 


Pn = Pan! + Pnit = (M, t), (1.5) 


où À/ est un point de la surface S.. La condition (1.5) enferme trois 
relations sur $,. Ce genre de conditions aux frontières se rencontre 
fréquemment en pratique dans les calculs des pièces de machines. 
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En théorie de la propagation des ondes élastiques ou sismiques on 
introduit les surfaces dites libres sur lesquelles les contraintes sur- 
faciques sont dues à la simple pression atmosphérique s'exerçant 
suivant la normale n aux éléments de surface. Dans ce cas on obtient 
les conditions suivantes: 


Pan — — Pos Pn: — 0, (1 6) 


où pa est la valeur de la pression atmosphérique. 

Les conditions aux frontières de la forme (1.5) ou (1.6) se ren- 
contrent dans les problèmes sur l'écoulement d’un fluide visqueux 
lorsque <a surface libre est une surface de contact avec un autre 
fluide visqueux ou parfait dont toutes les caractéristiques de l’éecou- 
lement sont supposées connues. 


Conditions à la surface libre dans un fluide parfait. Dans les 
problèmes sur l'écoulement des fluides parfaits on envisage souvent 
les surfaces libres. l’ar définition, pour un fluide parfait on à tou- 
jours p,,Tt = 0. Il s'ensuit que les conditions à la surface libre (1.6) 
dans un milieu parfait se ramènent à une seule égalité 


P = Pos (1.7) 


où p, est la valeur donnée de la pression dans le milieu exterieur 
pouvant être prise égale, par exemple, sur la surface perturbée 
d’eau inconnue à l'avance, à la pression atmosphérique. En pra- 
tique, on rencontre des cas où la pression donnée sur la surface libre 
diffère de la pression atmosphérique; sur les surfaces libres des 
fluides remplissant partiellement les réservoirs fermés la pression 
Po peut être arbitraire. 

En définissant le mouvement et les formes des frontières S, 
au moyen des composantes recherchées du champ des vitesses ou 
des déplacements on a également besoin des égalités de la forme 
(1.2). I1 faut avoir en vue que les égalités (1.2°) pour les surfaces 
libres S, ne relient que les composantes de vitesse normales à S#,, 
la vitesse d’une frontière libre étant définie comme la vitesse de 
déplacement de cette frontière suivant la normale à celle-ci. 

Généralement on a à résoudre les problèmes aux conditions mixtes 
aux frontières lorsque le volume d’un milieu mobile est limité en 
partie par des parois extérieures immobiles données ou par des 
parois dont les conditions de fixation sont connues, et en partie 
par des surfaces libres. En outre, certaines portions de la frontière 
peuvent satisfaire à d’autres types de conditions, notamment la 
frontière peut n'être donnée qu'en partie, ou les frontières données 
satisfont aux conditions aux limites plus compliquées représentant 
des relations linéaires ou non linéaires, finies ou différentielles entre 
les fonctions recherchées. On fera connaissance avec quelques-unes 
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des conditions compliquées aux: paragraphes suivants et dans le 
second volume de ce livre. 

Jci on se borne à indiquer la nécessilé des conditions aux limites 
et à dégager la signification de certains types de ces conditions. 
L'énoncé des problèmes concrets et leur résolution sont rapportés 
aux chapitres consacrés à l’hydrodynamique, à la théorie de l'élas- 
ticité et à la théorie de la plasticité (voir tome I). 


$ 2. Simplifications usuelles dans la position de certains problèmes 
conduisant à la réduction du nombre de variables indépendantes 


Du point de vue mathématique le problème de détermination 
des solutions des équations décrivant le mouvement ou autres pro- 
cessus physiques dans le formalisme d'Euler se ramène à la recherche 
des fonctions inconnues de quatre variables x}, x°, x°, 1: par exemple, 
la vitesse, la pression, la température, la densité, les champs élec- 
trique et magnétique, etc. 

Ce problème mathématique est bien difficile dans la plupart 
des cas. Sa résolution exige, d’une part, d'apporter une scheématisa- 
tion supplémentaire dans la position des problèmes physiques con- 
crets et, d'autre part, d’apporter des simplifications admissibles 
dans la position mathématique de ces problèmes physiques. 

Un grand nombre de variables indépendantes (ici quatre) com- 
plique fortement le problème. 

Dans certains problèmes les simplifications permettant de re- 
soudre le problème consistent à réduire le nombre de variables inde- 
pendantes ou à supposer que les fonctions recherchées dépendent 
d'une façon déterminée de certaines variables rapportées aux axes 
de coordonnées correspondantes du.type particulier spécialement 
choisi. 


Mouvements stationnaires. On peut évidemment supposer, dans 
certains Cas pratiquement admissibles, que les mouvements et les 
processus étudiés sont stationnaires dans un système d'axes corres- 
pondant. Cela permet, en appliquant la description eulérienne, de 
réduire de l’unité le nombre de variables indépendantes, puisque le 
temps f{ s’elimine. Pour un mouvement stationnaire les conditions 
initiales sur le temps { sont superflues, car dans toutes les équations 
du mouvement stationnaire les dérivées partielles par rapport au 
temps disparaissent. Cette circonstance facilite généralement la 
résolution des problèmes mathématiques. 


Mouvements plans. Le mouvement d’un milieu continu est dit 
plan si l’on peut choisir un système de coordonnées cartésiennes 
z, y, z tel que les vitesses de toutes les particules du milieu se trou- 
vent parallèles au plan (x, y), toutes les caractéristiques du mou- 
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vement et de l’état n'étant fonclions que de deux coordonnées x, y 
et, éventuellement, du temps t. 

Le mouvement et l’état des particules du milieu ne dépendant 
pas dans ce cas de la coordonnée 2, le milieu se meut parallèlement. 
au plan (x, y), ses mouvements dans tous les plans parallèles au 
plan (x, y) étant identiques. 

On ne peut supposer le mouvement plan que dans certains pro- 
blèmes particuliers, par exemple, dans le problème de l’aérodyna- 
mique sur une aile cylindrique infinie se déplaçant dans un fluide 
perpendiculairement à sa génératrice; dans certains problèmes sur 
les ondes sur la surface d'un fluide pesant ; dans un groupe de pro- 
blèmes de la théorie de l’élasticité comme, par exemple, celui d’équi- 
libre d'une longue poutre cylindrique dont la section transversale 
est soumise à l’action des charges extérieures statiquement nulles 
disposées arbitrairement dans le plan de la section, lorsque ces 
charges ne dépendent pas de la coordonnée longitudinale et les 
déplacements dans la direction longitudinale sont interdits par les 
conditions de fixation, etc. 

La théorie mathématique consacrée aux problèmes du mouve- 
ment plan est très développée, elle est à la base de diverses méthodes 
approximatives de la résolution des problèmes spatiaux où l'hypo- 
thèse du mouvement plan n'est pas entièrement valable pour Îles 
champs recherchés. 


Ecoulement plan potentiel d’un fluide parfait. Un grand succès 
de la théorie des écoulements plans d’un fluide parfait est dû au 
fait que le potentiel des vitesses @ (x, y, t) d'un écoulement poten- 
tiel est une fonction harmonique 


+ E—0. (2.1) 


Pour une fonction harmonique @ (x, y, t) on peut ‘définir une 
fonction harmonique conjuguée wŸ (x, y, t) conformément aux équa- 
tions de Cauchy-Riemann 


9% ___ 0 dÿ __ 9 
07 dy dy  Ôr (2:2) 
ou 
0 ô 
db (zx, y, t)— — dx + dy. (2.3) 


La condition d’intégrabilité de (2.3) est assurée par l'équation (2.1). 
La fonction 14 (x, y, t) s'appelle fonction de courant. Conformement 
à (2.3) et aux équations des lignes de courant il vient que ÿ = const 
le long de toute ligne de courant. 

Comme on sait les équations de Cauchy-Riemann (2.2) permettent 
de définir une fonction analytique w de la variable complexe z — 
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= x +iy, où i = Ÿ—1: 
(2) = px, y, 1) + hp (x, y, t). (2.4) 


La fonclion w& (2, {) est appelée fonction caractéristique. 

Le problème de la détermination du potentiel des vitesses œ (r, y) 
peul être ramené à celui de la détermination de la fonction caracté- 
ristique de la variable complexe . 

Pour résoudre ce problème on fait appel à des methodes très 
efficaces de la théorie des fonctions de la variable complexe. Cette 
théorie permet de résoudre une quantité de problèmes difficiles et 
de développer notablement l'hydrodynamique des écoulements 
plans d'un fluide parfait incompressible. 

Les écoulements plans stationnaires ne font introduire qu'une 
seule variable indépendante, la variable complexe 2 = x + iy. 
C'est là une simplification très forte de la théorie. 

Sous une forme quelque peu compliquée les méthodes analogues 
de résolution des problèmes plans basées sur les applications de la 
théorie des fonctions de la variable complexe sont développées dans 
la théorie de l’élasticité (voir tome IT, ch. XÏT). 


Mouvement de révolution. Les problèmes présentant une symétrie 
de révolution constituent une classe importante de problèmes. Ces 
problèmes permettent de choisir un système de coordonnées cylin- 
drique dans lequel les arguments essentiels des fonctions recher- 
chées ne seront que les coordonnées r, 2 et f{, tandis que la coordonnée 
angulaire œ ne l’est plus. Toutes les équations et formules donnant la 
solution du problème seront invariantes par rotation autour de l’axez. 

Parmi les problèmes susceptibles d'être résolus dans le cadre 
de la théorie du mouvement des milieux continus à symétrie axiale 
citons les problèmes traitant de l'a résistance et du mouvement des 
corps de révolution: des tuyères, des réservoires, des enveloppes 
spéciales, etc., les problèmes où l’on envisage le mouvement de 
translation le long de l’axe de symétrie ou le mouvement de rotation 
autour de cet axe, au sein d’unfluide, des corps de révolution, etc. 

Les mouvements plans et ceux de révolution sont des exemples 
de mouvements où ne sont essentielles que deux coordonnées géo- 
métriques. 


Mouvements unidimensionnels non stationnaires. Les mouve- 
ments et les processus où il n’y a qu’une seule coordonnée essentielle 
n sont dits unidimensionnels. Le mouvement est dit unidimension- 
nel non stationnaire s’il dépend du temps {. On démontre *) que 


*) Voir Lipschitz, Z. f. reine und angew. Math., v. 100, 1887, pa- 
ge 89. Voir également G. Lioubimov, Sur les écoulements unidimension- 
nels non stationnaires possibles d'un gaz visqueux (en russe), recueil n° 19, « Teor. 
hydromech. », op. 7, p. 132, Oboronguiz, 1956. 
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dans un fluide les écoulements unidimensionnels non stationnaires 
où les déplacements sont orthogonaux aux plans de coordonnées 
1 =- const ne sont possibles que dans les trois cas suivants. 


Mouvement par ondes planes. 1. Le mouvement par ondes planes 
est un mouvement que l’on peut décrire dans un système de coor- 
données cartésiennes où les variables indépendantes essentielles 
sont la coordonnée x (on notera dans ce qui suit x == r) et le temps t. 
Dans ce cas toutes les caractéristiques du mouvement dans le plan 
zx = Const (plan de la phase d'onde) sont les mêmes, autrement dit, 
toutes les dérivées des caractéristiques des mouvements et des pro- 
cessus par rapport à y et z sont nulles. 


Mouvement par ondes cylindriques. 2. Le mouvement par ondes 
cylindriques qui peut être décrit dans un système de coordonnées 
où les variables indépendantes essentielles sont la distance r jusqu'à 
l'axe de symétrie et le temps t. Dans ce cas sur les surfaces cylin- 
driques r — const (surfaces de la phase d'onde) toutes les caractc- 
ristiques du mouvement sont constantes, c'est-à-dire toutes les 
dérivées des grandeurs cherchées par rapport à z et à l'angle polaire 
æ sont nulles. 


Mouvement par ondes sphériques. 3. Pour décrire un mouvement 
par ondes sphériques on peut choisir un système de coordonnées 
tel que seuls la distance r jusqu'au centre de symétrie et le temps £ 
soient les variables indépendantes essentielles. Dans ce cas aux 
sphères r :- const (surfaces de la phase d'onde) toutes les caracté- 
ristiques du mouvement sont les mêmes, c'est-à-dire toutes Îles 
dérivées des grandeurs cherchées par rapport à la longitude 0 et 
à la latitude œ sont nulles. 

La théorie des mouvements unidimensionnels s'applique avec 
succès à de nombreux problèmes théoriques et pratiques; il s'agit 
des problèmes de la théorie de la propagation des ondes lumineuses 
et acoustiques, de ceux de la théorie des ondes de choc, de la théo- 
rie de la délonation. 

Ainsi donc les simplifications mentionnées ci-dessus se ramènent 
à l'élimination d'une, de deux ou mème trois variables indépendantes 
(un mouvement unidimensionnel stationnaire ne dépend que d'une 
seule variable r, un mouvement non stationnaire dans le cas nul- 
dimensionnel dépend d'une seule variable f). 


Mouvements automodèles. Notons l'importance des solutions 
où la réduction du nombre des arguments des fonctions cherchées 
s'obtient en rendant essentielles seules certaines combinaisons 
des variables indépendantes. Les exemples en sont les mouvements 
automodèles où l’on remplace quatre variables x, y, z, { par trois 
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arguments indépendants, seuls essentiels 
Rs y : 
en 7 4° 
où «& est une constante. 

Un mouvement unidimensionnel non stationnaire à deux varia- 
bles r et { se réduit à un mouvement automodèle à une seule variable 
À = r/{%. ]l est évident que dans ce cas les équations aux dérivées 
partielles par rapport à r et £ deviennent les équations ordinaires 
à une seule variable indépendante À. 

Il sera montré par la suite qu'il est possible d'établir directe- 
ment si la solution admet le procédé d'automodélage, ceci à partir 
de la position du problème en attirant les méthodes de la thcorie 
des dimensions. Cela n’exige même pas d'écrire les équations du mou- 
vement ni les conditions aux limites ; il suffit de connaître les para- 
mètres et les caractéristiques inclus dans ces équations et conditions. 
En se guidant de ces idées, on peut dans certains cas schématiser 
au préalable le phénomène étudié et poser le problème de façon à 
appliquer les simplifications décrites et, en particulier, de façon 
à rendre la solution automodèle. La propriété d'une solution d’être 
automodèle est bien précieuse, car, du point de vue théorique, réduire 
les équations aux dérivées partielles aux équations ordinaires c'est 
arriver aux solutions numériques du problème par des méthodes 
plus simples. 


$ 3. Linéarisation des équations et des problèmes de la mécanique 
des milieux continus 


Non-linéarité des problèmes de la mécanique des milieux continus. 
Les équations fondamentales de la mécanique des milieux continus 
sont généralement non linéaires. Cela relève du fait qu'en général 
les fonctions cherchées entrent dans les équations et les conditions 
aux limites de façon non linéaire. Citons l'exemple des équations 
d'Euler (l'expression de l'accélération) qui comportent les produis 
ui (du,/0x!), de plus dans le cas du mouvement des milieux défor- 
mables accompagnés de fortes variations de la densité et de la 


$ , ve 1 9 
pression, elles contiennent les termes non linéaires rie 
L 

Les équations de Maxwell sont linéaires pour un champ dans 


le vide; la non-linéarité apparait en présence des interactions du 
champ électromagnétique avec le milieu dont on rend compte à 
l'aide de la loi d'Ohm compliquée et des lois compliquées de pola- 
risation et d'aimantation. 

La non-linéarité des équations initiales est due à des effets phy- 
siques particuliers ayant en général une grande portée pratique. La 
propriété de non-linéarité complique fortement la résolution mathé- 
matique des problèmes. 


25—0863 
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Petites perturbations de l’état d’équilibre ou du mouvement per- 


manent. Certains problèmes de la mécanique des milieux continus 
traitent des mouvements ou des transformations qui sont des petites 
perturbations de certains états d'équilibre ou du mouvement per- 
manent. 

Par exemple, dans les corps élastiques (pièces de machines et de 
constructions) les déformations sont souvent petites et les compo- 
santes du tenseur des déformations, qui sont dans les axes carté- 
siens des nombres abstraits, ont une grandeur de l'ordre de quelques 

fractions de pour cent; d'où l'in- 
térêt de la théorie linéaire des 
déformations infinitésimales, où l’on 


a —— néglige les produits des petites 
és quantités. 


La théorie des ondes dans un 


— Q e Q 
; ._ liquide pesant envisage souvent Îles 
A FA mouvements de l’eau où la surface 
5 — libre de l’eau ne diffère que peu de 
4 / . ‘ ' 
* { celle du niveau horizontal de l’eau 


au repos. Dans ce cas les valeurs 

Fig. 42. Mouvement des ailes de la vitesse absolue et des dé- 

minces et des corps de révolution placements correspondants des par- 
ticules fluides sont petites. 

Dans l'aérodynamique il s'agit souvent des mouvements dans 
l'air des corps minces (profils d'ailes, projectiles, etc.) dans la 
direction de leur dimension principale (fig. 42). 

Lorsque l'angle entre la vitesse du vol et les éléments de surface 
du corps est petit, ce mouvement provoque dans la masse principale 
de l’air de petites perturbations de vitesse proportionnelles au pro- 
duit de la vitesse du vol par les petits angles d’inclinaison que fait 
la surface du corps avec la direction du vecteur vitesse du vol. 

On pourrait citer d'autres exemples qui sont très nombreux. Les 
hypothèses sur la petitesse des perturbations des fonctions récher- 
chées des déplacements, des vitesses, des valeurs de la densité, 
des pressions, de la température, des caractéristiques du champ 
électromagnétique, etc. ne sont pas généralement strictes, devenant 
même erronées dans certaines petites régions du flux. Néanmoins, 
ces hypothèses s'avèrent très bien justifiées dans des régions impor- 
tantes du point de vue pratique. Certes, il y a des cas impor- 
tants où les hypothèses des petites fonctions recherchées sont 
absolument inadmissibles et l'on doit tenir compte des effets 
non linéaires. 

Linéarisation des problèmes de la mécanique des milieux continus. 
Lorsque l'hypothèse de la petitesse des fonctions recherchées est 
admissible, on peut effectuer la linéarisation des problèmes con- 
sistant en les simplifications suivantes. 
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Linéarisation des équations. 1. Pour les fonctions recherchées 
regardées comme des petits du premier ordre non négligeables, 
toutes les équations, les relations du type équations d'état, les 
relations exprimant les conditions aux frontières, etc. s'écrivent 
sous forme d'équations linéaires où l'on néglige les infiniment petits 
d'ordre supérieur au premier. 


Linéarisation des conditions aux frontières. 2. La déformation 
des frontières étant petite par hypothèse, les conditions aux fron- 
tières sur la surface déformée S limitant 
le domaine %Z sont transposées à S,, fron- 
tière du domaine Z, correspondant à l’état 
principal non perturbé, suivant la normale 
à So: 

Ainsi donc, on définit les fonctions 
recherchées comme les solutions d'un sys- 
tème d'équations linéaires dans un domaine 
3, aux conditions aux frontières linéaires Peer er Le 
sur la surface connue S,. En résolvant {ion des forces réparties 
le problème aux limites on peut définir 
d'après les fonctions trouvées pour un mouvement perturbé, en 
première approximation, les petites déformations de la fron- 
tière S. 

Par exemple, en résolvant pour un corps élastique les équations 
linéaires dans le domaine de l'état non déformé avec les conditions 
aux frontières linéarisées sur la frontière non déformée, on obtient 

les déplacements de ses points en 


z fonction des coordonnées; à partir 
S des déplacements trouvés il est pos- 
7 À 7  S Ssible de calculer les petites défor- 


mations de la frontière et d'en dé- 
| finir également, en première appro- 
Fig. 44. Sur la linéarisation des Ximation, la forme. En particu- 
problèmes de la théorie des ondes lier, en envisageant le problème 
à petites amplitudes des petites déformations d’une pièce 
élastique à base encastrée soumise 
à l’action des forces distribuées on peut écrire les conditions aux 
frontières sur la surface non déformée S, de la pièce (fig. 43). 
Dans la théorie des ondes de petite amplitude sur la surface 
d'un liquide pesant, les conditions aux frontières sur la surface 
libre S (condition de la pression constante) sont rapportées au plan 
horizontal S, coïncidant avec le niveau du liquide au repos (fig. 44). 
Ayant trouvé, d’après les vitesses déterminées sur le niveau hori- 
zontal S,, le champ linéarisé des vitesses, on peut calculer les dépla- 
cements des points de la surface libre qui définissent, aux petits 
du premier ordre près, la forme de la surface libre perturbée. 


25% 
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En aérodynamique linéarisée un domaine de forme compliquée 
Æ occupé d'un gaz en mouvement perturbé et dont les frontières 
coincident avec la surface d’une aile fine est remplacé par l'extérieur 
d'une plaque plane que l’on suppose approcher la surfate de l'aile 
fine. On rapporte les conditions d'écoulement autour de la surface 
de l'aile baignée respectivement aux deux côtés de la plaque plane, 
en ne gardant que les petits du premier ordre. Cela fait, on envisage 
le mouvement du fluide dans un espace illimité, la plaque frontière 
étant considérée comme surface de discontinuité des pressions et des 
vitesses; la discontinuité des pressions y est équilibrée par les 
forces distribuées qu'exerce l'aile sur le fluide. Dans la position 
approchée du problème, ces forces agissent sur le fluide du côté 
de la plaque. Lorsqu'on analyse un mouvement d'un fluide illimité 
à une discontinuité des vitesses sur la surface de discontinuité 
correspondant à l'aile, il faut introduire des forces extérieures 
distribuées. 

Il est également possible de remplacer, dans un problème non 
linéarisé exact, l’intérieur d'une aile par le fluide en introduisant 
des discontinuités et des forces surfaciques extérieures réparties sur 
la surface de l'aile. 

La linéarisation constitue la base de la théorie de l'élasticité 
dans le cadre de la théorie de petites déformations. Sur cette théorie 
reposent de nombreuses méthodes du calcul des problèmes appli- 
qués. 

En aérodynamique, en même temps que les théories linéarisées, 
les théories non linéaires ont connu un développement considérable, 
étant donné qu'il n’est pas possible dans nombre de cas de supposer 
petites les perturbations d'un courant. 

La théorie des ondes sur la surface d'un liquide pesant et de 
nombreux problèmes de l’électrodynamique et d'autres domaines 
de la physique sont développés dans le cadre des problèmes linéari- 
sés. En ce qui concerne Ja théorie mathématiquement difficile des 
ondes d'amplitude finie sur la surface d’un liquide pesant lorsque 
les conditions aux limites sont linéaires et doivent être satisfaites 
sur la surface libre inconnue, on n'y a considéré que très peu de 
problèmes. 


Superposition des solutions. Les équations différentielles linéaires 
possèdent une propriété remarquable qu'est la superposition des 
solutions: la somme des solutions particulières est également une 
solution. Il va de soi qu’en cas des équations non linéaires la somme 
des solutions particulières n'est pas une solution. En formant des 
sommes finies, des séries ou des intégrales à partir des solutions 
particulières on peut construire les solutions des équations linéaires 
de la mécanique des milieux continus contenant des fonctions arbi- 
traires et des constantes qui, étant dûment choisies, permettent de 
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satisfaire aux conditions initiales, aux limites et autres du problème 
posé. Par la suite on illustrera cette proposition sur des exemples. 


Ondes stationnaires. Parmi les solutions particulières des systèmes 
d'équations linéaires comportant les dérivées partielles des fonctions 
inconnues par rapport au temps et les coefficients indépendants 
du temps { sont particulièrement intéressantes les suivantes : 


F=Relg(x, y, z, w)eïut], (3.1) 


où i = Y —1, w — ©, + iw, est un nombre constant, en général 
complexe, F sont des fonctions cherchées. La formule (3.1) donne F 
en fonction du temps; les fonctions complexes g (x, y, z, w) carac- 
térisent les distributions des amplitudes et des phases selon les 
points de l’espace. 

Ces fonctions dépendent de la « fréquence » w. Les surfaces 
arg (g) — const s'appellent surfaces de phase; les surfaces où | g | — 
—= 0 s'appellent nœuds, celles où l'on a le maximum de |£g | sont 
dites ventres. Les oscillations (3.1) peuvent être appeltes stationnai- 
res. [1 est d'usage de supposer que le domaine % des oscillations 
stationnaires contient les nœuds. 

Dans les applications on étudie d'habitude les oscillations sta- 
tionnaires de phase égale en tous les points de l’espace. 

S'il s'agit, par exemple, d'une fixation rigide aux points de la 
surface S, les conditions aux frontières se ramènent à l'exigence de la 
coïncidence des frontières avec les nœuds; dans d’autres cas les 
conditions sur les frontières libres entendent la coïncidence des par- 
ties de la frontière avec les ventres. Les conditions aux frontières 
restreignent, en général, le domaine des valeurs admissibles des 
fréquences w. Si w — &, est réel, la relation (3.1) liant les grandeurs 
cherchées et le temps représente des oscillations harmoniques d’am- 
plitudes différentes et décalées généralement en phase selon les 
points et les grandeurs à déterminer. Si l’on a l'égalité (3.1), le 
problème se ramène à la définition des fonctions £g (x, y, 2, w) 
et des fréquences w. Pour &w, << 0 les amplitudes s'amplifient, pour 
©, > 0 elles s'amortissent. 

Pour les équations linéaires il est possible de construire des 
solutions plus générales en appliquant la méthode de Fourier con- 
sistant à superposer les oscillations slationnaires du type (3.1) 
à différentes w, ces dernières pouvant varier, selon le cas envisagé, 
soit d’une façon discontinue, soit continue. 


Ondes progressives. Une autre forme particulièrement importante 
de solutions des équations linéaires est représentée par une onde 
progressive non amortie de la forme 


F(z,y,2,k,0&,t)=Reg(y, 2, k, w)eitix-ot) (3.2) 
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où Æ et w sont des nombres constants réels, g est une fonction com- 
plexe. Dans le cas général on a un ensemble de valeurs admissibles 
de w et de k, la valeur de Æ pouvant se définir en fonction de w. 
La solution (3.2) traduit des distributions périodiques par sinusoïdes 
de phases différentes des fonctions cherchées tant en coordonnée x 
qu'en temps t. 

Les valeurs fixées de la fonction F se propagent le long de l’axe x 
à la vitesse a — w/k. La grandeur a s'appelle célérité de propagation 
de l’onde progressive, sinusoïdale dans le cas considéré. 

Si pour les différents w ou k la valeur de « est différente, c'est- 
à-dire si a (k) Æ const, alors il y a dispersion des ondes. Les ondes 
de longueurs différentes se propagent avec des célérités différentes. 

L'onde progressive plane sinusoïdale se propageant suivant le 
vecteur % — x + 4,9 + x,k vérifie la formule 


F—Re Aeïte-r-ub, (3.3) 


où À est une constante, 7 lerayon-vecteur. La célérité de propagation 
de l'onde est ici 4 = w/|% |. 

Dans le cas général, à une onde progressive de forme non sinu- 
soidale avec des surfaces planes de phase égale correspondent des 
solutions du type 


F = f{(x:r — wt). (3.4) 


Si x et w sont des constantes, l'onde plane se propagera suivant le 
vecteur x comme un Corps rigide; si 4 et w sont des fonctions d'état 
des particules, les états différents auront des célérités de propagation 
différentes, ce qui se traduira par la modification de la forme de 
l'onde sur le graphique de f en fonction des coordonnées. 


Linéarisation à l’aide des variables spéciales. Dans certains cas 
particuliers, il est possible, sans faire aucune approximalion, de 
transformer les équations non linéaires en équations linéaires en 
passant à de nouvelles variables indépendantes convenablement 
choisies. 

Une telle linéarisation est rencontrée dans la théorie des mouve- 
ments du gaz plans barotropes potentiels stationnaires *). 


$ 4. Conditions sur les surfaces de fortes discontinuités 


Surfaces de discontinuité dans la mécanique des milieux continus. 
Jusqu'à maintenant, en introduisant ces notions fondamentales 
et en Ctablissant les systèmes d'équations relatifs aux modeles des 
milieux continus on supposait que, dans le domaine % occupé par 


*) B. Riemann, Über die Fortpflanzung ebener Lufiwellen von endli- 
cher Schwingungsweite. Gôttingen Abhandlungen, 1860, bd. 8. 
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le milieu dont les points vérifiaient les équations correspondantes, 
les fonctions données et cherchées étaient continues et avaient 
autant de dérivées continues qu'il en fallait. 

Cette supposition s'avère être une restriction très forte, inad- 
missible dans de nombreuses applications pratiques. En effet, dans 
les problèmes sur la vibration d'un système composé d’un liquide 
parfait et des corps élastiques qui y sont plongés, on a à considérer 
les interactions des milieux continus à des propriétés et des caracté- 
ristiques de mouvement nettement différentes. Sur les surfaces de 
séparation de tels milieux les caractéristiques d'état et celles de 
mouvements, telles que densité, vitesse, déplacements, etc., peu- 
vent être, en général, des fonctions discontinues des coordonnées. 

Dans cet exemple, en étudiant les mouvements continus du 
liquide et des corps élastiques, on peut envisager leurs surfaces de 
séparation comme surfaces de discontinuité auxquelles il est nécessai- 
re d'établir pour les fonctions recherchées des conditions spéciales 
jouant le rôle de conditions aux limites sur les frontières mobiles 
dans le cas général et inconnues au préalable. On a déjà fait con- 
naissance avec une telle condition simple au $ 1 de ce chapitre. 
Dans le cas général les conditions de ce type sur les surfaces de dis- 
continuité peuvent être d'une nature plus compliquée; c’est le cas 
de la surface de la glace fondante ou de la glace en train de se former 
immergées dans de l’eau; il peut s'agir également de la surface 
d'action de l’air avec les produits de combustion d'une charge de 
poudre qui se consomme en se déplaçant dans l’atmosphère. 

Outre les surfaces de discontinuité des deux côtés desquelles 
on applique deux modèles différents pour décrire le mouvement du 
milieu. on a affaire aux surfaces mobiles de discontinuité de la den- 
sité, de la vitesse, de la pression, de l’entropie, etc., des deux côtés 
desquelles le milieu continu n’est schématisé que par un seul modèle 
(par exemple, d’un gaz parfait). 

Dans nombre de problèmes de la dynamique des gaz, l'exigence 
de la continuité en coordonnées des solutions recherchées dans le 
domaine Z occupé par un gaz parfait, ainsi que dans beaucoup 
d'autres cas, conduit à l'inexistence de solutions. En levant l'exi- 
gence de la continuité et en admettant que les solutions recherchées 
soient lisses par morceaux, on assure, à condition de poser le pro- 
blème convenablement, l'existence et l'unicité de la solution. Les 
solutions discontinues qu'on obtient alors peuvent être en bon 
accord avec les cffets réels. 

Lorsque les surfaces de discontinuité demeurent des surfaces 
isolées séparant les domaines de continuité des processus, il se 
trouve que sur les différentes faces de telles surfaces doivent être 
vérilices certaines relations universelles entre les caractéristiques du 
mouvement et de l’état. Ici nous indiquerons les méthodes générales 
permettant d'obtenir ces relations et, ensuite, établirons celles-ci. 
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Les raisonnements concernant les conditions à la surface de 
discontinuité s'appuient sur l'hypothèse de l'existence des surfaces 
de discontinuité. La question de savoir si la solution cherchée admet 
des surfaces de discontinuité est une question spéciale liée aux pro- 
priétés du modèle admis ainsi qu'aux particularités du problème 
envisagé. 

On peut recourir à des solutions discontinues dans les méthodes 
approchées afin de simplifier le problème et d'obtenir des solutions 
efficaces là où il y a également des solutions continues. 


Mouvement discontinu en tant que limite vers laquelle tendent 
les mouvements continus pour divers modèles compliqués. Bien qu'il 
soit d'usage d'envisager les mouvements des milieux continus avec 
des surfaces de discontinuité et qu'on reconnaisse la fécondité de 
ces méthodes et solutions, il existe un point de vue répandu d'après 
lequel il est possible et même nécessaire, en décrivant les phénomè- 
nes réels dans le cadre de la mécanique des milieux continus, de ne 
considérer que les mouvements continus. Dans les cas où la solution 
continue n'existe pas ou cesse d'exister à partir d’un certain moment, 
il est nécessaire, pour obtenir des solutions continues, de s'adresser 
à un modèle plus complique, d'introduire dans Îles équations du 
mouvement des termes complémentaires et des relations tenant 
compte à l’intérieur des couches minces ou sur la frontière du domaine 
T des effets dissipatifs causes par des sauts brusques des vitesses, 
des températures, des densités, des pressions, etc. 

Par exemple, il existe des cas où le problème décrit par les équa- 
tions d'Euler dans le cadre du modèle du gaz parfait n'a pas de 
solution continue, tandis que les équations du mouvement de Navier- 
Stokes appliquées au modèle du gaz visqueux fournissent une solu- 
tion à brusques variations de paramètres du mouvement et de l’état 
dans les couches minces. 


Structure des discontinuités. L'analyse des solutions continues 
auxquelles correspondent des discontinuités dans un modèle sim- 
plifié constitue pour un modèle compliqué un problème d'établisse- 
ment de la structure d’une discontinuité. 

L'existence d’une solution, son unicité et la résolution de pro- 
blèmes concernant la structure des discontinuités relèvent des métho- 
des d'introduction des modèles compliqués. Dans le cas d'un grand 
nombre des fonctions inconnues ou lorsque les équations des pro- 
cessus sont non linéaires, décrire la structure d'une discontinuité 
constitue un problème mathématique fort compliqué. 

On peut réconcilier la théorie des solutions continues avec celle 
des solutions discontinues grâce à l'hypothèse selon laquelle les 
solutions discontinues sont considérées dans lé cadre d'un modèle 
simple donné comme la limite vers laquelle tendent les solutions 
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continues d’un même problème pour une suite des modèles compli- 
qués lorsque les coefficients dans les équations du mouvement des 
modèles compliqués tendent continüment vers ceux des équations 
du modèle simple. Par exemple, lorsque les coefficients de viscosité 
tendent vers zéro, les équations de Navier-Stokes pour un gaz vis- 
queux se transforment en celles d'Euler pour un gaz parfait. 

L'existence et l’unicité du passage à la limite pour les solutions 
correspondantes représentent un problème mathématique fort diffi- 
cile, car en général on n'arrive pas à trouver une telle suite de solu- 
tions. 

Les modèles complexes sont décrits par des équations plus com- 
pliquées d'ordre plus élevé, les coefficients des dérivées supérieures 
s’annulant lorsqu'on passe à la limite dans les équations différen- 
tielles aux dérivées partielles. Il en est ainsi, par exemple, du pas- 
sage des équations d’un fluide visqueux à celles d'un fluide parfait. 

En passant d'un modèle donné aux solutions discontinues aux 
modèles compliqués admettant les solutions continues on introduit 
ceux-ci de diverses façons en utilisant diverses lois de dissipation, 
diverses lois non linéaires de la viscosité, etc. Il devient alors inte- 
ressant d'établir que le passage à la limite ne dépend pas de l'in- 
troduction de modèles compliqués auxiliaires. 


Solutions discontinues en tant que limites vers lesquelles tendent 
les solutions continues pour un modèle fixé. Dans le cadre d’un modèle 
fixé de tels problèmes se résolvent assez facilement au cas des systè- 
mes spéciaux d'équations qui admettent une suite de solutions 
continues tendant vers un mouvement discontinu limite donne. 
Il en est ainsi pour certains systèmes d'équations linéaires aux 
dérivées partielles. Notons toutefois que même pour des systèmes 
d'équations linéaires ce n’est pas toujours la règle. Cette circonstance 
est liée au fait que les mouvements discontinus sont généralement 
irréversibles et s’accompagnent de pertes finies de l’énergie méca- 
nique même quand les mouvements continus sont réversibles. 

Ainsi par exemple, dans le cas des équations non linéaires de la 
dynamique des gaz décrivant les transformations adiabatiques il 
n'existe pas de suite des solutions continues tendant à la limite 
vers une solution discontinue adiabatique donnée irréversible. 


Solutions discontinues en tant que limites vers lesquelles tendent 
les solutions continues au cas des actions extérieures convenablement 
choisies. Voici une autre voie permettant d'obtenir les mouvements 
discontinus limites et les conditions correspondantes aux discon- 
tinuités. On peut envisager des suites des mouvements continus 
pour un système donné d'équations où l’on introduit de façon con- 
venable, dans les couches minces à variations brusques mais con- 
tinues des caractéristiques du mouvement, des forces massiques 
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extérieures, des apports de chaleur extérieure et d’autres espèces 
d'énergie. Ensuite on effectue des passages à la limite tels que les 
caractéristiques globales des actions extérieures soit tendent vers 
zéro, soit vers une valeur donnée selon les propriétés de la discon- 
tinuité découlant de la nature du problème étudié (la surface portante 
en aérodynamique, la surface de dégagement de chaleur lors de la 
combustion dans une couche mince ou au cours d'une réaction chi- 
mique, etc.). 

Ainsi donc, en s'appuyant sur les équations des processus d'un 
modèle donné ou sur des systèmes d'équations compliquées des 
modèles « approchés » ou, enfin, en introduisant des actions extc- 
rieures artificielles on peut toujours introduire à l'aide des hypo- 
thèses complémentaires, explicites ou implicites, des mouvements 
aux discontinuités comme des limites vers lesquelles tendent les 
mouvements continus et obtenir les conditions aux discontinuites. 


Utilité des solutions discontinues. Afin d'illustrer l'importance 
des questions portant sur les corrélations entre les solutions con- 
tinues et discontinues imaginons un problème exotique sur le mou- 
vement, dans les mains d’un hôte gesticulant, d'un système méca- 
nique constitué d'un bocal, du vin et de morceaux de glace dans le 
vin. Les parois du bocal et les surfaces de séparation entre le vin 
et la glace peuvent être regardées comme des surfaces de disconti- 
nuité de la densité de la substance. Dans ce cas, même si l’on veut 
détailler le problème dans le cadre de la mécanique des milieux 
continus, il paraït peu utile d'introduire les couches minces à varia- 
tion continue de la densité, bien que de telles approches ne soient 
pas à rejeter. 

Dans l'exemple ci-dessus comme dans beaucoup d'autres cas 
« pratiquement plus importants » (le problème du bocal de vin est 
analogue au problème actuel du mouvement du combustible et 
des gaz remplissant les réservoirs d'une fusée en vol cosmique), 
les solutions continues sont d'une importance purement théorique, 
fournissant divers critères et relations supplémentaires sur les dis- 
<onlinuités ou servant de base pour évaluer le côté pratique des 
solutions discontinues effectivement obtenues. Si l’on restait dans 
le cadre des théories compliquées introduisant des couches minces 
avec les variations brusques mais continues des paramètres du mouve- 
ment et de l'état, on ne serait pas arrivé à résoudre nombre de pro- 
blèmes, résolus quand même en ayant fait recours à des surfaces 
de discontinuité au sein et sur les frontières du milieu continu. 


Rôle de lois intégrales dans la définition d’un modèle. Les passages 
à la limite s’avérent inutiles quand les équations physiques fonda- 
mentales sont écrites sous forme intégrale où les fonctions cherchées 
ne sont pas au fond censées d’être continues. La forme intégrale des 
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lois physiques est pleinement équivalente à la forme différentielle 
pour des processus continus, étant plus générale pour des processus 
discontinus. 

Cependant, même en utilisant la forme intégrale des lois de 
mouvement et d'état du milieu pour l'établissement des conditions 
aux discontinuités, il est impossible de se passer d’hypothèses 
supplémentaires permettant, en particulier, d'élargir le cadre des 
modèles réversibles ou irréversibles, d'introduire l'effet d'augmen- 
tation de l'entropie dans les particules traversant les surfaces de 
fortes discontinuites. 


Cenditions supplémentaires aux discontinuités. Il faut ajouter 
à ce qui vient d'être dit les remarques sur la stabilité des fortes 
discontinuites. Il est des cas où les fortes discontinuités satisfont 
à toutes les conditions établies plus bas, y compris celle de l’accrois- 
sement de l'entropie. En même temps, il y a des discontinuités qui 
ne peuvent pas se réaliser à cause de leur instabilité relevant de la 
forme du saut et des propriétés du système d'équations différentielles 
décrivant le mouvement continu des deux côtés du saut. 

Il est à retenir également qu'en introduisant des discontinuités 
physiquement admissibles (stables et satisfaisant aux relations uxi- 
verselles de la mécanique et de la thermodynamique) dans certains 
problèmes il y a lieu d’y établir, pour assurer l'unicité et la con- 
cordance avec la réalité des solutions cherchcées, des relations com- 
plémentaires de nature physique. 

Actuellement, les conditions de stabilité des sauts et les relations 
physiques complémentaires font l’objet de l'hydrodynamique ma- 
gnétique *) et de la théorie mathématique générale des modèles com- 
pliqués des milieux continus **). On n’a pas à traiter ces questions 
dans la théorie des sauts dans les modèles du gaz parfait. 


Solution des problèmes dans la classe des fonctions lisses par 
morceaux. Lorsqu'on a à résoudre les équations données sous forme 
intégrale dans la classe des fonctions lisses par morceaux, les solu- 
tions discontinues tenant compte de l'accroissement supplémentaire 
à déterminer de l’entropie aux discontinuités et d'autres conditions 
supplémentaires sont obtenues, en général, automatiquement à par- 
tir de la position du problème. 

La construction des solutions lisses par morceaux pour les systèmes 
d'équations différentielles par généralisation de celles-ci à l’aide 


*\ A. Koulikovski, G Lioubimov. Sur les ondes de choc ma- 
gnétohydrodynamiques ionisant le gaz (en russe). DAN SSSR, v. 129, n° 1, 1958. 
A. Koulikovski, A Barmine, Sur les ondes de choc ionisant le gaz 
dans un champ électromagnétique (en russe). DAN SSSR, v. 178, no 1, 1968. 

* #**) A. Koulikovski, Sur les surfaces de discontinuité séparant les 
milieux parfaits à propriétés différentes. Les ondes de au dans l'hydro- 
dynamique magnétique (en russe). PMM n9 6, 1968. 
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des relations intégrales correspondantes conduit à la théorie des 
solutions généralistes développée pour les équations linéaires dans 
la théorie générale des équations différentielles de la physique mathé- 
malique. 

La théorie des solutions lisses par morceaux peut être établie 
et développée de façon naturelle lorsque les problèmes physiques et 
mécaniques sont formulés à l'aide des équations aux variations 
(voir supplément 11, p. 504). 


Faibles et fortes discontinuités. Il est d'usage de distinguer les sur- 
faces à faible et à forte discontinuité. Les surfaces sur lesquelles 
les fonctions cherchées sont continues, mais certaines de leurs déri- 

vées par rapport aux coordonnées 
et au temps subissent les discon- 
Z tinuités, sont appelées surfaces à 
faibles discontinuités; lorsque ce 
sont les fonctions cherchées elles- 
mêmes qui subissent les disconti- 


ÿ nuités à la traversée d’une surface, 

‘ celle-ci est appelée surface à forte 
T discontinuité. 

Fig. 45. Sur la définition de la Plus bas on étudiera les condi- 

vitesse des points d’une surface tions aux surfaces à forte discon- 

mobile tinuité. On introduit de telles 


surfaces soit comme des surfaces 
données dont les lois du mouvement sont données sous forme de 
liaisons extérieures, soit comme porteuses d'actions extérieures, 
données ou cherchées, soit comme des surfaces inconnues sans actions 
extérieures dont la forme et le mouvement ne sont pas connus au 
préalable et doivent être trouvés au cours de la résolution du pro- 
blème. 


Vitesse des points de la surface de discontinuité. Soit une surface 
mobile S d'équation 
Î (x, y, 2, 1) = 0. (4.1) 


En se déplaçant, la surface S occupe aux instants différents { et 
t + At des positions différentes S et S” (fig. 45). 

Prenons sur $ à l'instant £ un certain point Àf et supposons qu'au 
point Àf existe une normale déterminée à S *). Dirigeons le vecteur 
unitaire de la normale n au point A1 à la surface S du côté du vecteur 


MN, le point W étant celui d'intersection de la surface déplacée S” 
avec la normale à S au point Af. 


*) Une normale déterminée aux points de la surface S existe lorsque 10 
vecteur grad f est défini univoquement en tout point de S ; plus loin on omet de 
considérer les surfaces S avec les cassures et autres singularités. 
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Le signe de la fonction f (x,-y, z, t) est fourni par la condition 


. ; ; __ gradf 
f{(M,t)=0, f(N,t)>0, il en découle alors n lead fl: (4.2) 
On appelle vitesse de déplacement au point A7 dans l’espace de 


la surface S le vecteur % normal à $S et défini comme Îla limite 
suivante : 


D = mn lim —. (4.3) 


Si l'équation (4.1) de la surface S est connue, on calcule aisément 
le vecteur . En effet, en désignant par 


1 of 1 of 1 of 


x Tgradf] ox V [gradf| oy° "?]gradf|l à 


les composantes du vecteur unitaire #2 on peut écrire 
f(x + MNn,, y + MNn,, 3 + MNn:, t + At) = 0. 
D'où il vient, aux petits d'ordre supérieur près, que 


Ô 9 0 (e) 
MN (Hns+n,+$ln)+S At=0 


ou 
MN |grad [+2 At 0. 


En exploitant ceci et en vertu de la définition (4.3) on trouve 
of 


ôt 
D = — Teradfl 1. (4.4) 

Il est évident que % — 0 en tout point M de S si la fonction f 
de l'équation (4.1) ne dépend pas du temps. 

Le vecteur vitesse % dépend du choix du repère si la transfor- 
mation de coordonnées conduit aux repères se déplaçant différem- 
ment. 

On peut indiquer pour chaque point A de la surface S son réfé- 
rentiel « propre » K*, où la vitesse Z du point M à un instant actuel 
s’annule. Ici le mot « propre » est mis entre guillemets, car plus 
haut nous avons défini le système de coordonnées propre comme un 
système inertial, où la vitesse d’un point du milieu est nulle. Dans 
ce sens, en s’approchant de la surface de discontinuité des vilesses 
S des côtés différents on obtient des systèmes propres différents vu 
que les vitesses des points du milieu de part et d'autre de la surface 
S sont différentes. 
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Choix d’un système de coordonnées. Essayons d'établir maintenant 
les conditions à la surface de forte discontinuité. Supposons qu’en 
traversant la surface lisse S (ayant des normales déterminées) cer- 
taines caractéristiques d'état et du mouvement du milieu subissent 
des discontinuités. Prenons sur S un point (arbitraire) A/. Toutes 
les équations de la physique en général — mécaniques, thermody- 
namiques, electrodynamiques — conservant leur forme dans tout 
référentiel inertial, choisissons, pour établir les conditions au point 

AMF, en tant que système de référence le 
\ référentiel « propre » A* où la vitesse Z au 
ñ/2 point donné de la surface à un instant donné 
h/2 est nulle, Z — 0. 
7 À 

Volume Ÿ tendant vers la surface de 
discontinuité. Isolons une portion de la 
> surface de discontinuité $ et introduisons 
une surface fermée È? comme frontière d'un 
volume obtenu de la façon suivante. Menons 
en chaque point de la partie isolée de S 
S une normale sur laquelle portons de part 
et d'autre de S des segments longs de /2, 
où est une très petite longueur constante. 
L'ensemble de tels segments issus de tous 
les points de la portion considérée de S 
forme, à l'instant actuel, le volume correspondant V limité 

par la surface Z (fig. 46). 

Considérons maintenant dans le référentiel choisi A* deux volu- 
mes : l’un Ÿ défini plus haut et pris comme immobile et l’autre V* 
mobile, substantiel, lié aux points du milieu matériel. A l'instant £ 
les deux volumes coïncident. A l'instant suivant £{ + dt le volume 
V* se déplace relativement à sa position V à l'instant {. La surface 
de discontinuité S se déplace celle aussi à l’intérieur du volume V 
mais le point considéré A1 ne change pas de position au bout du 
temps infinitésimal df *), sa vitesse dans le référentiel X% à l'instant 
t étant nulle. 

Par définition, le volume V est immobile dans le référentiel X*, 
le volume V*, en général, mobile sauf le cas où les points du milieu 
sur Ja surface Z dans le référentiel X* sont immobiles ou lorsque les 
composantes normales de leurs vitesses sont nulles sur ZX. 


Fig. 46. Schéma de la 
surface de discontinuité S 
et de la surface fermée 


*) ‘En relativité restreinte, l'élément de temps dt doit être rapporté au 
référentiel X*, en mécanique newtonienne l’élément dt est indépendant du 
choix du référentiel inertial. Dans ce qui suit tous les raisonnements et, cn par- 
ticulier, la règle de la composition des vitesses se rapportent à la mécanique 
newtonienne. 
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I1 découle de la formule (8.19), ch. 11, que pour toute fonction 
intégrable À (x, y, z, t) lisse par morceaux a lieu, dans le réfé- 
rentiel KX*, ur au 


+ | Adr= + r | Adr+ | Av, do, (4.5) 


ve 2 


’h étant la projection de la vitesse des points du milieu relative- 
ment à X* sur la normale extérieure à ©. 


Limite vers laquelle tend la dérivée de l’intégrale de volume 
fluide lorsque celui-ci tend vers un point de la surface de discontinuité. 
Si la surface de discontinuité S est immobile à l’intérieur du volume 
Ÿ, alors la dérivée de l'intégrale étendue au volume V immobile 
dans le référentiel ÆX* s'écrit 


1-7 | Adr=h © A* do, 


où A* est la valeur moyenne de la fonction À sur un segment corres- 
pondant de longueur À perpendiculaire à la surface S. 

Il est évident que si la surface S est immobile et la quantité A 
ne dépend pas explicitement du temps, alors Z = 0. Pour un mou- 
vement non stationnaire, lorsque la fonction À est finie et continue 
avec ses dérivées par rapport aux coordonnées et au temps de part 
et d’autre de la surface immobile S (cette dernière pouvant contenir 
des discontinuités), la quantité Z est une fonction continue de ! 
se réduisant à zéro quand tend vers zéro. 

Le choix du référentiel X* est dicté par la condition 7 = 0 
au point M. Comme en des points voisins de À] de la surface S la 
vitesse % = 0, la surface S est, d'une façon générale, une surface 
mobile à l'intérieur de V. Pour un élément infinitésimal de S entou- 
rant le point M, les vitesses D des points voisins étant infiniment 
petites, on a lorsque le _—., Ÿ tend vers le point M 


1 
lim Tr | Adr=0, (4.6) 


h—0 
AG étant l'élément de S tendant vers le point À. 

Affectons de l'indice 1 les caractéristiques du mouvement et de 
l’état d’une face de la surface S, et de l'indice 2 celles de l'autre 
face. Numérotons les faces de S de telle sorte que le passage de la 
face 2 à la face 1 s’effectue dans le sens de la normale. 

En passant à la limite lorsque À — 0, Ao — 0, on obtient de 
(4.5) l'égalité hr ve 
er | A dt = Ain — AoUna, (4.7) 
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V1 Et v,: étant les projections des vitesses des points du milieu des 
deux faces de la surface S sur une même direction positive de la 
normale à S. 

En s’aidant de l'égalité (4.7) on peut écrire dans le référentiel 
K* toutes les conditions dynamiques et thermodynamiques uni- 
verselles aux fortes discontinuités pour les milieux matériels. Vien- 
nent ensuite les conditions aux sauts pour un champ électromagné- 
tique. 


Equations universelles de la mécanique et de la thermodynamique. 
Pour plus de commodité écrivons d'abord sous forme intégrale les 
équations fondamentales obtenues précédemment. 

4. L'équation de continuité (voir équation (1.2) ch. II) 


d 
_ | pdr=0. (4.8) 
ve 
2) L'équation des impulsions (voir équation (2.2) ch. III) 
d 
Tu | pv dt — | Fp dt + | Pn d0. (4.9) 
va V = 
3. L'équation des moments (voir équation (3.4) ch. III) 


d d 

TH r x vpdt + | pra 

= hodr+ | A, ao + | r x Fpat+ | TX Pndo. (4.10) 
V w 


Z V 2 


ve 


<e 


4. L'équation de l'énergie (voir équation (8.1) ch. V) 
d v? 


vs 


= | pF.vdt+ | Pn° 0 d0 — | Qn AO + | ass 9 dr. (4.11) 
V £ D v 


Ici gx est l'apport extérieur d'énergie spécifique supplémentaire 
tant calorifique que d'autre nature (y compris le travail des moments 
surfaciques, etc.) par la surface frontière Z, dqnass/dt est l'apport 
total en unité de temps d'énergie spécifique supplémentaire pro- 
venant des sources massiques. À l’aide de ces deux quantités on 
tient compte de l'apport d'énergie supplémentaire qui n’est pas pris 
en considération dans les deux premiers termes de (4.11) traduisant 
l'apport d'énergie mécanique égal au travail des forces massiques 
et surfaciques macroscopiques présentes dans l'équation des impul- 
sions. 
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Ici et plus loin on ne considere que des modèles usuels pour les- 
quels l'énergie interne U et l’entropie S sont des fonctions additives 
de la masse. 

5. L'équation de l'entropie découlant du second principe de la 
thermodynamique peut s'écrire ainsi 


dS d p fdgf® , dg' dg 
vs 


Pour les modèles à transiormations réversibles dans le domaine 
des mouvements continus on a dg” — 0. Toutefois, comme il a été 
mentionné plus haut, dans le cas de fortes discontinuités accompa- 
gnées de brusques variations des caractéristiques du mouvement 
l'hypothèse de réversibilité de ce phénomène contredit le second 
principe de la thermodynamique traduit par l'équation (4.12). Il 
n’est donc pas possible, dans le cas général, d'admettre au préalable 
qu'à la traversée de la surface de discontinuité par les particules 
du milieu dg = 0. 

Pour dg(®) donnés et, en particulier, pour les transformations 
adiabatiques on peut utiliser l'équation (4.12) pour calculer le 
second membre de (4.12) représentant la somme de deux intégrales 
de volume ayant des valeurs finies lorsque V tend vers zéro. 

Appliquons maintenant les équations (4.8) à (4.12) au volume 
V* défini plus haut contenant la surface de discontinuité S et ser- 
vons-nous au point M de S de la formule (4.7) ayant divisé au pré- 
alable par l'élément Ao de la surface S les deux membres des éga- 
lités (4.8) à (4.12). 


Densités surfaciques d’actions extérieures sur la surface de discon- 
tinuité. Faisons les hypothèses suivantes relativement aux condi- 
tions à la surface de discontinuité. 

1. Toutes les fonctions sous le signe de l'intégrale dans les 
intégrales de surface étendues à Z pour Z tendant vers S admet- 
tent des valeurs finies mais, en général, différentes de part et d'autre 
de la surface S. 

2. Lorsque k —+ 0, les égalités limites suivantes ont lieu : 

lim | pF dt — | R do; 
R—0 ÿ S 


lim | ph dt = M do, 


h—0 ÿ 


Him | (er. RE UT a) dr= | W do, 


S 
UE Co à et Lis 


26—0863 
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R,M et W étant les densités surfaciques de distribution sur S$ res- 
pectivement des forces, moments, flux d'énergie extérieurs au milieu, 
{ la densité de distribution sur S de la variation de l’entropie due 
aux apports de chaleur extérieure et à l'accroissement irréversible 
de l’entropie. 
+ 
Il est évident quesi pF, phet pF-v +0p “us sont finis dans 
le volume V, alors 
R=0, M—=0, W—0O. (4.13) 


Il en est ainsi, en particulier, pour les forces massiques extérieures 
représentées par les forces de pesanteur ou d'inertie dans un mou- 
vement relatif et en général pour tout champ continu des forces 
massiques, notamment pour les forces pondéromotrices, les moments 
et les flux d'énergie occasionnés par le champ électromagnétique 
(voir les formules (5.14), (5.15) et (5.16), ch. VI) lorsque celui-ci 
est continu sur la surface S. 

Dans le cas important où la surface S représente non seulement 
la surface de discontinuité des caractéristiques mécaniques mais 
aussi de celles du champ électromagnétique, les grandeurs R et W 
différent généralement de zéro. Nous donnerons au paragraphe 
suivant les formules pour R et W exprimés par les valeurs des com- 
posantes des vecteurs E, H, B, D de part et d'autre de la surface S. 

Aux discontinuités simulant les surfaces portantes des ailes 
d'avion ou aux discontinuités du type de disques actifs simulant 
les hélices d’avion ou de navire créant la force de traction les gran- 
deurs R, W et, éventuellement, M diffèrent de zéro. 

Aux discontinuités surgissant au sein des flux de gaz en aéro- 
dynamique, en théorie d’explosion et dans nombre d’autres cas on 
a R — M — W — 0 (mais Q Æ 0). Le fait que les actions exté- 
rieures sont généralement nulles aux discontinuités est exploité 
comme condition typique dans les applications de la mécanique 
des milieux continus. 


Conditions aux surfaces de discontinuité dans un référentiel : 


« propre ». Il découle du principe de conservation des masses 
compte tenu de l'égalité (4.7) que 
PiUn1 = Palnes (4.14) 
de l'équation des impulsions 
R + Drsi—PaVaUni = Pro — PeboUnoe (4.15) 
de l'équation des moments compte tenu de (4.15) 


M + Qui — Parkas = Qna — Pool nos (4.16) 
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de l'équation de l'énergie 


W + Pni° Vi — D: (+) Uni — Qni = 


= Pnr- Ve— Pa (+ Ur) vno— gi (4.17) 
et, enfin, de l'équation de l'entropie 
Pal n151 — PaUneSs —= (2. (4.18) 


Les transformations étant adiabatiques (dg° — 0), la valeur de 
Q (lorsque py,, = pavns Æ 0) est, en général, différente de zéro. 
L'irréversibilité faisant que dg >0, alors 


Q =- PaVh1 (Si — 52) >0. (4.19) 


Pour les transformations adiabatiques l'égalité (4.18) peut être 
regardée comme la définition de la grandeur Q, cette dernière devant 
être non négative pour les processus effectivement réalisables. 

Les valeurs des sauts de toutes les grandeurs entrant dans les 
relations (4.15), (4.16) et (4.17) étant données ou trouvées comme 
solutions du problème, celles-ci peuvent servir à calculer les actions 
extérieures ÆR, M et W. 


Instabilité d’une discontinuité arbitraire.Lorsque les égalités (4.13) 
sont remplies, il s'ensuit des conditions obtenues que les disconti- 
nuités subies par les différentes caractéristiques du mouvement et 
de l’état ne peuvent pas être arbitraires. Les égalités (4.14) à (4.18) 
peuvent ne pas être satisfaites si les conditions initiales sont données 
arbitrairement. Cela signifie qu'aux instants suivants la discon- 
tinuité initiale donnée peut ne plus exister, qu’elle sera décomposée 
œénéralement en plusieurs discontinuités dont certaines peuvent 
être fortes, certaines faibles. Une situation semblable apparaît 
lors d'une collision de deux ou plusieurs discontinuités. 

Nous n'aborderons pas ici le problème pratique important de la 
decomposition d'une discontinuité arbitraire. 

La forme des conditions (4.14) à (4.19) est bien commode pour 
les applications lorsque les discontinuités sont immobiles, en parti- 
culier, pour les mouvements stationnaires du milieu. 


Conditions aux surfaces de discontinuité dans un référentiel quel- 
conque. Lorsque le mouvement est non stationnaire les vitesses % 
des surfaces de discontinuité peuvent différer par valeur et par 
sens dans les référentiels différents. D'où l'intérêt d'établir la forme 
de ces relations dans un système de référence arbitraire non lié 
au mouvement des points de la surface de discontinuité. 

Pour obtenir les conditions générales aux différents points de la 
surface S dans un même référentiel il suffit de remplacer, dans toutes 


26 
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les équations, le vecteur vitesse v* du mouvement relativement au 
système K* par le vecteur vitesse v = »* + % (v* — v — %) 
relativement au référentiel fixé X. 

En exploitant l'équation de conservation des masses et celle 
des impulsions on peut présenter les conditions correspondantes 
sous la forme 


Pi (D 2e, Un1) = Po (TD— Une) (4.20) 
KR + Prs + PV (D — Uni) = Pne + PaVa (D — Una), (4.21) 


Wi + Dans Vi — Qui + Pa (D — Vas) (S+u) = 
= Due Va— qh2 +02 (D— Un) (+ Ur), (422) 
P1 (Uns — D) (Si — Se) = (2. (4.23) 


Dans (4.22) la quantité W, (v) est égale à W (v*) + R-Z. 

Les relations aux discontinuités établies sont valables dans tout 
référentiel (inertial ou non inertial) et en tous les points de la sur- 
face de discontinuité. 

Nous n'avons pas écrit les conditions pour les moments, puisque 
dans ce qui suit on n'étudiera que les modèles pour lesquels Y — 
= Q, — k = 0 en tous les points du domaine du mouvement. 


Vitesse de la surface de discontinuité par rapport au milieu. Il est 
aisé de voir que les vitesses D — v,, et Z — v,, ne sont autres 
que celles de la surface de discontinuité par rapport aux particules 
matérielles de part et d'autre de la discontinuité. 


Discontinuité tangentielle. Si % — v,, = 0 et % —v,s = 0, 
les particules du milieu ne passent pas d’un côté de la discontinuité 
à l’autre et v,, = v,.+. Dans ce cas sont possibles, en général, une 
discontinuité de la composante tangentielle de la vitesse de part 
et d'autre de la discontinuité et une discontinuité arbitraire des 
densités (p, Æ p2). Cette discontinuité est dite tangentielle. Dans 
le cas d’une discontinuité tangentielle les conditions (4.21), (4.22) 
et (4.23) prennent la forme 


R = Pns — Pni 
Wi= Qui — Qn2 — Pni° Vi + Dne° Vas (4.24) 
Q = 0. 


Par conséquent, pour R = 0 les contraintes sur un élément de 
surface d’une discontinuité tangentielle sont continues et le travail 
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des forces de contraintes sur la différence des vitesses tangentielles 
(par rapport à la discontinuité) pour W = 0 est égal à la différence 
des courants d'énergie gn à travers la discontinuite. Dans le cas d’un 
fluide parfait les conditions (4.24) pour R = 0 et W — 0 deviennent 
les conditions de continuité des pressions et de la composante nor- 
male du vecteur courant d'énergie sur la surface de la discontinuité 
tangentielle, sur la surface de contact de deux corps différents, par 
exemple. 


Sauts de compression et sauts de détente. Lorsque v,2 = v, les 
caractéristiques des particules qui passent d'un côté à l’autre varient 
par saut (par choc). 

Il est facile de se convaincre que la différence v,, — v,, # 0 
ne dépend ni du choix du référentiel ni de la numérotation des faces 
de $. En effet, le changement de l'ordre de numérotation entraîne 
celui du sens de la normale, c’est-à-dire il y a permutation des com- 
posantes normales de la vitesse avec intervertissement de leurs 
signes. 

Convenons de numéroter les faces de S$ de façon que le milieu 
traverse $ de la face 1 à la face 2. Si l’on utilise un référentiel où 
%, = 0, on a évidemment dans ce système d’axes Z >> 0. On obtient 
donc que la surface S se déplace dans un milieu immobile affecté 
de l'indice 1. 

Il est évident que si 0,2 — v,, >> 0, on aura dans les hypothèses 
faites vh9 >> 0, ce qui veut dire que le milieu en arrière du saut se 
heurte contre le milieu immobile en avant du saut. Si la loi de 
conservation des masses (4.20) est vérifiée sur le saut, pour de tels 
sauts p: >> P1, C'est-à-dire qu’en arrière du saut la densité du milieu 
augmente. Les sauts satisfaisant à 0, — v,, >> O0 sont dits sauts 
de compression. 

Si Uno — Un < 0, la composante normale à S de la vitesse du 
milieu en arrière du saut est dirigée dans le sens opposé à celui de 
la vitesse de déplacement du saut dans le milieu immobile. Cela 
signifie que dans le milieu en arrière du saut se crée une dépression 
(P:  P1). De tels sauts sont dits sauts de détente. 

Les conditions aux discontinuités établies dans ce paragraphe 
peuvent servir à obtenir les conditions aux frontières pour la réso- 
lution des équations différentielles dans le domaine des mouvements 
continus d’un milieu. 

Dans certains cas on peut donner les propriétés, le mouvement 
et l’état des particules matérielles d'un côté de la surface de discon- 
tinuité, les caractéristiques correspondantes de l’autre côté devant 
satisfaire aux relations établies. 

En particulier, c'est ainsi qu’on peut obtenir les conditions aux 
frontières libres d’un liquide ou aux frontières des corps solides, 
etc. 
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$ 5. Fortes discontinuités dans un champ électromagnétique 


Envisageons un champ électromagnétique en interaction avec 
un milieu matériel et supposons que dans le champ il y ait une sur- 
face de discontinuité S. Etablissons les relations auxquelles doivent 
satisfaire les valeurs des caractéristiques électromagnétiques de 
part et d’autre de la surface S. Pour les obtenir nous partirons des 
équations de Maxwell sous forme intégrale étendues au cas des 
champs électromagnétiques présentant des discontinuités. Pour 
plus de commodité recopions ces équations (voir ch. VI, (5.5)). 
Dans tout référentiel inertial on a 


| B, do —0, (2 do = 4x | pe dr, (5.1) 
po S : 
| Ed = +7 | Bdo, | 

| 
jurar= à [act dr | D.de | sé 


el, comme conséquence de ces équations, le principe de conservation 
de la charge 


— + fpedr= | in do. (5.3) 
px 


Ici Z est une surface fermée délimitant un volume immobile , 
2, une surface ouverte immobile s'appuyant sur le contour Z. 
Soit M un point quelconque de la surface de discontinuité S 
et X* un référentiel inertial dans lequel la vitesse Z du point M 
de S est nulle (fig. 47). Le référentiel X* est un référentiel « propre » 
pour le point À, les points voisins pouvant avoir dans le référentiel 
K*% des vitesses non nulles. On admet que les équations (5.1) et 
(5.2) sont écrites dans le référentiel X*. Le volume V utilise dans 
les équations (5.1) et (5.3) est intérieur à la surface © et défini comme 
au $ 4. Dans les équations (5.2) prenons pour surface Z, et contour 
£L respectivement la section du volume V et de la surface © par un 
plan passant par la normale # et la tangente + à la surface S au 
point A7. Le sens du vecteur + tangent à la surface S peut être arbi- 
traire. Par hypothèse, les vecteurs n, + et le vecteur n* normal à 
Z, constituent un trièdre droit, c'est-à-dire que n* = # “ T. 
Conditions aux surfaces de discontinuité. Considérons une surface 
de discontinuité S telle que les vecteurs H, B, E, D sont finis et 
continus de part et d'autre de $, mais peuvent subir des disconti- 
nuités en traversant S. Quant à la distribution des charges p. el 
des courants j, on suppose l'existence éventuelle sur S de charges 
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surfaciques y et de courants surfaciques & (vecteurs contenus dans 
le plan tangent à la surface S) définis au point M par les passages 
à la limite suivants: 


: 1 
VÆhAO 
; hk ’ . 
lim À | j.do=i(M), (5.5) 
ne D” £1&A0 


où Ac —+ M est un élément de S ou de ©, tendant vers le point M, 
j. la composante vectorielle de la densité volumique du courant 
parallèle au plan tangent à S en point M. 


Volume V SurfaceZ, 
Surface Z Contour £ 
Contour C 


Fig. 47. Domaines d'intégration pour la déduction des conditions à la surface 
de discontinuite 


En procédant de la même façon comme au $ 4 on obtient des 
équations (5.1) et (5.3) compte tenu de (5.4) 


Bi— Brno = 0, Di — Dao = 4 (5.6) 

et 
div + jai ins = — À, (5.7) 

où 


Le ; 1 2 5 _ 
divé— lim NT | in d = Viit + Voir, 
M J 

C 
C étant un contour fermé tendant vers le point sur la surface de 
discontinuité S ; ë, la composante normale du vecteur 4 sur le con- 
tour C; Ao l'aire de l'élément de S s’appuyant sur le contour C; 
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div & la divergence bidimensionnelle du vecteur & définie sur la 
surface S; il et i* les composantes du vecteur à, V, les dérivées 
covariantes dans un système d'axes sur la surface S. 

De façon analogue, en passant à la limite lorsque k — 0 et en 
faisant tendre l'arc du contour Z vers le point A1 on obtient des 
équations (5.2) 


E1— Ex — O, 


an . 5.8 
Ha—He=i(n xXT). ( ) 
Il est évident que la dernière égalité peut s’écrire sous forme vec- 
torielle comme suit: 


Ha—Hu=(ixn) (5.9) 


où H.,et ,, sont les composantes du vecteur Æ parallèles au plan 
tangent à $S au point M. 

Le système des conditions (5.6) à (5.9) est un système complet 
de relations à la surface de discontinuité pour les caractéristiques 
électromagnétiques, compte tenu de la polarisation, de l’aimanta- 
tion et des courants. Ces relations sont établies dans un référentiel 
d'inertie ÆX*, « propre » pour le point M de la surface de disconti- 
nuité où sa vitesse % est nulle. 

Compte tenu des formules générales des transformations de 
Lorentz régissant le passage du référentiel X* se déplaçant avec 
la vitesse % relativement au référentiel d'inertie fixé « immobile » 
K à ce dernier (voir les formules (3.22), (3.23) ch. VI), on peut récrire 
les conditions (5.6), (5.8) et (5.9) dans le référentiel X : 


Bri— Bno==0, Dai Dao = Any", (5.10) 
Eu—Ex=—[(B:—B2) X Du (5.11) 


Ha He {(Di—D:)xD1k=<y/1—Æ (ét xn). (5.12 


Ici n et t sont la normale et la tangente à la surface de discontinuité 
S en M. La vitesse 9 est calculée dans le référentiel X, elle est 
dirigée suivant la normale à S. La quantité y* et le vecteur &* sont 
définis dans le référentiel propre. Quant à la formule (5.7) elle 
conserve sa forme lorsqu'on néglige les termes de l’ordre de Z°/c° 
pour y = y* et à = 4*. 


Densités surfaciques des forces pondéromotrices et des courants 
d'énergie fournis par le champ au milieu sur la surface de discontinuité. 
Analysons maintenant les formules pour les composantes du vecteur 
densité surfacique de la force pondéromotrice JR et pour la densité 
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surfacique du courant d'énergie W affluant au milieu sur la surface 
de discontinuité des caractéristiques électromagnétiques. Dans un 
référentiel cartésien les composantes de la force volumique *) sont 
par définition de la forme 


Î 2 3 4 
OPEN 0 ts. 41 58 549 


ôx! ox? Ôz at 
et 
= R_ 054 , 05% , 054 , 954 
—F= Vasi = ôxi LA Or ! 9x3 ot ? (5.14) 


où S'* sont les composantes du tenseur énergie-impulsion. Multi- 
plions les deux membres des égalités (5.13) et (5.14) par l'élément 
de volume dt = dx! dr* dx et intégrons-les dans le volume immo- 
bile V dans le référentiel X* pour le point donné M sur S (voir 
fig. 47). En appliquant la formule de Gauss-Ostrogradsky il vient 


| PF dx = — | ns do — © | Sax, a—1,2,3, (5.15) 
V >> 


V 


| F,dr = — | Sông do — + | S% dt, (5.16) 
V > V 


ng étant les composantes du vecteur unitaire nr normal à Z dans un 
système de coordonnées cartésiennes tridimensionnel. 

Appliquons la formule de Minkowski ((5.11), ch. VI) aux com- 
posantes SŸ* du tenseur énergie-impulsion : 


sh [FH Fr ||. (5.17) 


La matrice pour S'* peut se présenter sous la forme 
SH Si Si Su 
u S?1 S?22 523 S24 
LS Il = S31 632 5S33 S34 
S41 S42 S43 Saa 


Si l’on utilise les définitions matricielles (5.6) et (5.7), ch. VI, des 
Il Fi; il et || Z° || et que l’on tient compte de ce que (voir égale- 


*) Ici F% sont les composantes spatiales de la force massique quadridimen- 
sionnelle ou les composantes de la force massique tridimensionnelle. La for- 
mule (5.12), ch. VI, se rapporte aux composantes de la force volumique. 
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ment (5.37)) 


.1 Ji B 4 
Fr. = 1 Eng = : : 
— p? B: 0 LE, 


cE, CE: cE; 0 


on obtient dans les coordonnées cartésiennes les composantes ten- 
sorielles S'* exprimées par celles des vecteurs E, H, B, D 


= — [E*D8 + H°BP ++ ges (B-H+E-D)|, (548) 


où a, B = 1, 2, 3 et où l'on a pris en considération que £, — E® 
et Ds — D dans un système cartésien tridimensionnel ; 


1 N 
SŸ9a=—(DXB) Sis.=-(DXB), (5.19) 
1 : L 
Soc=—(EXH) Sio=(EXH), (5.20) 
Sit=-(E-D+H.B); (5.21) 


ici 4, sont les vecteurs de base d'un système d’axes tridimensionnel. 

Soulignons une fois de plus que dans les formules (5.18), (5.19) 
et (5.20) les composantes S'? du tenseur sont définies dans un système 
d’axes quadridimensionnel pour lequel on a *) 


ds? = g;;dz' dr = — dat — dx — dx + c° dt?. 


C’est là une remarque essentielle que l'on ne doit pas perdre de vue 
lorsqu'on compare les formules du présent ouvrage avec celles 
rencontrées dans d'autres livres où g;; est défini autrement. 

Ainsi donc, les grandeurs sous le signe de l'intégrale dans (5.15) 
et (5.16) s'expriment par E, H, B et D, ces derniers étant finis, 
par hypothèse, sur la surface S et dans le volume Y. 

En effectuant dans les égalités (5.15) et (5.16) les passages à la 
limite au point A de la surface de discontinuité S$ comme indique 
au $ 4 on obtient 


R = (SP), np— (S), np (5.22) 
et 


W = (S)eng—(Shi)ins. (5-25) 


*) Voir le renvoi à la page 342. 
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Les formules (5.22) et (5.23) compte tenu de (5.18) et (5.20) con- 


duisent aux formules suivantes pour R° et W exprimés au moyen 
de E, H,Bet D dans le référentiel X* pour le point M: 


| œ@ 
R°— — 79 [EDn + H°Bn— (ED +H.B)|,+ 
1 n 
+7 (EDa+ KB, (E-D+H-B)|, (5.24) 
W=-(E:XH:—E,XH;)n. (5.25) 
Ici n% — —gaên, sont les composantes contravariantes du vecteur 


tridimensionnel nr. Ces expressions peuvent être utilisées dans les 
relations aux discontinuités (4.14) à (4.17) pour un milieu matériel. 
Comme, d’après les formules (5.39), ch. VI, les densités volumiques 
des moments pondéromoteurs sont finies même en présence des 
discontinuités des E, D, B, H, les densités surfaciques des moments 
pondéromoteurs figurant dans les conditions aux discontinuités 
pour les moments seront évidemment nulles. Les forces pondéro- 
motrices, étant exprimées par les gradients des E, D, B et H, peu- 
vent contribuer dans les conditions aux discontinuités. 


$ 6. Surfaces de discontinuité au sein des milieux parfaits 
compressibles 


Examinons d'une façon plus détaillée les conditions aux surfaces 
de fortes discontinuités (et les conséquences qui en découlent) au 
sein des milieux parfaits compressibles introduits au $ 1, ch. IV. 
Dans ce cas les contraintes intérieures ne peuvent être, par défi- 
nition, que des pressions : P, = —pn. En outre, on envisagera dans 
ce paragraphe les surfaces de discontinuité telles qu'aucune action 
surfacique extérieure ne s'exerce sur le milieu, c'est-à-dire qu'on 
admettra R — 0, W — 0; on supposera également g3 = 0 sur la 
surface de discontinuité et, en particulier, on ne tiendra pas compte 
de la conduction thermique du milieu sur le saut. 


Conditions à des discontinuités immobiles. Si un milieu se déplace 
par rapport à un référentiel « propre » X%, pour un élément donné 
de la surface de discontinuité S$ on peut écrire la condition (4.14) 


Pi0n1 = Pan (6.1) 


On admet par la suite que v,,, composante de la vitesse normale 
à S. nest pas nulle, ce qui signifie que les particules passent d'un 
côté de la surface de discontinuité à l'autre. Alors il découle de 
(4.19) pour un milieu parfait que 


Vry = Vre, (6.2) 
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V.1 étant les composantes vectorielles de v parallèles au plan tan- 
gent à S au point M. 

Compte tenu de (6.1) et (6.2), l'équation des impulsions (4.15) 
en projection sur la normale à S donne 


PaVñs + Pi = Palna + Pa. (6.3) 

L'équation de l'énergie avec (6.1) et (6.2) aura pour expression 
vA Pa — Vie | Pa 

Us+ + Sbœ Ut HE + SE. (6.4) 


Enfin, l'égalité (4.18) pour le saut de l’entropie compte tenu de 
(6.1) fournit 


Pins (Sa — 52) = 2. (6.5) 


Rappelons que les vitesses dans les relations (6.1) à (6.5) sont con- 
sidérées dans le référentiel X* où celle du point M de la surface 
de discontinuité est nulle. 

Pour un mouvement stationnaire à discontinuités immobiles 
on peut admettre que X* coïncide avec le référentiel principal, 
« immobile ». 


Propagation de la discontinuité par les particules du milieu. 
On voit de (6.1) que ,., et v,, sont de même signe. Si l’on introduit 
un référentiel À où la vitesse devant le saut est nulle et Z > 0, 
il devient possible d'exploiter dans ce référentiel Æ les conditions 
au saut (6.1) à (6.5) en y posant 


Un = — D, Une = Un — D 
et 


Ur = VUra —= 0, 


OÙ Un = Uno — Un, est la composante normale à S de la vitesse du 
milieu par rapport au référentiel À du côté marqué de l'indice 2. 
Dans ce cas la quantité Z peut être regardée comme vitesse de pro- 
pagation de la surface de discontinuité par les particules du milieu 
du côté 1. Dans ce qui suit on comprendra Z justement en ce sens 
et l’on substituera, pour simplifier les formules, à la densité p le 
volume spécifique V = 1/p. 

Il est aisé de voir que les relations (6.1) et (6.3) équivalent aux 
égalités suivantes: 


PET Te ed 
dE P2 — P: LA Pe — P: 
— Une = Vo Pia ? — Un = D=V,; Vi Ve ? (6.6) 


Una — Uni = Un = | 2) = 2 Ve D) Vi Va). (6.7) 
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Comme >> 0, le signe « plus» dans (6.7) correspond à p, << P», 
le signe « moins » à p, > p,.. En éliminant les vitesses dans la rela- 
tion (6.4) on obtient 


Ur Ui=+ (pa+ pi) (Va — Va). (6.8) 


On remarque en examinant (6.6) que si V, > V,, c'est-à-dire 
02 >> Pr, alors nécessairement p, > p, et, inversement, Si Pe << P1, 
alors ps pi. 


Sauts de compression et de détente. Les discontinuités satisfaisant 
aux inégalités 
Un > 0, Ps > Prs Pe > P1 (6.9) 


sont appelées sauts de compression. 
Les sauts de détente sont définis par les inégalités suivantes: 


Un CO, Ps Ps Pe < Pr (6.10) 


L'une des inégalités (6.9) ou (6.10) entraîne les deux autres. 

Les propriétés (6.9) et (6.10) ont un caractère très général. Elles 
sont conséquences uniquement du principe de conservation de la 
masse et de l'équation des quantités de mouvement lorsqu'il n'y 
a pas, sur la surface de discontinuité, de forces surfaciques exté- 
rieures s’exerçant sur le milieu, ni d’apports extérieurs de masse. 


Saut d’énergie interne. La relation (6.8) ne contenant pas de 
vitesse, elle est valable pour tout référentiel et convient pour l’étude 
des variations de la densité et de la pression des particules traversant 
la discontinuité. Connaissant le saut de densité, il est possible dans 
certains cas importants de trouver le saut de pression à partir de 
(6.8), après quoi les vitesses correspondantes se déterminent à partir 
des égalités (6.6) et (6.7). 

Dans le cas général, l’énergie interne d'un milieu matériel homo- 
gène parfait est une fonction du volume spécifique V (de la densité 
p), de la pression p et de certains autres paramètres définissant les 
propriétés physiques et chimiques du milieu; aux paramètres phy- 
siques se rapportent également les vecteurs de polarisation et d’aiman- 
tation; ces paramètres peuvent varier par saut en traversant la 
surface de discontinuité. 

C'est ce qu'on constate en étudiant les phénomènes de propa- 
gation du front de combustion, de celui de détonation, de divers 
fronts d'ondes électromagnétiques, etc. 

On a, par exemple, pour un gaz parfait 


Ù = CyT +Ug= —%— LE + Us 


Cp—Cv P 
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où c}» et cy sont les chaleurs spécifiques, U, la constante du gaz 
donné. La composition d’un gaz peut changer à la traversée d’une 
discontinuité en provoquant les discontinuités éventuelles de c,, 
cv et U,. Si le gaz représente un mélange des gaz parfaits. alors 


T 
=> ££ (Uoi +] Cv: (T)dT ), 


o;/p étant contribution massique du i-ième constituant gazeux du 
mélange. Les rapports p;'p pouvant varier par saut à la traversée 
d'une surface de discontinuite, 
pour déterminer ces sauts il est 
nécessaire d'appliquer les lois et 
les hypothèses physico-chimiques 
supplémentaires. Ainsi, par exem- 
ple, avec l'augmentation de 
température on peut envisager 
la combustion (totale ou par- 
tielle), évaluer la dissociation 
ou l'ionisation, etc. 

k ÿ d Si les propriétés physico- 
chimiques du milieu se conser- 
vent à la traversée d'un saut et 
seules la pression p et la densité 
p changent, l'égalité (6.8) pour p, et p, fixés fournit la relation entre 
les valeurs de la pression p, et de la densité p, après le saut. 


Adigbatique d'Hugoniot 


Fig. 48. Adiabatique d'Hugoniot 


Adiabatique d’Hugoniot. Si l’on porte sur le plan (p,V}) les 
points figurant les états p, V — 1/p, on obtient pour p,, V, donnés 
une courbe satisfaisant à l'équation (6.8). Cette courbe (fig. 48) 
s'appelle adiabatique d’'Hugoniot. 

Le point p,, V, traduisant l'état avant le saut appartient à 
l’adiabatique d'Hugoniot à condition que 


Us (Pas Va) — UÜi Pas Vi) = 0, (6.11) 


c'est-à-dire si la fonction U, (p, V) coïncide avec la fonction 
U, (p, V). L'égalité (6.11) est remplie si tous les paramètres, excepté 
p et ŸV, ainsi que les constantes, dont peut dépendre l'énergie interne, 
demeurent invariables à la traversée du saut. En présence des réac- 
tions chimiques ou d’autres transformations irréversibles l'égalité 
(6.11) peut ne pas être vérifiée, alors le point p,, V, peut ne pas 
appartenir à l’adiabatique d’'Hugoniot *). 


*) On trouvera une exposition plus complète de la théorie de l’adiabatique 
d'Hugoniot dans l’ouvrage de L. Se do v, Two-dimensional problems in hydro- 
dynamics and aerodynamics. New York, Wiley, 1965. 
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Considérons les discontinuités où l'égalité (6.11) a lieu. II est 
évident que pour p,, V, donnés pour situer le point p:, V, sur l’adia- 
batique d’'Hugoniot, il suffit de donner l’une des grandeurs 


= _ P2Ps _ 2° 9 
Ps OÙ Ps=-— Où tg a — Ve = Vr- (6.12) 


L'angle à définit la pente de la droite, sécante de l’adiabatique 
d'Hugoniot, correspondant aux états avant le saut 7 et après le 
saut 2. Il est évident que l'angle & caractérise la vitesse 2 de pro- 
pagation du saut par les particules du milieu en état J. 


Variation de l’entropie le long de l’adiabatique d'Hugoniot. 
Calculons maintenant la variation de l’entropie s le long de l’adia- 
batique d'Hugoniot. A cet effet considérons entre un certain état 
fixé p,, V, et un état arbitraire p, V, tous les deux appartenant à 
l’adiabatique d'Hugoniot, une certaine transformation réversible 
avec un apport de chaleur satisfaisant à l'égalité 


T ds = dU + p dV. (6.13) 


En substituant dans (6.13) dU de (6.8) pour des p,, V, fixés on 
a après les calculs simples 


1 1 
T d = (Vi—V)d(p—p: —5 (p—p1)d(Vi—V). 
En PS de (6.12) on obtient 
T ds= À + (Vi-V}d 5 LEA — + (Vi— V'dtga— 
1 ; 1 » 
—z(p—p)ds. (6.14) 


Variation de l’entropie le long de l’adiabatique d’Hugoniot dans 
le cas d’un petit saut de pression. En tenant compte‘de l'égalité 


(5), +5 (Gr), mn P—P)+-..]= 
55). dp+0(p—pidp, 


où © (p — p,) est une petite quantité disparaissant avec p — P:, 
on obtient le long de l’adiabatique d'Hugoniot à partir de (6. 14) 


Tds=+(p— ps) Sr dp+(p—p)O(p—pi)dp. (6.14) 


416 POSITION DES PROBLÈMES [CH. VII 


Il en découle que pour des p — p, petits l'égalité suivante a lieu: 
d?V 
+ 


1 
LES 
T°As= 42 (p P1) dp° Le 
+ des infiniment petits d'ordre supérieur à (p—pi}, (6.15) 

où 7* est la valeur moyenne de la température dans l'intervalle 
d'intégration. 

On voit de la formule (6.15) que pour de petits sauts de pression 
P — p, la variation de l'entropie à la traversée du saut est une quan- 
tité infiniment petite de l’ordre de (p — p,)*. 


Adiabatique de Poisson. Lors des mouvements continus adia- 
batiques l'état d’une particule change sans entraîner une variation 
de l’entropie, c’est-à-dire que 


Se (Pp, V) — Si (ps V1) = As = 0. (6.16) 


L'équation (6.16) pour p,, V, donnés définit une relation entre p 
et V. La courbe correspondante dans le plan (p, V) passant par le 
point p,, V., est appelée, comme on sait, adiabatique de Poisson. 


Les adiabatiques d’Hugoniot et de Poisson ont entre elles un con- 
tact du second ordre au point p;, V,. En vertu de (6.15) et (6.16), la 
différence p — p, étant petite, les équations des adiabatiques de 
Poisson et d'Hugoniot peuvent se présenter ainsi: 


V— V, =f{(p — p,, s = const) (6.17) 
(l'adiabatique de Poisson) et 
V—Vi=j(p — pa, s = const) + k (p — p:1}° + (6.18) 


(l'adiabatique d'Hugoniot); le coefficient À ne dépend que de V, 
et p,. Par conséquent, au voisinage du point p,, V, ces adiabatiques 
sont des courbes rapprochées (fig. 49). 

I1 découle de (6.17) et (6.18) qu’au point p,, V, les deux adiaba- 
tiques ont des tangentes et des courbures égales, c’est-à-dire que 


he (ae (7), 


d?V d3V OV 
Case (Ge (Ge) (6.19) 
Il est évident que les dérivées totales du volume spécifique V 
le long de l’adiabatique de Poisson représentent tout simplement 
les dérivées partielles par rapport à p du volume spécifique V (p, s) 
exprimé au moyen des équations d'état en fonction de deux variables 
indépendantes p et s. 


et 
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Les sauts faibles se propagent avec la vitesse sonique. Il découle 
de (6.6) et (6.19) que, pour de faibles sauts, lorsque p, — p, et 
V, — V,, ont lieu les égalités 


= -v(#)-(#)-(H)-(H). 620 


La quantité 
NA 620 


est appelée vitesse du son. On voit que les perturbations infiniment 
petites — sauts faibles — se propagent dans le milieu, à la vitesse du 
son, c’est-à-dire que 

D = a. 


Disposition mutuelle des adiabatiques d’Hugoniot et de Poisson 
au voisinage du point p4, V,. Pour des milieux ordinaires on a les 
inégalités 

02V OV 
(),>0 «& (%),>0. us. 
Par exemple, pour un gaz parfait (voir (7.11) et (4.3), ch. Von a 


3-10 | 
U = cyTo (2) er + const = cyT + const — | 
Po 
1 
= 7 PV + const, 
S— 89 
db ep PET 
po d (5) d 
donc 
p Vo (2); (6.23) 
Po Vo P : 
d’où 
s—8sn 
ŒV \ __(U+Y Po _e°? 
( dp? ),= YPo p2t+1/v 7 
et 
OV V 
2 Rank an à | 


11 découle de l'inégalité (Sr), > 0 que l'adiabatique de Poisson 


a la concavité dirigée vers le haut. Si (9V/0s), > 0, alors s> 5, 
est au-dessus et s<< 5, au-dessous de l'adiabatique de Poisson: 


27—0863 
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Fig. 49. Disposition relative des adiabatiques de Poisson (II) et d'Hugoniot 
d°V 
(T) pour (Tr), > 0 


pour (0V/0s), << 0 on a s<< 5, au-dessus et s >> s, au-dessous de 
l’adiabatique de Poisson (voir fig. 49, a et b). L'égalité (6.15) étant 
vraie sur l’adiabatique d'Hu- 
V2 goniot, il est évident qu'au 
5 voisinage du point Py, Vi 
celle-ci, en touchant l’adiaba- 
tique de Poisson, passe de haut 
en bas lorsque V croît comme 
le montre la figure 49, a, quand 
(0V/6s), > 0. Si (9V/0s), <0, 
la disposition mutuelle des 
ÿ adiabatiques est inverse. 
p=-n 2 
741 Equations des adiabatiques 
Fig. 50. Adiabatiques de Poisson et de Poisson et d’Hugoniot pour 
d'Hugoniot pour un gaz parfait un gaz parfait. Selon (6.23) 
les équations des adiabati- 
ques de Poisson et d'Hugoniot (6.8) pour un gaz parfait ont 
respectivement pour expression 


pVŸ= piVi (6.24) 


P} 


et 


NP) = + (p + Pa) (Vi V). (6.25) 


L'adiabatique de Poisson a comme asymptotes V = 0 et p = 0. 
L'adiabatique d'Hugoniot est une hyperbole d'asymptotes 


1 —1 

V—V dune et = — Ve. 
y PTE 

La forme générale de ces courbes est représentée sur la figure 50. 

Il est clair que l'adiabatique d'Hugoniot pour un gaz parfait sur 


toute son étendue a la concavité dirigée vers le haut. 
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L’entropie d’un gaz parfait croît d’une façon monotone avec la 
pression le long de l’adiabatique d’Hugoniot. Pour un gaz parfait, 
(6.25) et (6.13) fournissent, le long de l’adiabatique d'Hugoniot, 


la formule 7 ds — = (V, — V}* dp, d'où 
— > 0. (6.26) 


Pour un gaz parfait, en montant l'adiabatique d’Hugoniot, c'est- 
à-dire lorsque la pression p croît, l’entropie croît de façon monotone. 

On peut montrer que dans le cas général, pour tout milieu satis- 
faisant à l'inégalité (d°V/0p°), > 0, on a sur l'adiabatique d'Hu- 
goniot S>s, pour p > p, et S<<S5, pour p << p,. ln particulier, 
pour de petits sauts p — p, cela découle directement de (6.14) et 
(6.19). 


Les sauts de compression sont réels ; les sauts de détente sont irréali- 
sables. On déduit du second principe de la thermodynamique que 
dans les hypothèses d’adiabacité seuls sont admissibles les sauts 
où Q > 0, c'est-à-dire que l’entropie s, de la particule ayant tra- 
versé le saut est supérieure à son entropie initiale s, avant le saut. 
Il découle de l'analyse précédente que pour (0?V/6p°), >0 et 
U, (p, p) = U, (p, p) cela n'est vrai que pour des sauts de com- 
pression lorsque 

Pr Pis Peas €t Un = Une — Un > 0. 
Ainsi donc nous sommes conduits à la conclusion fondamentale de 
la théorie des fortes discontinuités : si l’on a l'inégalité (d*V/0p°), > 
> 0, seuls les sauts de compression sont réalisables. 

Les sauts de détente ne peuvent pas se réaliser. 

Cette conclusion est essentiellement liée aux hypothèses adop- 
tées : premièrement, à l'inégalité (9*V/0p*), > 0 et, deuxièmement, 
a la condition U, (p, p) = U, (p, p)- 


Conditions de réalisation des sauts de détente. Si après le saut les 
propriétés physiques ou chimiques d'un mélange gazeux varient 
de façon que la seconde condition n'est pas satisfaite, la réalisation 
des sauts de détente devient possible dans les mouvements réels. 
Dans ce cas (6.8) définit le lieu géométrique des points p., V,, courbe 
appelée également adiabatique d'Hugoniot. Cette courbe, comme 
on à indiqué plus haut, ne passe pas par le point p,, V.. 

L'exemple de tels sauts de détente effectivement réalisables est 
fourni par des fronts de combustion. 


La vitesse de propagation d’un saut de compression par les parti- 
cules du milieu en avant du saut est supersonique. Notons encore une 
propriété très importante des composantes normales relatives des 
vitesses de part et d'autre du saut. Désignons par $, l’angle aigu 


218 
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que fait la tangente à l’adiabatique de Poisson avec l’axe V (fig. 51). 

Par suite de la concavité de l'adiabatique de Poisson on a pour des 

milieux arbitraires satisfaisant à la condition (9*V/6p°), > 0 au 

voisinage du point p;,, V, et pour un gaz parfait sur toute l'étendue 
de l’adiabatique l'inégalité 


Pz: V2 gi Liga 


pour des sauts de compression corres- 

pondant à des p — p, petits dans tous 

les milieux continus considérés et pour 

tous les sauts de compression dans un 
7 gaz parfait. Comme 


P 


Fig. 51. B, — l'angle aigu - _ : 

ue forme la tangente à D= Vi = V: ig «, 
l'adiabatique de Poisson Fe 
avec l'axe V, «— l'angle il en découle que pour les sauts de com- 


aigu formé par la sécante de 
l'adiabatique  d'Hugoniot pression (pe: >> Pi) on a 


avec l'axe V D?= vi,> ai. (6.27) 


On peut montrer *) que pour tout milieu satisfaisant à (9° V/0p*), > 
> 0 la vitesse de propagation d'un saut de compression pour une 
différence de pression Pe — P, finie par les particules d'un gaz en 
avant du saut est supersonique. 


Les sauts immobiles ne peuvent exister que dans des écoulements 
supersoniques. Pour un saut immobile la ccmposante normale v,; 
de la vitesse des particules s'’approchant du saut et le traversant 
peut dépasser la vitesse du son. Ainsi donc les sauts immobiles ne 
peuvent apparaître que dans un écoulement supersonique. Les sauts 
mobiles peuvent évidemment exister dans les écoulements de vitesses 
quelconques et, en particulier, peuvent se propager dans un milieu 
immobile. 


Adiabatiques d’Hugoniot correspondant aux points p,, V, et p., Ve: 
Plus haut nous avons étudié une adiabatique d'Hugoniot l, de 
pied Pr, Vi: 


U (Ps V)—U (pa Va) = + (P+ Ps) (Va V). (6.28') 


Envisageons maintenant l'adiabatique d'Hugoniot l, de pied 
Pe, V2. Son équation est de la forme 


Up; V)—U (ps Va) = (p+pe)(Ve—V). (6.28) 


*) Voir le renvoi à la page 414. 
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On voit aisément que les adiabatiques (6.28) et (6.28) sont des 
courbes différentes mais grâce à la condition (6.11) elles passent 
toutes les deux par les points Pi V, et Po, Va. 

Si pour l'adiabatique (6. 28”) le passage de Pas Vi à Ps, VA cor- 
respond à un saut de compression, alors pour l’adiabatique (G. 28) 
le passage de p,, V, à p,, V, correspond à à un saut de détente (fig. 52). 

Plus loin nous considérerons le cas d'un gaz parfait. La sécante 
commune de |’, et de l’, est une droite 
passant par les points p,, V, et p», Va. 
En raison de la concavité des adia:- 
batiques du gaz parfait dans l'inter- 
valle p4, p. la sécante passe au-dessus 
des deux adiabatiques. Il en résulte 
que l’angle aigu f, que fait la tangente 
à l’adiabatique F, au point p>+, Va 
avec l’axe V est supérieur à l’angle 
a que fait avec l'axe V la sécante de 
F, et de F, (voir fig. 92): V 


9 
&h:>tga. (6.29), Fig. 52. L'adiabatique F, cor- 
| : respond à l'équation (6.28), 
La vitesse des particules du milieu l'adiabatique To à l'équation 
(6.28) 


ayant traversé le saut de compression 2 

est subsonique par rapport au saut. 

Il s'ensuit immédiatement une inégalité importante pour. les 
sauts de compression (p, << p4), à savoir, en vertu de (6.6) et 
(6.29") il vient 


2, = Vi VV A = Vitga<Vitgh:, 


mais, puisque 
2 Er - 
Va 18 Pr — (SE dp A = Aa 


on aura 

vi, =(D—v,) < ai. (6.29) 
Par conséquent, la composante normale de la vitesse du milieu 
par rapport au saut, égale à la vitesse de propagation du saut par 
les particules ( — v,) est subsonique en arrière du saut. 

Une étude plus détaillée permet de relever que les propriétés 
des sauts de compression trouvées plus haut lorsque (d°*V/0p°), > 0 
pour un milieu quelconque et pour des p, — p, petits ou dans le 
cas d’un gaz parfait quels que soient p. — p, (on utilise dans ce cas 
Ja concavité de l’adiabatique d'Hugoniot sur toute son étendue) 
sont valables dans le cas général pour tous p, — p, et tous milieux 
satisfaisant à l'inégalité (92 V/0p*), > 0. 

Considérons quelques problèmes sur le mouvement adiabatique 
d'un gaz parfait avec les sauts de compression. 
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Problème du piston engendrant des ondes planes. Commençons 
par le problème du piston. Soit un tube cylindrique rempli d’un 
gaz parfait et fermé à gauche par un piston (fig. 53). A l'instant 
initial 4 = 0 le piston et le gaz impondérable sont au repos. Dési- 
gnons par P, et p. les valeurs constantes de la densité et de la pression 
du gaz immobile. Etudions le problème du mouvement adiabatique 
perturbé du gaz chassé par le piston pour # > 0. 

Il est évident que le mouvement perturbé du gaz dépend essen- 
tiellement de la loi de mouvement du piston, cette dernière pouvant 


Fig. 53. Problème du mouvement du gaz chassé par un piston 


être donnée à l’aide de la fonction v,(f)}, où v, désigne la vitesse 
du piston. En vertu de la condition aux frontières appliquée au 
piston Îles vitesses des particules en contact avec ce dernier doivent 
être égales à v) (/). Dans le cas général des mouvements continus 
accélérés du piston le problème sur le mouvement du gaz est diffi- 
cile et ne peut être résolu qu’au moyen des machines calculatrices. 
Pourtant le problème se résout facilement dans le cas particulier 
où le piston, primitivement immobile, se met instantanément à se 
mouvoir avec la vitesse v, du côté du gaz et poursuit son mouvement 
à la vitesse constante. 

Il est évident que toutes les conditions du problème seront satis- 
faites si l'on suppose qu'à l'instant initial une onde de choc se 
détache du piston pour se propager ensuite dans un gaz immobile 
avec la vitesse supersonique Ÿ par rapport à l’état initial du gaz. 
Il se crée, entre le piston et l’onde de choc, un mouvement de trans- 
lation à la vitesse constante connue v,, de pression p, et de densité 
p, constantes. 

La vitesse D, la densité p, et la pression p, sont faciles à calculer 
au moyen de Up := Uno. P1 et P, à partir des trois conditions aux dis- 
continuités (6.6) et (6.25). L’entropie spécifique derrière le saut 
est constante et la même dans toutes les particules, le saut d'entropie 
elant égal à 


Sa —S1= y In (#)">0. 


ao 


Si la vitesse du piston est constante mais dirigée en sens opposé 
au gaz. les raisonnements analogues conduisent à un saut de détente 


$ 6] SURFACES DE DISCONTINUITÉE AU SEIN DES MILIEUX PARFAITS 423 


qui est inadmissible. Au fait, ici le saut n'apparaît pas et le pro- 
blème a une solution continue. 

Si la vitesse du piston est variable et dirigée du côte du gaz, 
la vitesse % se trouve variable. De petites variations de vitesse du 
piston se propagent avec la vitesse v 4 a (v étant la vitesse du gaz 
dans la région derrière l’onde de choc); comme la vitesse v + a 
derrière le front de l’onde de choc est supérieure à la vitesse Z du 
front, elle rattrape nécessairement l'onde 
de choc et modifie la vitesse du gaz en 
arrière du front. L’onde de choc s’en trouve 
retardée ou accélérée, ce qui, à son tour, Z 
modifie les valeurs des sauts de pression D r 
et d'entropie. Ainsi donc, il est clair que 1 TŸ 
derrière le front d'onde on obtient un mou- 
vement des particules du gaz à caracté- S 
ristiques variables : en coordonnée (distance 
| | Re ee 
jusqu'au piston) el en temps. L'adiabacité Fig. 54. La dilatation 
fait que l'entropie des particules est cons- G'üne sphère Z dans le 
tante mais elle varie selon les particules gaz engendre l'onde de 
à cause de la vitesse variable © de l'onde choc sphérique S 
de choc. C’est pourquoi dans la région du 
mouvement continu du gaz entre le piston et l'onde de choc la 
barotropie n'existe pas, ce qui est confirmé par la formule 


Pour une densité déterminée p la pression dans les différentes par- 
ticules peut être différente à cause de l'inégalité de l'entropie. 


Piston sphérique. On peut compliquer le problème du piston 
dans un tube cylindrique. En effet, considérons le problème sur 
l'extension d’une sphère Ë de centre immobile © dans une masse 
de gaz illimitée, primitivement au repos, de densité initiale p, et 
de pression p, (fig. 54). La vitesse d'extension de la sphère © est 
dr,/dt. Dans le cas général il se crée au sein du gaz une onde de choc 
sphérique S se propageant avec la vitesse 3 = dr.'dt, r, étant le 
rayon de l'onde sphérique S. Si © est issue d’un point (centre de 
symétrie, de sorte que pour { — O on ar, — 0) et la vitesse dr,/dt — 
— const, on peut montrer que dans ce cas la vitesse % de l'onde 
de choc est également constante. 

Le problème se résout plus facilement si l’on écrit toutes les 
équations en coordonnées sphériques et que l'on applique les sim- 
plifications découlant de la symétrie sphérique du problème (les 
caractéristiques du mouvement dépendront de deux variables indé- 
pendantes, le rayon r et le temps f). 
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Le problème du piston sphérique peut être regardé comme modèle 
de l'explosion dans l'atmosphère d'air si l’on admet que 2 enferme 
les produits d’une réaction chimique, un gaz fortement comprimé 
chassant l’air, tel un piston. Il se crée alors, dans l'air, une onde 
de choc d'air appelée onde d’explosion. Pour déterminer le mouve- 
ment de l'air entre l’onde d'’explosion $ et la surface Z derrière 
laquelle se trouvent les produits d'explosion on devra résoudre 
un problème de gazodynamique. On a établi plus haut toutes les 
équations, les conditions initiales et celles aux frontières qu'on 
exploitera pour la résolution de ce problème. 


Problème de l’explosion ponctuelle. Dans le problème du piston 
sphérique on suppose donnée la loi d'extension de la sphère 2, 
or dans le problème de l'explosion ponc- 
ÿnde de tuelle la vitesse dr,/dt de l'extension 
choc de la sphère Z séparant les produits 
| d’explosion de l’air est inconnue à l’avan- 
Point d'explosion ce. 
ÿ On peut schématiser le problème de 
Repos l'explosion dans l'atmosphère de façon 
à mettre en évidence l'effet principal 
consistant en ce que dans un petit volume 
se dégage une énergie notable transmi- 
Fig. 55. Schéma illustrant Se ensuite à l'air, il se crée alors dans 
le problème de l'explosion l'atmosphère une région sphérique d'air 
ponctuelle mobile se dilatant rapidement avec de 
brusques perturbations des champs de 
pression et de densité. On peut formuler le problème de l'explo- 
sion ponctuelle de la façon suivante. Au moment initial, dans 
une masse de gaz parfait impondérable immobile, de pression 
P. et de densité p, constantes, se dégage instantanément en un certain 
point (centre de symétrie du mouvement naissant) une énergie 
donnée Æ ; il faut déterminer le mouvement perturbé dans le cas 
le plus simple où le mouvement des particules du gaz est supposé 
adiabatique. 

Dans ce cas, tout comme dans le problème du piston sphérique, 
il se forme une onde de choc sphérique se propageant depuis le point 
d’explosion et séparant le gaz immobile de celui mobile dans le 
domaine intérieur à l'onde de choc (fig. 55). 

Toutes les caractéristiques de mouvement et d'état peuvent être 
considérées comme fonctions uniquement de r et £. Pour définir la 
distribution de ces caractéristiques du gaz suivant le rayon il faut 
résoudre le problème de l'intégration des équations non linéaires 
aux dérivées partielles suivantes exprimées en coordonnées sphé- 
riques (voir $ 3, ch. IV): 


Mouvernient 
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l'équation de continuité 
20 LR po $. pv _ 0, 


"ot ôr r 
l'équation des impulsions 
ôv ô , À Ôôp (6.30) 
eV po 


la condition d'’adiabacité 
9 P (4) P\ 
a (H) 4e (2) =0. 

En intégrant le système (6.30) il faut satisfaire aux conditions 
initiales ci-dessus, aux conditions aux limites sur le saut (l'onde 
d'explosion) étudiées précédemment ainsi qu'à la condition con- 
sistant en ce qu'à chaque instant l'énergie totale du gaz à l'inte- 
rieur de l'onde de choc sphérique est égale à la somme de l'énergie 
d'explosion Æ et de l'énergie initiale du gaz au repos à l'intérieur 
de la sphere S. 


Au $ 8 on analysera plus en détail les propriétés générales de la 
solution de ce problème *). 


Ondes de détonation et de combustion. Si, à la traversée d’une 
discontinuité, il y a variation (dégagement ou absorption) de l'éner- 
gie et de l’entropie due à quelques transformations physico-chi- 
miques (combustion, condensation, vaporisation, réactions chimi- 
ques, etc.), l'équation principale (6.8) change sa forme. On écrit 
alors au lieu de l'égalité (6.11) 


Us (Pas Vi) — U; (Pa, Va) = q*, (6.31) 


où g* est l'énergie chimique ou autre libérée à la traversée de la 
surface de discontinuité, g* => O pour la combustion ou la conden- 
sation, g* << 0 pour la vaporisation. Dans ce cas l’adiabatique 
d'Hugoniot prend la forme suivante **): 


Us (Per Ve) — U:1 (Pas Va) = + (Pa+ P2)(Vi—Ve)+g*. (6.32) 


Les sauts de détente pour g*>=>0 sont propres au front de combus- 
tion. Les sauts de compression pour g* > 0 sont caractéristiques 
des ondes de détonation. 


*) La solution complète détaillée sous forme finie est"exposée dans l'ou- 
vrage de L. Se do v. Similarity and dimensional methods in mechanics. New 
York, Academic Press, 1959. 

**) Pour une analyse plus détaillée de l’adiabatique d’Hugoniot voir: 
L. Landauet E. Lifchitz, Mécanique des milieux continus (en russe). 
Gostechizdat, 1954, et L. S e d o v, Two-dimensional problems in hydrodynamics 
and aerodynamics. New York, Wiley, 1965. 
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Problèmes du piston engendrant des ondes de détonation. On peut 
développer les problèmes précédents du piston produisant les ondes 
planes et sphériques en supposant que le saut de compression repré- 
sente une onde de détonation. Dans ce cas le gaz initialement au 
repos est un mélange explosif, de sorte que derrière le front d'onde 
on a un autre gaz (produit du mélange explosé). Dans le problème 
de la détonation du mélange on obtient, devant le piston plan en 
mouvement (entre le piston et l'onde de détonation), également un 
mouvement de translation du gaz si le piston se déplace du côté 
du gaz avec une vitesse constante suffisamment grande. Si, après 
la formation de l'onde de détonation, le piston a une vitesse peu 
élevée ou s’il s'arrête, ou bien se met à se déplacer du côté opposé, 
la solution comprendra une onde de detonation se propageant dans 
le gaz, de plus entre le piston et l'onde de choc de détonation se 
crée un mouvement continu du gaz de paramètres variables. 


Relations aux ondes de choc immobiles pour un gaz parfait. Dans 
de nombreuses applications, en particulier, dans les problèmes 
fondamentaux d'aérodynamique portant sur l'étude du mouvement 
des corps à des vitesses supersoniques constantes, on utilise le modèle 
d’un gaz parfait où dans un référentiel lié au corps en vol on considère 
un écoulement de gaz stationnaire avec les sauts de compression 
immobiles, ondes de choc. Ces applications font appel, au lieu de 
la théorie basée sur l'analyse de l'adiabatique d'Iugoniot, à la 
théorie s appuyant sur les relations ci-dessous. 

Pour un gaz parfait on a 


= 1 Pr = COPY = Tr 
= —i 5 + Const, = | ) = : 
En partant de (6.1), (6.2), (6.3) et (6.4) il est facile d'exprimer les 


quantités Ur, Uno, Pe et p, derrière le saut au moyen des quantités 
Vrys Unis Par P1 en avant du saut. On a 


— … y—1 1 a? 
Vro = Vrys Une = Uni + ) : (6.33) 
Pe — y—1 1+ 2 af 9 (6.34) 
Y—1 vu 
9 ; ao 
D 2 e — Y—1 ai 
P2 = y 1 Paie | 1 2y vèl Î: 


Les vecteurs v, et v%, définissent un plan x coincidant avec celui 
passant par la normale à la surface du saut et par la direction de la 
composante v.,,. Traçons dans le plan x les axes cartésiens et dési- 
gnons par $ l'angle d'inclinaison de l'élément de l’onde de choc dans 
le plan x par rapport à l'axe des x, par 8 l'angle d’inclinaison de 
Ja vitesse par rapport à l'axe des x, par «#, v les composantes de la 
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vitesse. On a évidemment les égalités suivantes : 
VU. =|v|cos(f—68) —ucosB+vsinf, 
| (6.35) 
Un =|v|sin(B—6)=—usinf—vcosf$. 


Choisissons les axes de coordonnées de telle sorte que pour le 
point considéré de l'onde de choc la direction de l'axe des zx coïncide 
avec celle de la vitesse ®&, (1 #, | = u,. v, = 0). Remplaçons dans 
(6.33) v, et v, par u, v et B; en éliminant $ à l’aide de (6.35) on 
obtient définitivement 

2 a? 
RER PCA 
v°—(u SE 
: | . 2 a? : 


Yi 1 ui 


(6.36) 


Uj —Uo +- 


La polaire de choc est une hypocissoïde. Dans le plan de l’hodo- 
graphe de la vitesse ®, (u,, v.) où l’on porte en axes de coordonnées 
respectivement u, et v, (ce plan cor- 
respond au plan x), l'équation (6.36) 
détermine une courbe appelée polaire  », 
de choc. Cette courbe est une hypo- 
cissoïde (fig. 56). 

A chaque valeur de l’angle d'incli- 
naison 6, de la vitesse, derrière le front 
du saut sur la polaire de choc, corres- 
pondent trois valeurs de la vitesse: 
les points À, B, C. Il découle de la 
condition de continuité de la com- 
posante de vitesse tangente au saut- 
que la direction du saut définie par B 


s obtient comme celle de la perpendi- 
culaire abaissée de l'origine des coor- 
données © sur la droite passant par 


Fig. 56. La polaire de choc est 
une hypocissoïde. O D est une 
direction de l'onde de choc, OB 
le vecteur vitesse en aval du 


le point O, el par un point sur l’hypo- saut, OO, le vecteur égal à la 


cissoïde correspondant à la vitesse vitesse du gaz en amont du 
derrière le saut; sur la figure ce der- saut 


nier point est représenté par B. Il est 
évident que pour un saut correspondant au point C on a l'inégalité 


Un — Uno — Un! ed 0. 


11 résulte de (6.10) que cette valeur de la vitesse correspond à un 
saut de détente. Les sauts représentés par les points des branches 
de l’hypocissoïde tendant vers l'infini ne sont pas physiquement 
réalisables ; on doit donc rejeter ces branches. 

La direction des sauts d'amplitude infinitésimale est obtenue 
lorsque le point B tend vers le point O, el la droite O,B se transforme 
en une tangente à l'hypocissoïide en point ©,. 
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Sauts de compression droit et oblique. Les sauts dont la vitesse 
v, est perpendiculaire au front d'onde sont dits droits; au cas con- 
traire les sauts sont dits obliques. 


Rotation du vecteur vitesse dans les sauts de compression obliques- 
Si le saut n’est pas droit, le vecteur vitesse d’une particule traver- 
sant le saut tourne de façon à s'approcher de la direction de la tan- 
gente au saut. 

La rotation de la vitesse atteint son maximum, 60, — 6, max; 
au point Æ où la droite issue du point © est tangente à l’hypocissoïde 
(voir fig. 96). Au point Æ correspond une vitesse subsonique, proche 
de la vitesse du son. Sur la figure 56 on a tracé en pointillé une cir- 
conférence correspondant à la vitesse égale à celle du son, | #, | -- 
— Ver = @2 *). Cette circonférence coupe l'hypocissoïde au point F. 
La valeur de la vitesse | v, | derrière le saut est supersonique pour 
un point B situé à droite du point F et subsonique pour un point À 
à gauche du point F et aussi pour un point B compris dans l'inter- 
valle EF petit. Il découle des formules (6.33) que 


Fe: v—1 1 _ 
O0) te8 (+ pme) (639 


M désignant une grandeur sans dimension v/a = M et M, = v,'a, 
(ui = | 2 |). 

La grandeur M est appelée nombre de Mach. Pour les mouvements 
supersoniques M >1, pour les mouvements subsoniques M < I. 
D'après (6.37) la valeur de l’angle de rotation de la vitesse Ô — 
— (0, — 6,) (sur la figure 56 c'est simplement 6.) dépend du nombre 
M, et de l'angle $. L'’angle de rotation ômax le plus grand possible 
ne dépend que du nombre de Mach M du flux incident. La figure 57 
donne le graphique de ômax en fonction du nombre de Mach M.. 


Ecoulement supersonique autour des dièdres rentrant et saillant. 
Les conditions aux sauts de compression obliques permettent 
d'obtenir directement les solutions du problème sur l'écoulement 
de translation supersonique autour des dièdres rentrant et saillant 
(fig. 58). 

On comprend facilement que les schémas des écoulements de la 
figure 58 satisfont à toutes les conditions des problèmes relatifs à 
l'écoulement autour des dièdres rentrant et saillant. 

I1 découle cependant des résultats précédents que ces problèmes 
n'admettent de solution que si les angles 6, 6, et Ô, pour un nombre 
de Mach donné du flux incident sont intérieurs ou égaux à l'angle 


Ômax (Mi). 


*) On peut montrer que, les paramètres du milieu devant le saut étant don- 
nés, la vitesse critique (vitesse égale à la vitesse du son locale) ne dépend pas 
de l'angle d'inclinaison du saut. 
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Si cette condition est remplie, les schémas indiqués d'écoulement 
sont admissibles. 

Toutefois, lorsque 6 << ômax, Chacun de ces problèmes admet 
deux solutions avec les directions différentes de l’onde de choc; 
à la traversée de celles-ci il se produit une rotation du vecteur vitesse 


Onde de choc Onde de choc 


{0 45 20 30 40500M Onde de choc 


Fig. 57. Angle de ‘rotation maxi- fig. 58. Ecoulement autour d'un dièdre 
mal de la vitesse à la traversée du rentrant et autour d'un coin disposé 
saut en fonction du nombre de asymétriquement par rapport à la vitesse 
Mach. Le graphique est établi du courant incident 

pour y = 1,4 


nécessaire à assurer les conditions de l'écoulement, mais les valeurs 
de cette vitesse derrière l'onde sont différentes. Sur la figure 56 
à ces deux solutions correspondent, par exemple, les points B et À. 
En pratique, dans le cas des corps min- 
ces l'écoulement est celui à onde de choc en 
faible incidence avec une grande vitesse 
derrière le saut correspondant au point B. 
Cette solution théorique pour les dièdres U, 
rentrant et saillant est en bon accord avec 
les données des expériences sur l'écoule- 
ment supersonique autour des corps minces 
pointus. 
Fig. 59. Ecoulement 
Ecoulement avec une onde de choc déta- 2utour d'un coin à grand 
ue angle d'ouverture. L onde 
chée. Si l'angle Ô=>Omax, l'écoulement Ge choc est formée à une 
d’après les schémas de la figure 58 est certaine distance devant 
impossible. Dans ce cas devant le corps le coin fini 
se forme une onde de choc courbée 
(fig. 59). La distance AO du point anguleux du corps jusqu'au som- 
met de l’onde de choc est proportionnelle aux dimensions linéaires 
du corps et dépend de l’angle d'ouverture du dièdre et du nombre M.. 
Lorsque ! — co, l’onde de choc s’en va à l'infini aval et devant le 
dièdre le mouvement du gaz est subsonique. 
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Pertes d’énergie mécanique dans les sauts. En conclusion de ce 
paragraphe notons que l'apparition des sauts dans les écoulements 
adiabatiques est liée à des pertes irréversibles d'énergie mécanique 
disponible conditionnées par l'accroissement de l’entropie. 

On peut écrire pour l'énergie interne d'un gaz parfait 


Y=1 8—Sa 


U = cyT + const = cyTo (=) d er + const. 


Considérons l'énergie interne de quelques états caractéristiques 
avant et après le saut (états obtenus en freinant adiabatiquement 
le gaz jusqu'à v = 0) *). Désignons les pressions et les températures 
de ces états avant et après le saut (pressions et températures du 
freinage) respectivement par pf, p2, T; et 7». 

Si la traversée du saut par les particules du milieu ne s’accom- 
pagne ni de réactions chimiques ni de transformalions de phase 
(c'est-à-dire que l’on a g* = 0 dans l'égalité (6.31)), il résulte de 
(6.4) pour un gaz parfait que 

Ti = T2. 
Donc 


8; —80 V7 


82-89 vy—1 82—51 
e ©P p\ 


—e ‘P p, Ÿ , où (E) ? =e CP 

S'il y a des pertes irréversibles, s, — 5, >> 0. D'où p?< p*. 
Il en résulte que le gaz ayant traversé le saut a une pression plus 
petite en état de repos et donc sa capacité de travail (utilité tech- 
nique) diminue. 

En analysant l’adiabatique d'Hugoniot on voit que l’accroisse- 
ment de l’entropie et, par conséquent, les pertes augmentent avec 
l'augmentation de l'intensité du saut de compression caractérisée 
par la différence de pression ps — pi. 

Pour un nombre donné de Mach M,, l'intensité d’un saut droit 
dans un flux incident est maximale. Les pertes d’un saut oblique 
sont toujours moindres que dans un saut droit **) . 


y— 1 
Y 


$ 7- Dimensions des grandeurs physiques. Théorème des produits 
des puissances 


Invariance des relations physiques par rapport au choix du système 
de coordonnées. En établissant les équations et en effectuant les 
calculs numériques concrets il est nécessaire d'introduire et d’exploi- 


*) Voir ch. VIII, $ 5, tome II. 

**) Une théorie plus détaillée traitant des pertes dans des sauts de compres- 
sion est exposée dans le livre cité de L. Se d o v. Two-dimensional problems in 
hydrodynamics and aerodynamics. New York, Wiley, 1965. 
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ter divers systèmes de coordonnées. Ces derniers peuvent être arbi- 
traires dans le cas général. Toutefois, dans de nombreuses applica- 
tions le choix des systèmes de coordonnées est dicté par des raisons 
de la simplicité et de la commodite des calcules ou de l'analyse 
des résultats numériques. L’arbitraire possible dans le choix des 
axes de coordonnées introduit par les modes de description adoptés 
des phénomènes étudiés ne provient pas de l’essentiel de ces derniers. 
Par conséquent, les différentes équations traduisant certains pro- 
priétés et effets physiques doivent être invariantes par rapport 
aux systèmes de coordonnées choisis. 


Nature tensorielle des équations physiques. Cela explique le fait 
que toutes les équations et les relations complémentaires établies 
plus haut ont la forme d'équations scalaires, vectorielles ou, en 
général, tensorielles. C’est là qu'il faut chercher la raison de ce 
que la plupart des caractéristiques du mouvement et de l'état ont 
une nature tensorielle invariante. C'est pour cette raison qu'il 
est nécessaire de développer et d'exploiter le calcul tensoriel et 


d'exprimer toutes les relations physiques sous forme tensorielle 
invariante. 


Grandeurs dimensionnées. D'autre part, la définition et la donnée 
de différentes grandeurs, caractéristiques d'un milieu, d'un champ 
ou d'une transformation telles que la densité, l'énergie, la vitesse, 
la charge, etc., à l’aide de nombres impliquent l’utilisation des 
unités de mesure déterminées dont le choix dépend également du 
chercheur. 

Les quantités dont les valeurs numériques dans les problèmes 
étudiés dépendent du choix des unités de mesure sont appelées 
grandeurs dimensionnées. Par exemple, l'énergie peut être mesurée 
en kilogrammètres, en joules, en calories, en tonnes de charbon ou 
en kilogrammes d'uranium, en francs et encore en maintes autres 
unités de mesure. Les nombres correspondants définissant la valeur 
numérique de l'énergie dépendent essentiellement du choix des 
unités de mesure. 

Les opérations sur un grand nombre de diverses caractéristiques 
liées entre elles par toute sorte de définitions et d'équations con- 
duisent à constater que les unités de mesure des différentes caracté- 
ristiques sont, en général, liées entre elles. Par exemple, l'unité 
de mesure de la vitesse v — ds/dt est liée à celles de longueur ds 
et de temps dt. 


Unités de mesure de base (fondamentales). En même temps que 
des unités de mesure dérivées on doit envisager les unités de base, 
unités indépendantes introduites par voie expérimentale à l’aide 
des conditions spéciales théoriquement arbitraires en général. 
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Ainsi, par exemple, on introduit par les méthodes connues des unités 
de mesure de base (fondamentales) de longueur, de temps et de 
masse. 

Les grandeurs dont les unités de mesure sont établies par l’expé- 
rience à l’aide des étalons sont appelées, par convention, grandeurs 
de base ou fondamentales. Leurs unités de mesure sont également 
appelées unités de base ou fondamentales. 


Unités de mesure dérivées. Les unités de mesure définies au 
moyen des unités fondamentales sont appelées unités de mesure 
dérivées. 


Systèmes d’unités de mesure. Diverses grandeurs peuvent servir 
à l'établissement des unités de base. Dans différents domaines 
d'application on construit les systèmes d'unités en partant des 
unités de base différentes, le choix de telles ou telles unités étant 
dictée par la commodité d'emploi. C'est ainsi qu'apparurent les 
différents systèmes d'unités et, en même temps, se posa le problème 
de conversion des unes unités en les autres. 

Sont utilisés les systèmes d'unités suivants : CGS dont les unités 
de base sont le centimètre, le gramme, la seconde; MKS ayant pour 
unités de base le mètre, le kilogramme-force et la seconde *), SI 
qui a comme unités de base le mètre, le kilogramme, la seconde, 
l'ampère, le degré Kelvin, la candela, ainsi que d'autres systèmes 
d'unités. 

En mécanique (et généralement en pratique) on ne se sert souvent 
que de trois unités de base (c’est le cas, par exemple, des sys- 
tèmes d'unités CGS et MKS), les unités de toutes les autres gran- 
deurs, y compris les caractéristiques du champ électromagnétique, 
étant considérées comme unités de mesure dérivées. 

Une fois les unités de base établies, les unités de mesure des 
autres grandeurs dimensionnées s'obtiennent automatiquement à 
partir des définitions de celles-ci. 


Formule de dimension. L'expression d’une unité dérivée au 
moyen des unités de base s'appelle dimension. La dimension s'écrit 
sous forme d'une formule. Dans le système CGS les formules de 
dimension contiennent trois arguments: les symboles de l'unité 
de longueur L, de l'unité de temps T et de l'unité de masse M. Par 
exemple, le symbole de l'unité de force s'écrit sous la forme 


ML 
= #7 = MLT?. 


*) Nous supposons ici que le lecteur connaît, du cours général de physi- 
que, les définitions des unités de base, c'est-à-dire qu'il connaît ce que c’est une 
seconde de temps, etc. 
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Dans le système CGS les formules de dimension de toutes les 
grandeurs physiques représentent les monômes de puissance de la 
forme *) 


N = LiT'Mr, (7.1) 


où les exposants /, t, m sont des nombres réels, entiers ou fraction- 
naires. 
Dans le système MKS les formules de dimension s'écrivent 


N=L'T*K", (7.2) 


où L,, {, et X\, sont des exposants correspondants des dimensions. 

Le passage des formules (7.1) aux formules correspondantes (7.2) 
s'effectue en remplaçant le symbole M dans (7.1) par le symbole K 
d'après la relation M = KT°L”i. 

Les formules de dimension permettent de déterminer les facteurs 
numériques d'échelle servant à calculer les caractéristiques corres- 
pondantes lorsque les unités de base changent. 

Si l’on passe des unités données de longueur L, de temps T et 
de masse M aux nouvelles unités dont l’unité de longueur est @ 
fois plus petite, de temps $ fois et de masse y fois plus petites, alors 
la nouvelle unité de mesure d’une grandeur N ayant la dimension 
(7.1) sera plus petite que celle initiale de 


alpy7 (7.3) 


fois. Cela permet d'établir aisément les échelles de passage pour les 
unités de mesure dérivées lorsque les valeurs des unités de base 
changent. 


Nombre d'unités de base. Le nombre d'unités de base peut dé- 
passer trois. Par exemple, dans de nombreuses questions de la dyna- 
mique des gaz et de la thermodynamique on utilise habituellement, 
en plus du mètre, du kilogramme et de la seconde, comme unités 
de base déterminées par voie expérimentale l'unité de température: 
le degré Celsius ou le degré Fahrenheit, etc., et l'unité d'énergie 
calorifique: la calorie ou la grande calorie. Ainsi donc on peut 
introduire et appliquer des systèmes d'unités à cinq unités de base. 
On conçoit des systèmes d'unités où les unités de base sont celles 
des grandeurs électromagnétiques, etc. Dans ces cas les formules de 
dimension représentent des monômes de la forme (7.1) à un nombre 
plus grand d'arguments. 


*) La théorie détaillée des dimensions ainsi que la justification de la for- 
mule de dimension (7.1) sont exposées dans l'ouvrage cité de L. S e d o v, Simi- 
larity and dimensional methods in mechanics. New York, Academic Press, 1959. 
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Possibilité d'augmenter le nombre d’unités de base. D'une façon 
générale, on peut concevoir des systèmes à un nombre arbitraire 
d'unités de base. En particulier, on peut choisir à partir de l’expeé- 
rience les unités de mesure indépendantes de longueur, de temps 
et de vitesse, mais dans ce cas la formule de la vitesse doit s’écrire 
sous la forme 

ds 

V= ke ; (7 4) 
où k est une constante dimensionnée, dépendant du choix des unités 
de mesure de v, ds et dt. Si l’on admet que # est une constante numé- 
rique absolue (c’est-à-dire la même dans tous les systèmes d'unités 
utilisés), égale ou non à l'unité, il en découle que les unités de mesure 
de v, ds et dt sont dépendantes les unes des autres dans tout système 
d'unités. 

Cette condition est généralement admise en pratique. 

Si l'on considère la relation 


T-énergie calorifique = énergie mécanique, 


on peut choisir séparément des unités de mesure indépendantes 
pour l'énergie calorifique, par exemple, la calorie, et pour l'énergie 
mécanique, par exemple, le kilogrammètre. Dans ce cas les équations 
et les formules renfermeront la constante 7, équivalent mécanique 
de la chaleur, ayant pour dimension 


kil èt 
= (7.5) 


La constante « physique » Z est analogue à la constante 4 dans (7.4). 


Possibilité de diminuer le nombre d'unités de base. La constante 7 
peut être regardée comme une constante dimensionnée pour les 
unités de mesure indépendantes d'énergies mécanique et calorifique 
ou comme une constante d'échelle, sans dimension, si les unités de 
mesure d'énergies calorifique et mécanique se distinguent unique- 
ment comme celles de mesure d'une même grandeur telles que, par 
exemple, le pied et le mètre. De façon analogue on peut envisager 
l'équation fondamentale de la physique 


E = mc (7.6) 


où E est l'énergie, m la masse, c la vitesse de la lumière dans le vide. 
Si l’on adopte, dans (7.6), que c est une constante universelle qu'on 
peut prendre égale à l'unité dans la classe des systèmes d'unités 
admis tout comme la constante k dans (7.4), alors les différentes 
unités de mesure possibles d'énergie et de masse se trouvent dépen- 
dantes les unes des autres (semblablement aux unités de mesure de 
v, ds et dt dans (7.4) pour k = 1). 
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En se guidant de ces réflexions on peut réduire le nombre d’uni- 
tés de base. En fixant la constante universelle dimensionnée f de la 
loi d'attraction universelle 


F=f., (7.7) 


on obtient une relation complémentaire entre les unités de mesure 
de masse, de temps et de longueur. 

Par cette méthode on peut établir divers systèmes d'unités à 
un nombre différent d'unités de base. En particulier, il est possible 
de concevoir un système d'unités de mesure universelles où les 
unités de mesure de toutes les grandeurs seraient fixées une fois 
pour toutes et pour cette raison toutes ces grandeurs seraient regar- 
dées comme des nombres sans dimension. 


Relativité des notions de grandeurs dimensionnées et sans dimen- 
sion. Les notions de grandeurs dimensionnées et sans dimension 
(abstraites) sont relatives. La signification de cette affirmation est 
la suivante. Lors de l’étude d’un ou de plusieurs phénomènes on 
introduit des Caractéristiques constantes ou variables des processus 
et des corps. Pour obtenir les valeurs numériques on se sert effecti- 
vement, de façon explicite ou implicite, ou l’on admet l'existence 
éventuelle d'un ensemble de systèmes d'unités de mesure 

La quantité dont la valeur numérique dépend du choix du système 
d'unités dans l’ensemble de systèmes d'unités admissible est appelée 
grandeur dimensionnée. La quantité dont la valeur numérique est 
la même dans tous les systèmes d'unités appartenant à cet ensemble 
de systèmes est appelée grandeur sans dimension ou abstraite. 

Par exemple, on peut faire correspondre à un angle, être géomé- 
trique, les différents nombres : ie nombre de radians, de degrés, de 
fractions de l'angle droit, etc. Il en résulte que l’angle est une gran- 
deur dimensionnée si l’on inclut dans l’ensemble des systèmes d’uni- 
tés admis les systèmes ayant les différentes unités de mesure d'angle. 
Si, toutefois, on se borne à considérer les systèmes où l’angle n’est 
mesuré qu'en radians, on peut alors envisager l’angle comme gran- 
deur sans dimension, abstraite. Ce point de vue est fréquemment 
adopté en pratique. 

De façon analogue, n'importe quelle autre quantité (par exemple, 
le temps, la longueur) peut être considérée comme grandeur sans 
dimension si l’on utilise pour l'étude de certaines questions un 
ensemble de systèmes d'unités tel que tous les systèmes d'unités 
qui en font partie possèdent pour la mesure de cette quantité une 
même unité. Dans les applications il est commode de concevoir 
l'angle comme grandeur sans dimension, pour la longueur cette con- 
ception est incommode. Cela s'explique par le fait que les systèmes 
géométriquement semblables ont les mêmes angles correspondants, 
mais des longueurs correspondantes différentes. 
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Apparition des constantes physiques dimensionnées parmi les 
arguments des fonctions analysées. Il résulte de ce qui suit qu'il 
est utile, dans certains cas, d'augmenter le nombre d'unités de 
mesure de base. 

Toutefois cet avantage disparaît lorsque l'augmentation du 
nombre des unités de base donne naissance à des constantes physi- 
ques complémentaires du type de l'équivalent mécanique de chaleur 
I, ou de la vitesse de la lumière c, ou de la constante de gravitation f, 
essentielles pour un problème étudié. De telles constantes entre- 
ront dans les équations des processus et dans d’autres conditions 
du problème ; il faut les considérer comme paramètres de définition 
et inclure aux arguments des relations fonctionnelles étudiées. On 
montrera plus bas que l'augmentation du nombre d'unités de base 
ne conduit pas dans le cas général aux simplifications supplémentai- 
res. Tout de même on en tire profit lorsque les considérations phy- 
siques supplémentaires suggèrent que de telles constantes (du type 7 
ou f) ne sont pas essentielles dans les relations fonctionnelles en 
question. 

On voit donc que le système standard d'unités avec des cons- 
tantes fixes Z, c et f n’est pas avantageux et n’est pas applicable 
dans beaucoup de problèmes techniques et physiques. 


Utilité éventuelle de l’application de divers systèmes d’unités de 
mesure. On constate que dans certains domaines scientifiques ap- 
paraît une tendance vers l'unification et l’introduction administra- 
tive d’un système universel d'unités de mesure. Fréquemment cela 
s'avère efficace et utile, mais dans le cas général la pratique de 
rattacher un système d'unités aux constantes physiques ou condi- 
tions physiques déterminées paraît artificielle. Au contraire, la 
possibilité même d'utiliser des systèmes d'unités arbitraires et 
l'indépendance des lois étudiées du choix du système d'unités pour- 
raient être de grande utilité. D'où l'intérêt de développer, à côté 
d'un système d'unités unique, la théorie des classes variées et arbi- 
traires d'unités de mesure qui pourrait être mise à la base des métho- 
des fructueuses de l’expérience et de la théorie. 

Dans ces questions il y a une analogie complète entre le choix 
des systèmes d'unités et celui des systèmes de coordonnées et des 
Systèmes de référence en général. Il est bien possible de fixer un 
même système déterminé de référence universel auquel on rattache- 
rait tous les phénomènes étudiés. Pourtant la possibilité même 
d'utiliser divers systèmes de référence et d'en choisir spéciaux, 
‘Caractéristiques pour des problèmes concrets, représente en physique 
une base aux méthodes fructueuses de recherche. Plus est, l'hypothèse 
fondamentale de la physique de l’invariance des lois physiques par 
rapport aux systèmes de coordonnées et aux systèmes de référence 
{par exemple, aux systèmes de référence d'inertie) est, en un certain 
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sens, une autre interprétation des lois physiques universelles telles 
que la loi de conservation de la quantité de mouvement, celle de 
conservation de l’énergie et celle de conservation du moment ciné- 
tique. 

L'invariance universelle des lois physiques par groupes de trans- 
formation de Galilée ou de Lorentz est complétée, dans certains 
problèmes, de l’invariance des relations fonctionnelles étudiées par 
groupe de transformation de similitude, invariance découlant de la 
possibilité de conserver toutes les équations et les conditions supplé- 
mentaires lors d’une transformation de similitude équivalente au 
passage d’un système d'unités de mesure à un autre. 


Théorème des produits des puissances. Considérons, maintenant, la 
structure des relations fonctionnelles entre les grandeurs dimen- 
sionnées, en général, qui traduisent les régularités physiques inva- 
riantes par rapport aux systèmes d'unités. 

Soit a une certaine grandeur dimensionnée ou sans dimension, 
fonction des quantités mutuellement indépendantes a,, a, .. 


°7 LATE 

grandeurs, en général, dimensionnées : 
a — Î (a, Œo) . Qu, An+1: . + «3 An). (7.8) 
Certaines grandeurs &;, @+, ..., 4, peuvent, dans le processus 


considéré, être constantes, d’autres variables. En ce qui concerne 
ces dernières, supposons soit qu’elles different de zéro ou de l'infini, 
soit que la fonction (7.8) demeure continue lorsque les arguments 
correspondants deviennent nuls ou infinis. 

Admettons que les arguments de la relation fonctionnelle (7.8) 
renferment foutes les constantes et les variables, dimensionnées ou 
sans dimension, dont dépendent les valeurs de la grandeur consi- 
dérée a. 

Déterminons maintenant la structure de la fonction f de (7.8) 
en supposant que celle-ci traduit une certaine loi physique indé- 
pendante du système d'unités choisi. 

Supposons que parmi les grandeurs @,, &, ..., a, les k premiè- 
res (k < n) ont les dimensions indépendantes (le nombre d'unités 
de base doit être supérieur ou égal à ). 

L'indépendance des dimensions signifie que la formule de dimen- 
sion d'aucune de ces grandeurs ne peut être exprimée par un monôme 
de puissances composé des formules de dimension des autres gran- 
deurs. Par exemple, les dimensions de longueur L, de vitesse L/T 
et d'énergie ML?/T*° sont indépendantes; celles de longueur L, de 
vitesse L/T et d'accélération L/T° sont dépendantes. 

Généralement, le nombre de grandeurs mécaniques indépendantes 
ne dépasse pas trois. Supposons que k soit un nombre maximal de 
paramètres dimensionnés indépendants, alors les dimensions des 
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grandeurs @, Gu+ys + - +» An S'eXpriment par celles des paramètres 
js os « « +9 AR 
Adoptons les k grandeurs &,;, &,, ..., a, dimensionnées indé- 
pendantes comme grandeurs fondamentales et désignons leurs dimen- 
sions par 
[al = À,, [al = 4,,..., (al = A4. 


Les dimensions des autres grandeurs seront 
[a] = 41142? ... Ar*, 


[ans] = 411427... A?, 


[an] = 41142 ... A. 


Affectons maintenant les unités de mesure des grandeurs a;, 
Ge, + - +, ax de coefficients respectifs @1, @+, . . ., @; les valeurs 
numériques de ces grandeurs ainsi que des @, Gp+1, . .- ., 4 dans 
un nouveau système d'unités seront respectivement 

m4 


ai, a’'=a ia... aka, 


; r Pin P P 
A2 — Œoles Ah+1 — œ,tæ.? …. d,* A+, 


Ah = Ghah, An = Qi ... UkGn. 
Rapportée à ce nouveau système d'unités la relation (7.8) aura 
pour expression 


’ My M MN. Ma M m 
a'=a;ia,?...a@, ka=@, 1,2... hf (@, Ge, ..., An) = 


p P 
— f (QG, Led, ..., Anap, A1? . . . MR Gp, - « 


..., Mid... ŒkGn). (7.9) 
Cette égalité montre que la fonction f possède la propriété d’homo- 
généité par rapport aux unités de mesure des grandeurs &;, &, ... 
+ Ah. 
Définissons les quantités &,, &, ..., &, de façon à réduire le 
nombre de variables indépendantes dont dépend la fonction f. 
Posons 


Pour ce choix des échelles &;, &,, . .., &: on obtient que les valeurs 
des À premiers arguments du second membre de (7.9) sont égales 
à 1 indépendamment des valeurs numériques des grandeurs 4,, 


$ 7] DIMENSIONS DES GRANDEURS PHYSIQUES 439 


Goy - +: AR *). Ainsi donc, en se servant du fait que la relation 
(7.8) est indépendante, par hypothèse, du choix du système d'unités 
de mesure, on essayera de trouver un système d'unités de mesure 
tel que les À arguments de la fonction f aient des valeurs constantes 
fixes égales à l'unite. 

Dans ce système d'unités relatif les valeurs numériques des 
paramètres @, Œp+j + + > Un SOnt définies par les formules 


a 
= My Mo m3, ? 
F1 2 CCR 
ne Gh+1 
Ils P4 Po PR” 
aa do CE] a 
a 
I, 2 
A22 BR” 
ne ur 
OÙ €, dj, Us, - - ., An SOnt les valeurs numériques des grandeurs 


considérées dans le système primitif d'unités de mesure. 

Il est aisé de voir que les II, IL, ..., I1,_, ne dépendent pas 
du système primitif d'unités de mesure vu que leur dimension est 
aulle par rapport aux unités de mesure À,, 4, ..., Ag. Il est 
également évident que les quantités Il, IL, . .., [1,_, ne dépen- 
dent point du choix du système des unités de mesure au moyen 
desquelles sont exprimées les À unités de mesure des quantités 
js os + - +, 4x de dimensions indépendantes. Par conséquent, les 
quantités II, Il,, ..., Il,_, peuvent être regardées comme adi- 
mensionnées. [l s'ensuit que dans tout système d'unités de mesure 
la relation (7.8) peut se représenter sous la forme 


fl ss: LL é sn) (7.10) 
k 

où II Jet tous les arguments de la fonction f sont sans dimension. 
Ainsi donc, la relation indépendante du choix du système d'uni- 
tés de mesure entre les nr + 1 grandeurs dimensionnées a, a, ... 
... An dont # ont les dimensions indépendantes peut être repré- 
sentée sous forme d’une relation entre les r + 1 — k quantités 
II, IL, ..., Il,_x combinaisons sans dimension des n + 1 gran- 
deurs dimensionnées. Ce résultat général de la théorie des dimensions 
est connu sous le nom de théorème des produits des puissances. 
Si une certaine quantité sans dimension est fonction de plusieurs 
grandeurs dimensionnées, cette fonction ne peut dépendre que des 


*) Pour simplifier, nous admettons que les paramètres a, a2, . .., ap 
sont finis et non nuls. I] est évident que les résultats qui suivent s'étendent au 
cas où les arguments a;, az, . .., a, admettent pour valeurs zéro ou l'infini, 
si seulement la fonction f reste continue dans ces domaines. 
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combinaisons sans dimension de toutes les grandeurs dimensionnées 
qui la définissent. 

Il est évident que dans la relation (7.10) le système des paramè- 
tres sans dimension Il, Il,, ..., I1,_, peut être remplacé, en 
changeant la forme de la fonction f, par un autre système de para- 
mètres sans dimension, fonctions des 7 — X paramètres mentionnés. 

Il est aisé de voir que des r7 paramètres a,, &, ..., a, dont X 
au plus sont de dimensions indépendantes, il est impossible de com- 
poser plus de z — k combinaisons sans dimension indépendantes. 
Ceci découle immédiatement des raisonnements ayant servi à déduire 
la relation (7.10), si l’on choisit pour a n'importe quelle combinaison 
sans dimension définie par les grandeurs a, a, ..., a. 

Toute relation physique entre les grandeurs dimensionnées peut 
se formuler comme celle entre les grandeurs sans dimension. D'où 
l’intérèt de l’application de la méthode de la théorie des dimensions 
à l'étude des problèmes physiques. 

Plus le nombre de paramètres définissant la grandeur étudiée 
est petit, plus la forme de la relation fonctionnelle est restreinte, 
plus la recherche est simple. En particulier, si tous les paramètres 
de définition ont des dimensions indépendantes, alors, la théorie 
des dimensions aidant, on peut définir cette dépendance complè- 
tement à un facteur constant près. 

En effet, si z = *, on ne peut pas construire une combinaison 
sans dimension à partir des paramètres @j, Go, . . ., Un, il s'ensuit 
que la relation fonctionnelle (7.10) peut être représentée sous la 
forme 

m 


a=Cajia;t...ann, 
où C est une constante sans dimension et les exposants M, Mo, . .. 
.., M Se définissent aisément à l’aide de la formule de dimension 
pour a. La constante C s'obtient soit par l'expérience, soit par voie 
théorique, en résolvant le problème mathématique correspondant. 

Il va de soi que l'utilité de la théorie des dimensions est d'autant 
plus grande que plus grand est le choix des unités de mesure de base. 

On a vu plus haut que le nombre des unités de base peut être 
choisi arbitrairement; toutefois, l'augmentation du nombre des 
unités de base entraîne l'apparition des constantes physiques supplé- 
mentaires parmi les paramètres de définition. En augmentant le 
nombre des unités de base nous augmentons le nombre des paramèé- 
tres de définition; dans le cas général la différence n + 14 — k, 
égale au nombre de paramètres sans dimension, arguments de la 
relation physique étudiée, demeure invariable. 

L'augmentation du nombre des unités de base ne s'avère utile 
que dans le cas où il vient des hypothèses physiques supplémentaires 
que les constantes physiques apparaissant avec l'introduction de 
nouvelles unités de base ne sont pas significatives. Par exemple, si 
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l'on étudie un phénomène lié à des transformations thermiques et 
mécaniques, alors pour la mesure de la quantité de chaleur et de 
l'énergie mécanique il est possible d'utiliser deux unités de base 
différentes, la calorie et le joule, mais en même temps il est néces- 
saire d'introduire la constante dimensionnée J, équivalent mécani- 
que de la chaleur. Supposons maintenant que nous étudions le 
phénomène de la conduction de chaleur dans un fluide parfait in- 
compressible en mouvement. Dans ce cas, la transformation de la 
chaleur en énergie mécanique et inversement n'ayant pas lieu, les 
processus Calorifique et mécanique qui s’y déroulent ne dépendent 
pas de la valeur de l’équivalent mécanique de la chaleur. Si même 
on était en mesure de modifier la valeur de l'équivalent mécanique 
de la chaleur, les valeurs des grandeurs caractéristiques n'en auraient 
pas changé. Donc, dans le cas considéré la constante Z n’entrera 
pas dans les relations physiques et l'augmentation du nombre des 
unités de base permettra d'obtenir, à l’aide de la théorie des dimen- 
sions, une information importante complémentaire. 


$ 8. Paramètres définissant une classe des phénomènes. 
Exemples typiques des applications 
de la théorie des dimensions 


Mise en évidence des paramètres de définition à partir de la posi- 
tion mathématique du problème. Les applications de la théorie des 
dimensions se basent sur l'emploi dans les problèmes étudiés du 
théorème des produits des puissances. Aussi faut-il énumérer les 
arguments — paramètres de définition — de la fonction du type (7.8). 

En thermodynamique, ch. VI, on a fait connaissance avec la 
notion de système des paramètres de définition caractérisant l’état 
et le mouvement d'une petite particule matérielle. Maintenant il 
s’agit d'établir un système de paramètres de définition découlant 
de la position des problèmes d’une classe déterminée et décrivant 
complètement pour un milieu donné chaque problème concret pris 
dans son ensemble. 

La position d'un problème commence par le choix du modèle 
ou d’un système de modèles des milieux continus et par la schémati- 
sation des propriétés des solutions cherchées. On tient compte des 
conditions de symétrie et l’on choisit des systèmes de coordonnées 
appropriés. En même temps on établit le système d'équations, le 
système et la classe des fonctions cherchées et les variables indépen- 
dantes. 

La liste des paramètres de définition doit contenir les variables 
indépendantes (par exemple x, y, z, t) et les constantes physiques 
du type des coefficients de conduction thermique, de viscosité, du 
module d'élasticité, etc. En outre, pour une classe donnée de problè- 
mes on doit inclure au nombre des paramètres de définition les 


442 POSITION DES PROBLÈMES [CH. VII 


caracteristiques données, dimensionnées ou non, du domaine 
occupé par le milieu en mouvement. Enfin il faut décrire et inclure 
au nombre des paramètres de définition les quantités fixant les 
fonctions données par les conditions aux limites et initiales. 

Lorsque le problème étudié est formulé mathématiquement, on 
peut aisément composer la table des arguments des fonctions (7.8) 
traduisant les lois physiques à établir. Telle est la marche à suivre 
pour obtenir le système des paramètres de définition, une fois le 
problème mathématiquement posé. 

Les paramètres de définition représentent toutes les données 
dont on a besoin pour calculer les fonctions cherchées par les diffé- 
rentes methodes, y compris sur les machines calculatrices. 

Si l'on se propose à résoudre le problème par voie expérimentale, 
il faut également donner de façon explicite et énumérer tous les 
paramètres de définition. C’est la condition indispensable pour que 
l'expérience puisse être reproduite et l’on puisse comparer les résul- 
tats des différentes expériences. 


La position mathématique du problème n’est pas nécessaire pour 
établir la table des paramètres de définition. En établissant la table 
des paramètres de définition il n’est pas, en général, obligatoire de 
suivre la méthode ci-dessus basée sur la position mathématique du 
problème. 

On peut écrire le système des paramètres essentiels même dans 
les cas où l’on ne connaît en général ni le système d'équations, ni 
les propriétés détaillées du modèle. Il suffit d'avoir les données 
préalables ou les hypothèses sur la forme des fonctions et des cons- 
tantes définissant ou susceptibles de définir le modèle, des condi- 
tions initiales, des conditions aux frontières et d’autres conditions 
concrétisant les problèmes à résoudre. 


Système fini de paramètres de définition. Quel que soit l’ensemble 
de systèmes mécaniques effectuant les divers mouvements, il est 
toujours possible de restreindre la classe des systèmes et des mouve- 
ments admissibles de sorte que le système concret et son mouve- 
ment déterminé auquel nous nous intéressons soient définis par un 
nombre fini de paramètres dimensionnés ou sans dimension. Ces 
restrictions sont habituellement posées en fixant certaines fonctions 
abstraites ou des constantes en se basant sur les conditions du pro- 
blème. 


Le système de paramètres de définition doit être complet. La théorie 
des dimensions basée sur le théorème des produits des puissances 
conduit à des conclusions que fournit la possibilité d'appliquer les 
unités de mesure spéciales arbitraires à la description des lois physi- 
ques. Pour cette raison il est nécessaire, lorsqu'on établit la liste 
des paramètres définissant une classe de phénomènes, d'indiquer 
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tous les paramètres dimensionnés, soient-ils variables ou constants, 
essentiels pour le phénomène étudié. Il est essentiel que les para- 
mètres prennent des valeurs numériques différentes dans différents 
systèmes d'unités de mesure. 

Par exemple, l'accélération de la pesanteur g doit être incluse 
dans le système de paramètres de définition toutes les fois quand 
la pesanteur est essentielle, bien que la valeur de g soit la même 
pour plusieurs mouvements réels. Une fois la grandeur g introduite 
à titre de paramètre caractéristique, on peut facilement concevoir 
l'élargissement artificiel de la classe de mouvements en faisant 
varier la valeur de l'accélération de la pesanteur g. Ce procédé 
permet parfois d'estimer qualitativement l'influence de tels ou 
tels paramètres ne pouvant figurer qu'en combinaison avec l’accéléra- 
tion de la pesanteur g. 

Le système de paramètres de définition doit être complet. Parmi 
ces paramètres, dont certains peuvent être des constantes physiques 
dimensionnées, doivent figurer les grandeurs dimensionnées à l’aide 
desquelles s'expriment les dimensions de toutes les grandeurs recher- 
chées auxquelles on s'intéresse. 

Si le système de paramètres de définition n’est pas complet du 
point de vue de leurs dimensions et il est impossible de le compléter 
d’après la signification du problème, cela témoigne alors que la 
grandeur à déterminer est nulle ou infiniment grande. Cette circons- 
tance est souvent rencontrée lorsqu'on donne les conditions initiales 
du type source à l’aide de la fonction ô de Dirac. 


Insuffisance de la théorie des dimensions pour la résolution des 
problèmes. Dans le cas général les méthodes d’étude des relations 
fonctionnelles à l’aide du théorème des produits des puissances 
sont au fond restreintes et insuffisantes, car elles ne permettent pas 
d'établir les relations entre les grandeurs sans dimensions. Tous 
les résultats de la théorie des dimensions restent valables quelles 
que soient les modifications dans les équations du mouvement si 
seulement on n'introduit pas de nouvelles grandeurs dimensionnées. 
Par exemple, dans les équations du mouvement on peut multiplier 
les divers termes par des nombres sans dimension positifs ou négatifs 
ou par des fonctions dépendant du système adopté de paramètres 
de définition. 

Les modifications de ce genre n’altérant pas la validité de la 
théorie des dimensions peuvent atteindre le caractère des régularités 
physiques. 

La principale utilité de la théorie des dimensions dans les recher- 
ches théoriques et expérimentales consiste en ce qu’elle permet 
d'écrire et d'étudier les relations physiques dans la forme adimen- 
sionnée, invariante par rapport au choix des systèmes d'unités de 
mesure. 
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Problème du piston sphérique dans un gaz. Analysons le problème 
du piston sphérique qui commence à se dilater à l'instant & = 0 au 
sein d’un gaz au repos à densité initiale p, et à pression p, à partir 
d'un rayon initial 7, en suivant la loi donnée w, (t) = dr,/dt. 

Pour définir le mouvement adiabatique perturbé à symeétris 
sphérique d'un gaz parfait, il faut intégrer le système de trois eéqua- 
tions (6.30) à trois fonctions inconnues p, p et v. Il est évident qu'on 
peut donner comme arguments indépendants des fonctions incon- 
nues les quantités suivantes: 


Vo Pas Pas To Ts À 


ainsi que la loi de dilatation du piston 
Un (t). (8.1) 


Ici y = ch/cy est l'indice adiabatique, une constante sans dimension. 
L'indice y entre dans l'équation de l’adiabatique et dans les condi- 
tions à l'onde de choc. Pour que la table de paramètres de défini- 
tion en contienne un nombre fini, on peut ne considérer que des luis 
déterminées de dilatation du piston v, (t), fonctions d'un nombre 
fini de paramètres. Par exemple, si le piston se dilate de façon 
uniformément accélérée ou, dans le cas plus général, si v, (t) est 
un polynôme, il faut prendre les coefficients du polynôme corres- 
pondant comme paramètres de définition. 

Considérons le cas important simple où le piston commence à 
se dilater instantanément au temps { = 0 à une vitesse constante 


Un —= COnSt = Vo. 
Pour ce mouvement le système des paramètres de définition peut 
s'écrire 
P1» Pi: To: Ÿ; Uo; r, l 


ou encore 


D 0 TP oi 2. Pi 
Pt» Pi: To: Y: a, , ’ aut y OÙ Gi—= pi (8.2) 
(a, est la vitesse du son au repos). 

En vertu du théorème des produits des puissances on peut écrire 
la solution cherchée sous la forme 


p= Pifi (v. TL 2, ): | 
p=pifa(v 2, ©, —), (8.3) 
ro 1 


U0 
= fs (y 2, 2 
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Dans les formules (8.3), les fonctions sans dimension f;, fo, fs 
s'expriment par quatre paramètres sans dimension dont deux, 2 


r . 
et ——, sont variables. 
1 


Les équations (6.30) pour les fonctions f;, f+, f4 se récriront main- 
tenant sous la forme adimensionnée. Ces équations demeurent celles 
aux dérivées partielles par rapport aux deux variables indépendantes 


En s’aidant des formules (8.3) il est possible de simplifier nota- 
blement le problème envisagé par une schématisation supplémentaire 
qui consiste à supposer qu à l'instant initial la dilatation commence 
à partir du point, c'est-à-dire que ro = 0 

S'il en est ainsi, la dimension linéaire caractéristique (ro = 0) 
disparaît de la table (8.2) et dans (8.5) s'élimine un des arguments 


variables ( = 2 = }- Par conséquent, le théorème des produits 


des puissances conduit dans ce cas à la solution de la forme 
P = Pifi (v, Fr n} ; 
p=pifi(r, en), (8.4) 
U = Vofs (+, , n) Ù 


ce qui veut dire que les fonctions recherchées ne dépendent des 
variables r et £ que par l'intermédiaire de la combinaison 


Ainsi donc, en s'appuyant sur la théorie des dimensions dans 
l'analyse du problème on a établi que la solution du problème en 
question sur la dilatation d'un piston sphérique à partir d’un point 
est automodèle. 

En mettant (8.4) dans les équations (6.30) on obtient pour les 
fonctions f1, f2, 1 les équations différentielles ordinaires. Le système 
primitif des équations non linéaires aux dérivées partielles s'est 
fortement simplifié, car il s’agit maintenant de résoudre les équa- 
tions ordinaires, quoique également non linéaires. 

Il est évident que les résultats précédents sont valables pour 
d’autres problèmes relatifs à des mouvements unidimensionnels non 
stationnaires d'un gaz où le système de paramètres de définition est 
donné par la table (8.2) ou par une table plus informative complé- 
tée, par exemple, par un paramètre constant dimensionné g* cor- 
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respondant à l'énergie spécifique dégagée sur le front d'onde de 
détonation ou d'onde de combustion. Vu que g* a la dimension de 
vitesse quadratique, alors dans le problème du piston se dilatant à 
partir d'un point, c'est-à-dire lorsque r, — 0, avec une onde de 
détonation ou de combustion, la solution automodèle pour le domai- 
ne du mouvement perturbé est donnée par les formules 


D = Pifs (+, 2, 2 +) , 


a ” a? 
* 
P= Pife (+, = 2? 7) ? (8.5) 
# 


v= vifs (v, à ut 7) 


Dans ce cas, bien que le nombre de paramètres constants aug- 
mente, le mouvement est automodèéle, car, au fond, il n’y a qu'un 
seul paramètre variable. 

Üne analyse plus détaillée du problème automodèle du piston 
fait dégager une onde de choc sphérique se propageant devant le 
piston dans le gaz non perturbé. Si on considère les caractéristiques 
du mouvement sur l'onde de choc, on remarque que le rayon r, 
de l'onde de choc sphérique en cas du problème automodèle se défi- 
nit par les paramètres 


V; Vor Ar 9, ê. 


Comme on ne peut pas en former une combinaison sans dimen- 
sion contenant la variable £, on aura pour r, la formule 


vo, 9° 
Te = Gt] (+, n° T) - (8.6) 

11 s'ensuit que dans les problèmes considérés le front de saut 
se dilate uniformément à une vitesse constante tant avec dégage- 
ment de l’énergie dans le saut qu’en l’absence de tout dégagement. 
C'est là une conclusion importante qu’on a obtenue sans avoir réso- 
lu complètement le problème. 

Les raisonnements précédents peuvent être étendus, de façon 
appropriée, aux diverses positions des problèmes conduisant aux 
solutions automodèles. Attirons attention sur le fait que la solution 
automodèle était assurée par l'absence de la dimension linéaire 
caractéristique r, ainsi que par l'absence des constantes dont on 
pourrait composer une constante avec dimension de temps. 

Si au lieu du problème de la dilatation du piston sphérique avec 
une vitesse constante on considère une dilatation uniformément 
accélérée, on n'obtient plus de solution automodèle et le problème 
gazodynamique correspondant doit être compté parmi ceux d'une 
catégorie plus difficile. 
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Problème de l’explosion ponctuelle. Appliquons maintenant les 
méthodes de la théorie des dimensions au problème de l'explosion 
ponctuelle formulé au $ 6. On voit sans peine que le système des 
paramètres de définition de ce problème est représenté par la table 


Vs O1 Par E, T, (8.7) 


Il est aisé de vérifier directement que les trois paramètres indé- 
pendants sans dimension correspondants (7 = 6, À — 3) peuvent 
être donnés de la façon suivante: 


À = —— T° 
Ÿ: E1/5ç218 ? ENS 72 


(8.8) 


La distribution de la pression derrière le front d'onde de choc 
d'explosion se décrit par la formule 


p=+ f(v, À, d). (8.9) 


Cette formule contenant deux paramètres variables Z et +, ni 
le problème de l'explosion ponctuelle ni sa solution ne sont auto- 
modèles. La forme de la fonction ÿ de la formule (8.9) peut être 
trouvée, en particulier, par un calcul numérique en s'appuyant 
sur les équations (6.30) et sur les conditions initiales et aux fron- 
tières complémentaires. Il est possible d'obtenir cette fonction par 
voie expérimentale. Dans les deux cas les données qu’on obtiendra 
sur la structure de la relation fonctionnelle (8.9) ont une grande 
valeur tant pratique que théorique. 

Certes, les résultats qu'on trouvera ne correspondent à la réalité 
que dans les cas où sont justifiées les hypothèses dont on part dans 
la schématisation et la position du problème (rayonnement négli- 
geable, homogénéité et immobilité primitive de l'atmosphère, etc.). 
Heureusement, dans la plupart des cas importants (mais il y a des 
exceptions) la position proposée du problème est pratiquement 
conforme à la réalité, donc utile. 

Pour établir la forme de la fonction (8.9) (pour y fixé) il suffit 
d’un seul calcul basé sur certaines données concrètes. Par exemple, 
le calcul d'une décharge d'étincelle dans l'air permet de déterminer 
les grandeurs dimensionnées d’une explosion atomique. Une seule 
explosion expérimentale à l'énergie donnée et à l'altitude détermi- 
née, c'est-à-dire pour des p, et p, connus, suffit. Les résultats de 
cette expérience permettent de calculer et de prévoir les paramètres 
pour toutes les expériences à d'autres énergies Æ et à d'autres carac- 
téristiques connues de l'atmosphère gazeuse homogène. 

Tout calcul ou toute expérience semblable permet d'acquérir 
les données sur la fonction f (y, À, t), suffisantes pour décrire une 
explosion ponctuelle dans toutes autres conditions. 


448 POSITION DES PROBLÈMES [CH. VII 


Position du problème de l’explosion forte. Si l'on étudie les effets 
produits par une explosion à des distances grandes par rapport aux 
dimensions de la charge mais suffisamment proches du centre d’ex- 
plosion où la pression est encore très grande, on peut introduire, 
pour des charges concentrées, d'autres simplifications essentielles 
dans la position du problème et dans la formule (8.9). 

L'expérience et la théorie montrent que lors d’une explosion il 
se forme, à la frontière du domaine du mouvement perturbé d’un 
gaz, une onde de choc sphérique se propageant rapidement dans 
le gaz immobile. La pression p, du gaz au repos est incluse dans 
les paramètres de définition (8.7). L'effet de la pression p, sur le 
mouvement perturbé du gaz n'est mis en évidence que par les con- 
ditions aux limites sur l'onde de choc. Ces conditions peuvent être 
explicitées, compte tenu de (6.33) et de (6.34), en caractéristiques 
du mouvement du gaz derrière le front d'onde de choc de la façon 


suivante: 
_2v__pPi \ 
=D (— y+1 rss): 
D EL Pi — 
F  y—1 4, __ 2vp _ ? (8.10) 
(y —1) r122 
CL (y—1) »1 
Pr TP 2 [1- 2p422 es |. 


Ici, d'après les . ées du problème, on pose 
Va = Vee = 0, Uno= Ve, VUny= = 
et 


Pi, 
P1 


Au stade initial d’une forte onde de choc, la quantité sans dimen- 
sion Yÿp,/0,:2* dans la formule (8.10) est très petite par rapport à la 
quantité YP+/p,2°, étant donné que la pression derrière le front 
d'onde dépasse de beaucoup la pression initiale p.. 

L'inégalité p: S p, caractérise un brusque saut de pression au 
niveau du front d’onde, une forte onde d'explosion. En négligeant 
la petite quantité de l’ordre de a°/%° on peut remplacer les condi- 
tions (8.10) pour une forte onde de choc par les conditions simpli- 
fiées approchées suivantes: 


Œi = 


2 

Vs ?? 
> —|- 4 

Pe — … D: (8.11) 
2 2 

Pe — y+1 p1D ; 
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Les formules (8.11) représentent les conditions à l’onde de choc 
forte. Ces conditions coincident avec les conditions exactes lorsque 
la pression en avant du saut est nulle (p, = 0); cela correspond à ce 
qu'on néglige, à l’intérieur du domaine limité par l'onde de choc, 
l'énergie initiale par rapport à celle dégagée instantanément lors 
de l'explosion au centre de symétrie. 

Si l'on se sert dans l'analyse de la solution et dans la résolution 
même du problème des conditions (8.11) au lieu de (8.10), la pres- 
sion p, (et, partant, t) s’élimine de la liste des paramètres de défi- 
nition (8.7). Il s'ensuit que le mouvement considéré du gaz lors 
d'une forte explosion ponctuelle est automodèle. 

La distribution des caractéristiques du mouvement perturbé du 
gaz derrière le front d'onde d'explosion dans le cas d'une forte 
explosion est donnée par les expressions 


U — Ve” (y; À), 
P=pP:9 (y. à), (8.12) 
p = Pe.7 (y; À), 
où L,, Ps et p, sont définis par les formules (8.11). 
Il est évident que le rayon r, et la vitesse du front d'onde d’ex- 
plosion © = dr./dt sont définis par les grandeurs 
Pi Ÿ: E, l, 


dont la constante y est sans dimension et les paramètres p,, E et t 
ont les dimensions indépendantes de sorte qu'on ne peut pas en 
former une combinaison sans dimension. En vertu du théorème des 
produits des puissances r, et % vérifient les formules 


. ÆE 1/5 275 
r=k (=) l \ 
et | (8.13) 
e2p(EÆE\S,-ss 252) E 1 
2=rk() PPS 


où * est une constante sans dimension, fonction uniquement de . 
Les exposants des grandeurs dimensionnées sont déterminés à partir 
de la condition d'avoir pour le rayon r, la dimension de longueur. 

Les formules (8.13), obtenues à l'aide de la théorie des dimen- 
sions à partir de la seule position du problème sans qu'on ait dü le 
résoudre effectivement, traduisent la loi du mouvement de l'onde 
de choc. Pour £{ = 0 il vient que r, — 0 et la vitesse 7 de l'onde de 
choc est infinie. Avec le temps, r, croît et Z diminue. Il est évident 
que les hypothèses de l’onde de choc forte ne sont valables que dans 
l'intervalle de temps où 7 Ÿ a,. Il découle de la théorie générale que 
la vitesse de propagation du front d'onde de choc Z par les parti- 
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cules est toujours supérieure à la vitesse du son en avant du front 
d'onde. K5 

[On déduit de la formule (8.8) pour À ‘et de la formule (8.13) que 
l'on peut prendre pour À la grandeur 


| mie, (8.14) 


ra 


variable dans l'intervalle (0, 1) dans le domaine du mouvement 
perturbe. 

Le problème de la définition du mouvement perturbé se ramène 
à la définition des fonctions Ÿ° (y, À), (y, À), (y, À) et de la 
constante k (y). Les conditions à l’onde de choc deviennent simples 


T'(v, 1) = (v,1) = Z(v,1) = 1. (8.15) 


La condition de l’absence au centre de symétrie d'une source 
massique se ramène à la condition de la réduction à zéro de la vites- 
se des particules gazeuses, c'est-à-dire que 


F (+, 0) = 0. (8.16) 


La condition de la constance de l'énergie totale dans un mouve- 
ment perturbé de gaz a pour expression 


Tr 


E = [ (+ +) 0 4xr° dr. 


Conformément à (8.12) et à (8.14) cette condition se ramène à la 
suivante : 


1 
327k5 : 
ets (T2R+F) Ad. (8.17) 


Cette condition peut servir à calculer la constante 4. 

Il est évident que les fonctions 7”, S et .Z satisfont aux équations 
différentielles ordinaires. On doit résoudre ces équations dans l'in- 
tervalle 0 < À 1, les conditions (8.15) et (8.16) traduisant les 
conditions aux limites aux deux extrémités de l'intervalle. 

Nous n'’allons pas résoudre ici ce problème *). Notons seulement. 
que l’on peut obtenir une solution de ce problème à l’aide de la 
théorie des dimensions, sans recourir aux équations différentielles 
ordinaires. On peut écrire deux intégrales finies du système de trois 


*) L'analyse complète ainsi que la solution de ce problème sont données 
dans le livre cité de L. S e d o v, Similarity and dimensional methods in mecha- 
nics. New York, Academic Press, 1959. 
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équations différentielles ordinaires et obtenir ainsi une solution 
finie exacte et simple du problème sur la forte explosion ponctuelle. 
La figure 60 représente la solution graphique de ce problème. 


Mouvement d’un solide dans un fluide visqueux incompressible 
illimité. Les problèmes relatifs au mouvement des corps au sein 
des fluides, au. mouvement perturbé des fluides engendré par un 
corps ainsi que les problèmes concernant les forces d'interaction 
entre les fluides et les corps sont les problèmes les plus importants, 
fondamentaux de la mécanique des mi- 
lieux continus. 

Sur les surfaces de contact des 
corps avec le milieu continu extérieur 
mobile se crée un système de forces 
d'interaction. Les propriétés de ces 
forces d'interactivu, leur dépendance 
des lois de mouvement des corps, de 
la forme géométrique et d’autres parti- 
cularités du système des corps en 
mouvement sont d’une grande impor- 
tance pratique. Dans les problèmes 
techniques, le calcul des mouvements 
de toutes sortes d'objets et d'appareils 
dans l’eau ou dans l'air, le calcul de 
l'équilibre des maisons et des tours, Lu PER Re L 
des barrages et des pipes-lines, etc. ensité derrière le front d'onde 
s appuie en grande partie sur les don- de choc lors d’une forte explo- 
nées relatives aux forces d'interaction sion ponctuelle 
entre ces corps et le milieu environ- 
nant. La position générale du problème et la théorie des dimen- 
sions permettent d'obtenir certains résultats de caractère général 
ayant une grande valeur pour les méthodes de calcul des diverses 
constructions et pour leur vérification expérimentale. 

Etudions le problème fondamental schématisé traitant d'un 
solide parfait animé d'un mouvement de translation à une vitesse 
constante au sein d'un fluide incompressible impondérable qui est 
en contact avec le corps et remplit tout l’espace extérieur à la sur- 
face du corps Z. Nous admettons aussi que la forme de la surface Y, 
bien qu'arbitraire, est fixée et que toutes les dimensions géométri- 
ques de À sont définies complètement par la donnée d’une seule 
dimension caractéristique quelconque d. Pour les applications cela 
représente le cas typique important du mouvement d’un corps 
solide, mais il faut également envisager les problèmes sur le mouve- 
ment des systèmes de corps « solides » déformables el d’autres corps, 


les problèmes sur les mouvements autres que celui de translation, 
accélérés, etc. | 


0 05 / 
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Dans le cadre de la théorie du mouvement de translation, au 
sein d'un milieu, des corps finis limités par la surface Z qui repré- 
sente la frontière du milieu, on envisage deux positions fondamen- 
tales équivalentes du problème. 


Mouvement absolu. La première position du problème se rapporte 
au mouvement « absolu », où l’on sppose que le fluide situé devant 
le corps est au repos, c’est-à-dire en état non perturbé à l'infini, 
et que les corps se déplacent à une vitesse de translation constante vw. 


Inversion du mouvement. Problème de l’écoulement. La seconde 
position du problème correspond au cas de l'écoulement, autour des 
corps immobiles, d'un fluide en mouvement de translation ayant 
à l'infini devant le corps une vitesse constante —v. 

Conformément au principe de Galilée-Newton, ajouter à l’en- 
semble du système (milieu extérieur plus corps) la vitesse de trans- 
lation —+, c'est effectuer le passage d'un système de coordonnées 
inertial à un autre. Par conséquent, toutes les interactions dynami- 
ques dans ces deux positions du problème sont équivalentes, quant 
au champ relatif des vitesses dans le problème de l'écoulement, il 
s'obtient en ajoutant en tous les points au vecteur vitesse absolue 
le vecteur —v. 

De nombreuses méthodes expérimentales d'étude de ce problème 
sont fondées sur cette équivalence. Le vol aérien ou la navigation 
des corps s’étudient dans les expériences avec les corps immobiles 
placés dans des tunnels aérodynamiques, dans des canaux hydrody- 
namiques et dans d’autres dispositifs appropriés. Il est évident que 
la condition d'équivalence totale des problèmes du mouvement des 
corps et de l'écoulement autour des corps entraîne en pratique qu'on 
néglige l’action d'autres corps, tels que les parois des tunnels aéro- 
dynamiques et des canaux en particulier, etc. Dans les cas où cette 
action n'est pas petite, elle doit être prise en considération. 

Dans la position générale du problème, les conditions à l'infini 
sont formulées pour les états et les vitesses devant le corps. Cela 
s'explique par ce que lorsqu'on considère le mouvement stationnaire 
en tant que limite des mouvements non stationnaires de durée 
infinie, le chemin parcouru par le corps se trouve infiniment grand 
à la limite. Il s'ensuit que derrière le corps à l'infini le mouvement 
du fluide est en général perturbé. Cet état des choses est souvent 
rencontré dans la théorie de l’aile d'envergure finie, dans celle du 
mouvement des navires, etc. 


Système des paramètres déterminant le champ des vitesses et des 
contraintes lors du mouvement d’un corps dans un fluide visqueux. 
Traitons d’abord du mouvement d'un corps dans un fluide homogène 
incompressible visqueux. Il découle des équations générales du 
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chapitre IV que les propriétés mécaniques d'un fluide incompressible 
visqueux sont complètement définies par deux constantes : la densité 
op et le coefficient de viscosité . Deux fluides incompressibles vis- 
queux chimiquement distincts ayant les mêmes p — const et u — 
— const sont identiques du point de vue de la mécanique. Le pro- 
blème de l'écoulement stationnaire d'un fluide incompressible vis- 
queux autour des corps immobiles se ramène à l'intégration des 
équations de Navier-Stokes avec les 
conditions d’'adhérence du fluide sur la 
surface des corps en supposant que la AN 
vitesse v et la pression p sont données / 
à l'infini dans le flux incident. Pour les Û 
équations non linéaires de Navier-Stokes 
ce problème mathématique est extrème- 
ment difficile; il n'existe même pas de 
solution particulière exacte pour un 
corps quelconque de la forme la plus 
simple. | | Fig. 61. Schéma illustrant 
On dispose toutefois de toute une le problème du mouvement 
variété des résultats théoriques et expé- d'un corps dans le fluide 
rimentaux permettant d'estimer le carac- 
tère d'interactions dynamiques et des propriétés de l'écoulement 
du fluide et de se faire une idée de l'influence exercée par la 
forme du corps sur la valeur de ces interactions dynamiques. 
Dans le système de coordonnées lié au corps le champ station- 
naire des vitesses du mouvement relatif ou absolu du fluide incom- 
pressible visqueux ainsi que la distribution des pressions et des 
contraintes visqueuses se définissent comme fonctions du système 
des paramètres suivant : 


Z 
nl 


4 


P; U; d, V, @, B, Po; T, y; 2, (8.18) 


où «, B sont les angles donnant l'orientation du vecteur vitesse de 
translation constante par rapport au système de coordonnées lié 
au corps (fig. 61). 


Portance et résistance. Soit », do la force surfacique exercée 
par le fluide sur chaque élément de la surface Z du corps (les forces 
massiques sont négligeables par hypothèse). 

Du point de vue de l'effet résultant des forces élémentaires sur 
le corps, envisagé comme un solide, ne sont importants que la résul- 
tante P (vecteur principal) et le moment résultant M définis par 
les intégrales 


P = | Pndo, M— | (r X Ph) do. (8.19) 


S x 
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Le vecteur principal P peut être présenté sous forme d’une somme 
P = W + A. 


Le vecteur force W parallèle au vecteur vitesse v est dit résis- 
tance s’il est de sens opposé à v; la force A perpendiculaire au vec- 
teur vitesse v est appelée portance. Les forces IF et À ainsi que le 
moment % peuvent être calculés directement ou indirectement 
à l’aide des intégrales (8.19) ou déterminés expérimentalement en 
mesurant les forces à la balance, par exemple, dans des tunnels 
aérodynamiques ou hydrodynamiques, etc. 

Dans les applications pratiques et dans la théorie les forces 
et À peuvent être regardées comme des grandeurs définies par les 
paramètres 


p,u, d, uv, @, P, Poo. (8.20) 


La variation de la pression p.. n’influe pas sur les forces résultantes. 
Il est aisé de voir que la valeur de la pression à l'infini p,. n’est 
pas essentielle pour la définition des forces résultantes. En effet, 
étant donné que dans les équations de Navier-Stokes pour un fluide 
incompressible la pression ne figure que par ses dérivées par rapport 
aux coordonnées, l'addition d'une constante à la pression, le champ 
des vitesses étant fixe, fait passer une solution en une autre. On en 
déduit que la pression dans le courant est une fonction additive de 
la pression à l'infini p.. Soulignons que cette conclusion n'est 
valable que pour un fluide incompressible. D'autre part, le théo- 
rème de Gauss-Ostrogradsky affirme que pour toute surface fermée ZX 
limitant le volume V les égalités suivantes ont lieu 


— | Poœftt d0 = — Po | [è cos (n, x) + j cos (ne, y) + kcos(n, z)] do — 
Z 


= pe ((5+% æ)d=0, 


V 


— [rx (pan) do = 
£ 
= — Pe | [r Xécos(n,z)+r xXjcos(n, y)+r x kcos(n, z)] do — 
D 
k 
= — Po \ [LR + EXD LICXD | ge = 0 


Il s'ensuit que l'hypothèse de l’incompressibilité permet d’exclu- 
re la grandeur p. des paramètres de définition (8.20). Des six para- 
mètres restants (n — 6, k — 3) on ne peut former que trois para- 
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metres sans dimension : 
a, BP et R = nvd/u. (8.21) 


Les angles & et B donnent l'orientation de la vitesse + du corps 
par rapport à Z. Si le corps est une sphère, les angles & et ne sont 
pas essentiels, dans les cas où l'orientation du vecteur vitesse par 
rapport au corps n'est pas indifférente, les angles & et $ sont des 
paramètres essentiels. Le nombre sans dimension R est appelé 
nombre de Reynolds. Le nombre de Reynolds joue un rôle fonda- 
mental dans tous les phénomènes liés à la viscosité des fluides. 

Ïl est aisé de vérifier que les combinaisons p d°v? et u dv = p Œu°/R 
ont la dimension d’une force. Maintenant, en vertu du théorème des 
produits des puissances, on peut écrire 


W — Cw (æ, B, R) pd?v>?, 


A =ca(x, f, R)pd°v*, (8.22) 
M = cp (a, B, R) pd°v*. 


Les coefficients abstraits *) cw, C4, Cp ne dépendent que de «, $ 


et du nombre de Reynolds R. La définition de ces coefficients en 
fonction des arguments cités représente l'un des problèmes fonda- 
mentaux de l'aérodynamique et de l’hydrodynamique appliquées 
et théoriques. 

Actuellement, la technique dispose d’un grand nombre de don- 
nées sur ces coefficients pour les corps les plus différents rencontrés 
en pratique. 

L'influence de la viscosité du fluide sur le mouvement et, en 
particulier, sur la résistance et sur la portance n'est mise en évidence 
que par le nombre de Reynolds. La formule (8.21) pour le nombre de 
Reynolds fait voir que l'influence de la viscosité traduite par le 
coefficient de viscosité u est étroitement liée à la densité p, à la 
vitesse v et à l'échelle linéaire d. Pour les différentes fonctions abs- 
traites l'augmentation de la viscosité équivaut à la diminution 
soit des dimensions linéaires, soit de la vitesse, soit de la densité du 
fluide. Il va de soi que l'augmentation des dimensions du corps ou 
de la vitesse du mouvement, la viscosité étant fixée, équivaut à la 
diminution de la viscosité pour les dimensions et la vitesse fixées. 

La figure 62 présente les données expérimentales sur l'influence 
du nombre de Reynolds sur le coefficient de résistance c# pour une 
sphère dans une large gamme de variation du nombre de Reynolds. 
Les points correspondant aux données expérimentales obtenues 
dans les différents liquides et dans l'air se placent sur une même 
courbe unique. Lorsque les valeurs du nombre de Reynolds sont 


._ *) Ici pour des raisons de simplicité nous ne mentionnons que les coeffi- 
cients pour les modules de la force 4 et du moment ®. En pratique il faut en- 
visager les coefficients analogues pour les composantes de ces vecteurs. 
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Fig. 63. Coefficient de résistance de la sphère pour de petites valeurs du nom- 
bre de Reynolds. L'échelle des abscisses est logarithmique (v = u/p) 
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petites, cette courbe se laisse décrire par l'équation cw = ciR; 
sur la figure 63 c'est une droite, car les abscisses sont données à 
l'échelle logarithmique. A titre d'exemple, sur la figure 64 sont mon- 
trées les courbes typiques donnant les coefficients cw et cA de l'aile 
d'avion en fonction de l’angle d'attaque, l'angle entre la vitesse 
du mouvement et le profil d’aile. 

En utilisant (8.22) et les coefficients sans dimension c, et Cw 
déterminés au cours d’une expérience quelconque, par exemple, 
en étudiant le mouvement d'un 
corps donné dans l’eau, il est 
possible de calculer, sans re- 
courir à l'expérience, la résistance 
et la portance pour un autre 
corps de même forme géomeétri- 
que mais de dimensions différen- 
tes et se déplaçant dans d’autres 
fluides et même dans l'air si 
seulement on peut négliger la 
compressibilité de l'air. Il est 
évident que dans ce genre de 
calculs on doit disposer;des don- Kw 

; 0 re | 
nées sur les coefficients cy et CA à 
pour les mêmes valeurs des angles 
&, B et les mêmes valeurs) du 
nombre de Reynolds R = prd/u. 
Les expériences préalables 
doivent fournir les coefficients Cw | 
et c1 dans les intervalles néces- Fi8-.6ä4. Courbes types donnant les 

| : coefficients de portance c14 et de résis- 
saires des arguments sans diMmen- tance cw d’une aile en fonction de 
sion &, B et R déterminés par l'angle d'attaque & (S est la section 
les problèmes pratiques. de l'aile) 


Mouvement dans un fluide visqueux à faible nombre de Reynolds. 
Analysons le cas d’un mouvement lent dans un fluide visqueux, ce 
qui correspond aux petits nombres de Reynolds. La diminution du 
nombre de Reynolds est liée à l'augmentation du coefficient de 
viscosité et à l’augmentation relative des forces de contraintes 
internes occasionnées par la viscosité. Si l’on néglige les forces d'iner- 
tie devant les forces de viscosité, cela équivaut à supposer que la 
densité n’est plus un paramètre essentiel. Négliger la densité cor- 
respond à l'élimination des équations de Navier-Stokes du terme 
contenant l'accélération. Les problèmes mathématiques et leurs 
solutions basés sur ces prémisses constituent la théorie approchée 
de Stokes. 

Dans ce cas la résistance W qu'oppose le milieu au mouvement 
de translation d'un corps de forme donnée à une vitesse constante 
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v est définie par les paramètres 
u, d,v, a, f. (8.23) 


Les grandeurs u, d et v ne donnant lieu à aucune combinaison 
sans dimension, il s'ensuit que 


W = c(x, B) u du — F pd?v*, cy=< 0 F (8.24) 


Par conséquent, lorsque le nombre de Reynolds est petit, la résistan- 
ce (ainsi que la portance) est proportionnelle à la vitesse à la puis- 
sance À du mouvement du corps, à sa dimension linéaire d et au 
coefficient de viscosité u. Le coefficient sans dimension c ne dépend 
que de la direction de la vitesse par rapport à la surface du corps. 
Pour une sphère c est une constante que l’on peut trouver à partir 
d'une seule expérience. Les calculs théoriques donnent pour la 
sphère c = 3x si d est le diamètre de la sphère. Pour les corps de for- 
me quelconque de la première formule (8.24) on tire l'expression 
cCw = c(«, B)/R donnant le coefficient cw en fonction du nombre 
de Reynolds pour des petites valeurs de celui-ci. Cette formule est 
en bon accord avec l'expérience qui permet d'indiquer les valeurs 
maxima du nombre de Reynolds, fonction de la forme du corps, 
pour lesquelles la formule (8.24) est encore pratiquement appli- 
cable. 

La loi de la résistance (8.24) joue, en particulier, pour la des- 
cription du processus de sédimentation de petites particules dans 
un liquide. Pourtant, s’il s'agit du mouvement des sous-marins 
dans l’eau, des appareils volants dans l'air ou même des automobi- 
les, la formule (8.24) n'est plus efficace, car les nombres de Reynolds 
correspondants deviennent grands à cause des grandes dimensions 
et des grandes vitesses des corps en mouvement. 


Mouvement dans un fluide visqueux pour de très grands nombres 
de Reynolds. Dans un fluide parfait u = 0, d’où les valeurs infini- 
ment grandes du nombre de Reynolds. Les grands nombres de 
Reynolds s'obtiennent également pour u = 0 si seulement vd — oo, 
c'est-à-dire pour les corps de très grandes dimensions et, générale- 
ment parlant, pour les très grandes vitesses de mouvement. Dans un 
fluide parfait, la résistance et la portance se définissent par les 
paramètres 


p,d,v,a,$f et R = co. (8.25) 

Par conséquent, l’écoulement stationnaire autour d’un corps dans 
un fluide parfait vérifie les formules 

W = cy(a Bhpdw*, À = c,4 (a, f) pd. (8.26) 


D'après les formules (8.26), dans un fluide parfait ou, d’une manière 
approchée, dans un fluide visqueux pour R —>- oo la résistance et 
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la portance sont proportionnelles au carré de la vitesse de mouve- 
ment v*, au maître couple d° et à la densité du fluide. Dans de nom- 
breux cas importants, ces régularités, obtenues à partir de la posi- 
tion du problème à l’aide du seul théorème des produits des puis- 
sances, sont bien vérifiées par l'expérience et correspondent à très 
haute précision aux calculs théoriques dans le cadre de l’hydrody- 
namique du fluide parfait incompressible. 


Résistance des navires. Lors du mouvement du navire sur la 
surface de l’eau, une portion de la frontière du liquide est une sur- 
face libre. Le mouvement perturbé de l’eau est dû à sa propriété 
de pondérabilité qui fait que la surface de l’eau se ride d'ondes. 
La portance et la résistance que l’eau oppose au mouvement 
du navire dépendent de la pondérabilité de l’eau. Ainsi, pour 
le mouvement de translation du navire à une vitesse horizontale 
constante d'orientation fixe relativement à la surface libre du 
liquide remplissant tout le demi-espace inférieur, le système de 
paramètres de définition comprendra 


p, LU, £, d, v. (8.27) 


A partir de ces paramètres (n = 5, À — 3) on peut composer deux 
combinaisons sans dimension indépendantes 


pud à 
D R, Vs =F, (8.28) 
Le paramètre sans dimension F est appelé nombre de Froude. 
Le nombre de Froude est un paramètre sans dimension essentiel 
dans tous les problèmes où v, d, g sont présents parmi les paramètres 
de définition. La pesanteur est prise en considération et se manifeste, 
dans le cas des grandeurs de définition sans dimension, par le nom- 
bre de Froude. 
La formule de la résistance de la coque d’un navire s'écrit 


W = cw(R, F) pSv*, (8.29) 


où S est la surface caractéristique qu'on prend d'habitude égale 
à l’aire de la carène lorsque le navire est en équilibre sur la surface 
de l’eau. La définition de c# en fonction de R, F et de la forme géo- 
métrique de la coque est un problème fondamental de l’hydrodyna- 
mique des navires. 

Les paramètres sans dimension R et F en tant qu'arguments 
caractéristiques sont rencontrés non seulement dans les problèmes 
ci-dessus ; ils jouent un rôle très important dans beaucoup d'autres 
cas lorsque les paramètres de définition comportent les grandeurs 
p,u,g,vet d, autrement dit, toujours quand la viscosité et la pesan- 
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teur du milieu ne sont pas négligeables. En particulier, le nombre 
de Reynolds est d’une importance fondamentale dans l'étude du 
mouvement d'un fluide visqueux dans les tuyaux. 


Problème du mouvement d’un corps dans un gaz parfait. Modifions 
légèrement la position du problème fondamental sur le mouvement 
stationnaire du corps dans un fluide illimité en admettant que le 
milieu extérieur est un gaz parfait. On prend en considération la 
compressibilité du gaz et on pose que les processus dans chaque 
particule sont adiabatiques, réversibles dans le domaine des mouve- 
ments continus et irréversibles au passage des particules de gaz par 
les sauts de compression dont la présence dans le courant est admise. 

Dans le problème de l'écoulement autour d'un corps immobile 
sont données à l'infini la pression p+, la densité p et la vitesse 
du courant v.. Dans ce cas la distribution des caractéristiques d'état 
et de mouvement du gaz est donnée par le système de paramètres 


Ÿ; Po: Po Vo; &, B, d, T, y, Ze, (8.30) 


Les coordonnées des points x, y, z de l’espace sont prises dans 
un système lié au corps. On a r = 10 et k = 3. On voit que toutes 
les grandeurs sans dimension inconnues se définissent par les sept 
paramètres sans dimension suivants: 


Uc z z 
va =Me, ap, +, +, +, (8.31) 
avec 
= Y Po ; 
Poo 


où, comme ci-dessus, &, B sont des angles d'orientation du flux 
incident par rapport au corps; 4 est la vitesse du son à l'infini 
dans le flux incident et M le nombre de Mach. Dans le problème 
étudié le nombre de Mach M. joue le rôle analogue à celui du nom- 
bre de Reynolds ou du nombre de Froude dans les problèmes envi- 
sagés plus haut. 

Dans le système de paramètres (8.30) peut être absente la di- 
mension linéaire d, par exemple, comme c'est le cas du problème 
de l'écoulement autour d’un cône et d’un coin infinis lorsque l'ori- 
gine des coordonnées est située au nez du corps respectif. Le problème 
est alors automodèle; au lieu de trois arguments sans dimension 
x/d, yld, z/d on en obtient seulement deux: y/x, 2/x. 

Dans le problème analysé, la résistance et la portance s’expri- 
ment respectivement par 


W=c(a,B,v, Ma) pavé, A—=ca(a, f,y, Ms) pds. (3.32) 


Il est évident que dans le cas d’un gaz parfait compressible la dépen- 
dance quadratique des forces W et À de la vitesse v est rompue 
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à cause de l'influence du nombre de Mach. Les formules (8.32) 
sont vraies tant pour les vitesses subsoniques (M, << 1) que super- 
soniques (Ms => 1) du courant incident. Pour l'écoulement à des 
vitesses supersoniques on admet, dans le courant, l’existence des 
sauts de compression. Les fonctions cm (&, B, y, M) et 
Ca (a, B,Y, M) peuvent être déterminées soit théoriquement, en 
résolvant le problème hydrodynamique correspondant, soit à l'aide 
des expériences dans des tunnels aérodynamiques, sur des disposi- 
tifs gazodynamiques ou en vol libre. 


Problème de Boussinesq. Prenons le problème classique de Bous- 
sinesq de l’élasticité. Soit un milieu homogène élastique soumis à la 
loi de Hooke et remplissant le demi-espace. Sur le plan qui est une 
surface libre du demi-espace élastique les 
forces massiques extérieures sont absentes 
par hypothèse. 

L'état initial non déformé du demi- 
espace correspond à un état où aucune 
charge extérieure ni contrainte intérieure 
ne se manifestent. L'état déformé se crée 
lorsque, dans un point de la surface flibre 
du demi-espace élastique, est appliquée la 
force concentrée S. Admettons, pour sim- 
plifier, que la force est perpendiculaire 
au plan frontière en état non déformé Fig. 65. Schéma illus- 
(fig. 65). Il s'agit de déterminer l’état SL 
contraint et déformé du demi-espace élas- is 
tique en équilibre en supposant que lors- 
qu'on s’éloigne du point © vers l'infini, les déplacements tendent 
vers zéro. Il est clair que la solution de ce problème a une 
symétrie axiale, l'axe de symétrie passant par le vecteur force. 

Envisageons ce problème dans le cadre de l’élasticité linéaire 
avec la condition aux frontières linéarisée pour la surface libre mais 
rapportée au plan frontière non perturbé initial. Cette condition aux 
frontières a la forme 


Pn = 0 


en tous les points de la surface libre, excepté le point O où p,», tend 
vers l'infini de la manière que 


Pnn= PE (r), (8.33) 


Ô (r) étant la fonction delta de Dirac. 

On voit à partir des équations du mouvement, des conditions 
supplémentaires (8.33) et des conditions à l'infini que le vecteur 
déplacement et les composantes du tenseur des contraintes internes 
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sont définis par les paramètres suivants: 
0,E,®#,r,0, (8.34) 


où r et 6 sont les coordonnées polaires centrées en © dans les plans 
passant par le vecteur force $; © est le coefficient de Poisson et E le 
module d'Young. Les équations de l'équilibre représentent des 
équations aux dérivées partielles à deux variables indépendantes r 
et 6. Les cinq paramètres (8.34) ne fournissent que trois combinai- 
sons sans dimension indépendantes 

0, 0, À, (8.35) 
car le module d'Young a la dimension de pression. D'où l'on tire 
que toutes les grandeurs sans dimension recherchées dépendent des 
trois paramètres (8.35). 

La linéarisation du problème est de première importance. Comme 
la force entre dans la condition aux frontières linéairement, le 
champ des déplacements et des contraintes internes en dépend aussi 
linéairement, c’est-à-dire que toutes les composantes recherchées du 
vecteur déplacement et du tenseur des contraintes internes sont 
simplement proportionnelles au paramètre #/Er*. Ainsi donc, con- 
naissant les dimensions des grandeurs recherchées, on sait les défi- 
nir complètement en fonction du rayon vecteur r. Par exemple, le 
vecteur déplacement % ($, E, o,r, 6) dont la dimension est celle 
de longueur, s'écrit 


w = rf (0, 0), (8.36) 


où (0, 0) est un vecteur qui ne dépend que d'une seule coordonnée 
variable. 

La substitution de la formule (8.36) dans les équations de l'équi- 
libre conduit aux équations différentielles ordinaires pour les fenc- 
tions sans dimension recherchées. Cette circonstance simplifie con- 
sidérablement le problème: la solution cherchée s'obtient facilement 
par l'intégration des équations différentielles ordinaires correspon- 
dantes. 


$ 9. Similitude et simulation des phénomènes 


Similitude physique et simulation. La théorie de la similitude et 
des dimensions joue un grand rôle dans la construction des modèles 
de divers phénomènes. La simulation consiste à remplacer l'étude 
d'un phénomène naturel par celle d'un phénomène semblable sur 
un modéle de plus petite ou plus grande échelle, habituellement 
dans des conditions spéciales de laboratoire. Le but principal des 
modèles est de donner, à partir des résultats expérimentaux, les. 
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réponses quant au caractère des effets et de diverses grandeurs propres 
au phénomène étudié de la nature. 

Dans la plupart des cas la simulation est basée sur la similitude: 
physique des phénomènes étudiés. On acquiert alors les renseigne- 
ments désirés sur un phénomène naturel en étudiant un phénomène 
physiquement semblable plus facile à réaliser. La similitude méca- 
nique ou, en général, la similitude physique est une généralisation 
de la similitude géométrique. Deux figures géométriques sont sem- 
blables si le rapport entre toutes les longueurs respectives est le 
même. Si l’on connaît le facteur de similitude, l'échelle, alors en 
multipliant simplement les dimensions d’une figure géométrique 
par la valeur de l'échelle on peut obtenir les dimensions d’une autre 
figure qui lui est semblable. Deux phénomènes sont physique- 
ment semblables si l’on peut obtenir, d'après les caractéristiques 
données de l’un, les caractéristiques de l’autre par un calcul simple 
analogue au passage d’un système d'unités à un autre. Il suffit 
pour ce calcul de connaître les « échelles ». 

Les caractéristiques numériques de deux phénomènes différents 
mais semblables peuvent être regardées comme les caractéristiques 
numériques d’un même phénomène mais exprimées dans deux sys- 
tèmes d'unités différents. Pour tout groupe de phénomènes semblables 
toutes les caractéristiques sans dimension correspondantes (les 
combinaisons sans dimension des grandeurs dimensionnées) ont les 
mêmes valeurs numériques. Il est aisé de voir que la réciproque est 
également vraie, c’est-à-dire si toutes les caractéristiques sans dimen- 
sion Correspondantes de deux mouvements sont les mêmes, les 
mouvements sont semblables. Une suite des mouvements mécani- 
quement semblables définit le régime de mouvement. 

On peut entendre la similitude de deux phénomènes dans un sens 
plus large en admettant que la définition ci-dessus se rapporte à un 
certain système spécial de caractéristiques définissant complètement 
le phénomène et permettant de trouver toutes autres caractéristiques, 
ces dernières ne pouvant pourtant pas être obtenues par simple 
multiplication par les échelles correspondantes lorsqu'on passe d'un 
phénomène à un autre, « semblable ». Dans ce sens, par exemple, 
‘deux ellipses quelconques sont semblables si elles sont rapportées 
aux axes Cartésiens dirigés suivant leurs axes principaux. Il est 
possible donc de trouver les coordonnées cartésiennes des points de 
toute ellipse à partir des coordonnées d'une ellipse quelconque 
(similitude affine). 

Pour conserver la similitude dans un modèle il faut respecter 
certaines conditions. Cependant, en pratique, ces conditions assu- 
rant la similitude du phénomène en gros ne sont généralement pas 
observées. Il se pose alors le problème de l'erreur (effet d'échelle) 
lorsqu'on applique au phénomène naturel les résultats obtenus sur 
les modèles. 
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Critères de similitude. Une fois le système des paramètres 
définissant la classe intéressée des phénomènes établi, il de- 
vient aisé d'établir les conditions de similitude de deux phéno- 
mènes. 

En effet, soit un phénomène défini par r paramètres dont cer- 
tains sans dimension. Supposons ensuite que les dimensions des 
variables essentielles et des constantes physiques s'expriment par 
célles de À paramètres de dimensions indépendantes (4 < n). Il est 
clair qu’à partir de x grandeurs on peut composer x — k combinai- 
sons sans dimension indépendantes. Toutes les caractéristiques sans 
dimension du phénomène sont alors regardées comme fonctions de 
ces nr — k combinaisons sans dimension indépendantes, composées 
des paramètres de définition. Par conséquent, ‘l’ensemble de toutes 
les grandeurs sans dimension composées des caractéristiques du 
phénomène contient une certaine base, système des grandeurs sans 
dimension définissant toutes les autres. 

La classe des phénomènes définie par une position correspondante 
du problème est composée de phénomènes qui ne sont pas en général 
semblables. Pour en séparer une sous-classe de phénomènes sem- 
blables on recourt à la condition suivante. 

Pour que deux phénomènes soient semblables, il faut et il suffit 
que les valeurs numériques des combinaisons sans dimension consti- 
tuant une base, pour ces deux phénomènes, soient les mêmes. Les con- 
ditions de la constance de la base des paramètres sans dimension 
composés des grandeurs données sont dites critères de simili- 
tude. 

Si les conditions de la similitude sont remplies, pour calculer 
toutes les caractéristiques d'un phénomène naturel d’après les 
caractéristiques dimensionnées du modèle il faut connaître les 
échelles pour toutes les grandeurs correspondantes. Si le phénomène 
est défini par z paramètres dont # ont les dimensions indépendantes, 
pour ces derniers les échelles peuvent être choisies arbitraires mais 
compte tenu des conditions du problème et également des conditions 
de l’expérience s'il s’agit d’une expérience. Les échelles de toutes 
les autres grandeurs sont facilement obtenues à partir des formules 
exprimant les dimensions de chaque grandeur dimensionnée à l’aide 
des dimensions des À grandeurs de dimensions indépendantes dont 
les échelles sont suggérées par les conditions de l’expérience et de 
Ja position du problème. 


Similitude lors de l’écoulement d’un fluide incompressible visqueux 
autour d’un corps. Dans le problème de l'écoulement stationnaire 
autour d'un corps d’un fluide incompressible visqueux toutes les 
grandeurs sans dimension sont définies par trois paramètres: les 
angles &, B et le nombre de Reynolds R. Les conditions de la simi- 
litude physique — critères de similitude — sont données par les 


$ 9] SIMILITUDE ET SIMULATION DES PHENOMENES 465 


relations 
& = Const, 
B = const, 


R= = const. 


Ici on sous-entend que les valeurs constantes de «, 6 et R sont les 
mêmes dans divers phénomènes semblables (homologues). 

Les données détenues sur les modèles ne peuvent être appliquées 
au phénomène naturel que pour les mêmes valeurs de &, B et R. 
Les deux premières conditions sont faciles à réaliser dans la pratique. 
La troisième condition (R = const) est plus difficile à satisfaire, sur- 
tout dans le cas où le corps baigné par le fluide a de grandes dimen- 
sions, comme, par exemple, l'aile d’un avion. Si on simule le phé- 
nomène à une échelle plus petite, pour conserver la valeur du nombre 
de Reynolds il faut soit augmenter la vitesse d'écoulement, ce qui 
est pratiquement irréalisable, soit modifier essentiellement la den- 
sité et la viscosité du fluide. Dans la pratique cette circonstance 
complique considérablement l'étude de la résistance aérodynamique. 
La nécessité de maintenir constante la valeur du nombre de Reynolds 
a conduit à construire de gigantesques tunnels aérodynamiques à air 
libre où l’on puisse réaliser les essais en soufflerie des avions gran- 
deur nature, ainsi que les souffleries à retour guidé dans lesquelles 
l’air comprimé s'écoule à une grande vitesse en circuit fermé. 

Les recherches théoriques et expérimentales spéciales montrent 
que dans les cas des corps de forme bien effilée le nombre de Rey- 
nolds n'influe notablement que sur le coefficient sans dimension 
de la résistance à l'avancement et, parfois légèrement, sur le coef- 
ficient sans dimension de portance et sur d’autres grandeurs jouant 
un très grand rôle dans diverses questions pratiques. On en déduit 
que la différence entre les valeurs du nombre de Reynolds sur le 
modèle et dans la nature n’est pas essentielle dans certaines questions. 


Similitude lors de l’écoulement d’un gaz compressible autour 
d’un corps. Nous avons indiqué les conditions de la similitude pour 
les mouvements des corps sans tenir compte de la compressibilité 
de l'air qui est négligeable pour des vitesses faibles devant la vitesse 
du son. 

En aérodynamique, l'influence de la compressibilité dans les 
vols avec les grandes vitesses subsoniques ou les vitesses supersoni- 
ques est évaluée en premier lieu par le nombre de Mach. Dans la 
position du problème sur le mouvement d'une aile ou d'un corps de 
forme généralement arbitraire dans une masse de gaz illimitée en 
cas de processus adiabatiques, les paramètres de définition sans 
dimension sont donnés par la table (8.31). Les paramètres définissant 
les caractéristiques globales d'une veine de gaz ou celles du mouve- 
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ment et de l’état dans les points singuliers sont les suivants: 
Voo 
œ, p, V: Me =—. 


On doit assurer l'égalité des valeurs de ces paramètres tant dans la 
nature que dans l’épreuve sur le modèle. La constance de y et du 
nombre de Mach M. sont les critères les plus essentiels de similitude. 
Les valeurs de Y dépendent des propriétés du gaz. Pour un même 
gaz la condition y = const est remplie automatiquement. La cons- 
tance de M doit être assurée par les conditions de l'expérience. 


Difficultés de la simulation. Lorsqu'on fait varier les paramètres 
principaux dans la recherche sur les modèles, on voit apparaître 
divers effets non essentiels dans la position adoptée du problème 
relatif au phénomène naturel étudié. Par exemple, en négligeant 
un écoulement stationnaire de l'air autour d'une aile à faible vitesse, 
on a affaire à un nombre de Mach petit, ce qui permet de ne pas 
tenir compte de la compressibilité de l'air. Dans ce cas c'est le 
nombre de Reynolds qui est le critère de similitude principal. Si 
l'on veut conserver le nombre de Reynolds R = prd/u lors d'une 
expérience avec un modèle placé dans une soufflerie aérodynamique, 
on est conduit, en général, lorsqu'on réduit la dimension d, à la 
nécessité d'augmenter la vitesse v. L'augmentation de la vitesse du 
courant incident entraîne celle du nombre de Mach M, qui pour 
le petit modèle sera plus grand que pour la nature et, bien que l’in- 
fluence de la compressibilité dans la nature puisse être négligeable, 
elle peut devenir notable dans le modèle en compromettant la simi- 
litude. De telles circonstances compliquent notablement les recher- 
ches aérodynamiques en apportant les exigences supplémentaires 
qu'on doit satisfaire lors de la construction des souffleries aéro- 
dynamiques. 

Un autre exemple des effets essentiels absents dans les phénomèé- 
nes naturels mais pouvant se manifester dans les expériences sur 
les modèles est fourni par les effets de cavitation apparaissant lors 
du mouvement des corps dans l’eau et par les effets de condensation 
des gaz dans les appareils d’épreuve. Ces effets sont dus à la dimi- 
nution des valeurs dimensionnées de la pression et de la température 
dans certaines régions du milieu en mouvement. (La cavitation 
c’est la formation de cavités dans un liquide en mouvement dans 
les régions où la pression du liquide est inférieure à la tension de 
vapeur ; la condensation de l’air est occasionnée, dans les souffleries, 
par une brusque baisse de la température au cours d'une dilatation 
adiabatique des particules de gaz dans certaines parties de la veine 
gazeuse.) Pour éliminer la cavitation dans l’eau, il faut (voir ch. VIII) 
augmenter la valeur « non essentielle » de la pression extérieure à 
l'infini p.. Pour faire disparaître la condensation de gaz, il faut 
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augmenter dans le courant incident la température T< non essen- 
tielle du point de vue des critères de similitude dans la position 
primitive du problème. Pour cette raison on échauffe considérable- 
ment la masse d'air dans les souffleries prévues pour des grandes 
vitesses supersoniques. 


Simulation de la navigation d’un navire. Pour étudier la résistan- 
ce des navires et autres questions hydrodynamiques (formation 
d’embruns, ballotement, submersion du pont pendant une tempête, 
etc.), on effectue les essais des petits modèles des navires à l’aide 
des remorqueurs, dans des canaux spéciaux. 

Pour assurer la similitude de la nature et du modéle, il faut, 
comme il découle de la position du problème ci-dessus et de (8.28), 
maintenir constants les nombres de Reynolds R et de Froude F. 
On voit cependant que dans Île cas de l'eau, lorsque £g — const, il 
est impossible de satisfaire simultanément aux égalités 


vd v 
= =const et = —— = const 
H j V 


gd 
si l'on diminue la dimension d. De la constance du nombre de Rey- 
nolds il vient que la vitesse du modèle doit être supérieure à celle 
de la nature, tandis que la constance du nombre de Froude implique 
l'inverse. 


Simulation selon Froude. Ainsi donc, rigoureusement parlant, 
la similitude mécanique totale dans la simulation de la navigation 
des navires n’est pas en général réalisable si l’on pose la condition 
de conserver g et v = p/p. Or. une analyse plus détaillée des phéno- 
ménes hydrodynamiques montre que l'influence du nombre de Revy- 
nolds peut être souvent prise en considération à l'aide des calculs 
supplémentaires et d'expériences simples. Dans l’hydrodynamique 
des navires ordinaires, la plus grande importance revient au nombre 
de Froude, donc lors de la simulation on essaie de conserver cons- 
tant le nombre de Froude, c'est-à-dire qu’on simule selon Froude. 


Simulation de l’équilibre des constructions élastiques. Envisageons 
maintenant un problème de la simulation de l'équilibre des cons- 
tructions élastiques. Soit une construction faite d’un matériau homo- 
gène, comme, par exemple, la ferme d’un pont. L’élasticité d'un 
matériau isotrope est définie par deux constantes : le module d'Young 
E, kgf/m°, et le coefficient de Poisson 6, grandeur sans dimension. 
Prenons des constructions géométriquement semblables et compo- 
sons la table des paramètres caractéristiques. 

Pour déterminer toutes les dimensions du modèle il suffit de 
donner une certaine dimension caractéristique d. Si, en état d’équi- 
libre considéré, le poids de la construction est essentiel, le poids 
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spécifique du matériau y = pg, kgf/cm*, doit figurer en tant que 
paramètre de définition. Outre le poids des éléments de la construc- 
tion, celle-ci est également soumise aux charges extérieures distri- 
buées d'une façon déterminée par les éléments de la construction. 
Soit , kgf, la force représentant ces charges. Ainsi donc, le sys- 
tème de paramètres de définition sera 


0,E,d,p£, ®. 


Ici nr —5, k — 2, par conséquent, la base des états d'équilibre 
élastique mécaniquement semblables est constituée des trois para- 
mètres sans dimension suivants : 


EE 

*  pgd? Ed” 
Les critères de similitude consistent en la constance de ces para- 
mètres sur le modèle et dans la nature. Ces conditions remplies, 
toutes les déformations sont semblables. Si le modèle est nr fois 
plus petit que la nature, tous les déplacements sont n fois moindres 
que dans la nature. 

Si le modele et la construction sont faits d'un même matériau, 
les valeurs de p, o, E sont égales pour le modèle et pour la construc- 
tion, donc pour la similitude mécanique il faut satisfaire à la condi- 
tion 

gd = const. 


Dans les conditions normales g = const, par conséquent, pour que 
la similitude mécanique soit respectée on doit avoir d = const, 
le modèle doit coïncider avec le prototype, ou, autrement dit, à £g 
constant la simulation n'est pas possible. 


Simulation dans les centrifugeuses. On peut varier g de la façon 
artificielle en faisant tourner le modèle à une vitesse angulaire 
constante, l'ayant installé dans une centrifugeuse. Pour des dimen- 
sions suffisamment réduites du modèle et un rayon de rotation suf- 
fisamment grand, les forces centrifuges d'inertie des éléments du 
modèle peuvent être considérées parallèles. En effectuant la rota- 
tion autour d’un axe vertical on obtient qu’en état d'équilibre 
relatif (par rapport à la centrifugeuse) le modèle est soumis aux 
forces massiques constantes analogues à la pesanteur mais d’accélé- 
ration différente. Par un choix judicieux de la vitesse de rotation 
angulaire on obtient les valeurs d'accélération aussi grandes que 
l'on veut. 

Actuellement, on emploie des centrifugeuses spéciales pour 
étudier les modèles de différents processus *) dans les sols. 


*) La condition _ — const doit être remplie lorsqu'on simule les process 


sus pour lesquels on compte parmi les paramètres essentiels les paramètres p, g, 
d et E. Dans tous ces cas il est possible d'utiliser les centrifugeuses. 
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Envisageons la contrainte %, kgf/m*, apparaissant lors de la 
déformation d’une construction élastique sous l'effet du poids et 
des charges distribuées données. On entend par + la valeur maximale 
d'une composante quelconque de la contrainte ou, en général, une 
certaine composante de la contrainte pour un élément donné de la 
construction. 

La combinaison t/E est sans dimension, c'est-à-dire que 


Fe t(o me 2e): 


Si le modèle et la construction sont faits d'un même matériau, 
alors Æ = const; donc, pour les états mécaniquement semblables, 
les contraintes en des points correspondants sont égales. 

Si l’on admet que les états de contrainte possèdent une simili- 
tude mécanique et que la destruction est déterminée par les valeurs 
maxima des contraintes, alors les destructions sur le modèle et dans 
la construction se produiront en des points homologues. 

Si les valeurs des charges extérieures sont grandes et le poids 
propre de la construction négligemment petit, le paramètre y — pg 
(et, par conséquent, le paramètre E/pgd) n'est pas essentiel. Alors, 
la relation ci-dessus prend la forme 


T P 
EI (o. Ed? | , 
et les conditions de similitude se ramènent aux deux égalités 


oc—=const et = Const. 


P 
Ed? 
On en tire également que, lors de la simulation avec conservation 
des propriétés des matériaux, les charges extérieures doivent être 
variées en raison directe du carré des dimensions linéaires. 


Les constructions de dimensions plus faibles sont plus résistantes. 
Notons par / la variation de longueur lors de la déformation d'un 
élément d’un système élastique. Pour les constructions de la classe 
définie plus haut on a la relation 

l pgd x dd 

7=v(s 2) 
Souvent des considérations physiques permettent de voir que la 
quantité l/d diminue avec la réduction du poids spécifique des 
éléments de la construction, c'est-à-dire lorsque diminue le para- 
mètre pgd/E. 

Prenons maintenant deux constructions géométriquement sem- 
blables de dimensions différentes faites d'un même matériau (E et © 
égales). Supposons que les valeurs des charges extérieures varient 
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en fonction des carrés des dimensions, c'est-à-dire que 


7 const 
Ed i 


Il est évident alors que le paramètre pgd/E diminue avec la dimi- 
nution de la construction et la similitude mécanique est par consé- 
quent rompue. Les déformations relatives des constructions plus 
petites étant moins considérables, celles-ci sont donc d'une résis- 
tance plus élevée. Ceci n’est pourtant vrai que lorsque le poids 
spécifique du matériau y — pg joue un rôle important. Si le poids 
propre y n'est pas essentiel et de plus @/Ed? — const, alors les 
déformations relatives ont les mêmes valeurs pour les corps de dif- 
férentes échelles. 

Analysons encore un cas où y est négligeable et l'on sait que, 
pour la construction donnée, le rapport //d diminue lorsque la charge 
extérieure @ diminue. Si les charges extérieures sont proportion- 
nelles au cube des dimensions linéaires, alors, évidemment, le 
rapport l’d sera plus petit pour les constructions de faibles dimen- 
sions que pour les constructions plus grandes. Par conséquent, la 
réduction des dimensions fait accroître la résistance de la construc- 
1ion. 

Dans certains cas, on peut simuler les phénomènes notoirement 
non semblables, lorsque certains paramètres sans dimension 
I1,, Il,, ... ont des valeurs différentes dans la nature et sur le 
modèle, mais on connaît à l'avance, à partir des considérations 
complémentaires, la forme de la relation entre les paramètres sans 
dimension recherchés et des paramètres caractéristiques II,, Il., 
Dans ces cas, il est essentiel de respecter lors de la simulation la 
constance des seuls paramètres sans dimension, la dépendance 
desquels n'est pas connue. 

Une telle simulation peut être parfois employée lorsque la forme 
de la relation entre les grandeurs recherchées et les paramètres 
JI,, [l,, ... est prise comme une hypothèse de travail qui sera 
confirmée ou infirmée par les épreuves. La simulation avec dif- 
férentes valeurs du nombre de Reynolds, lorsque son influence sur 
des caractéristiques recherchées est négligeable, en est un exemple. 
Cependant on peut utiliser ce type de simulation également dans 
le cas où le nombre de Reynolds est essentiel, mais la dépendance 
de celui-ci est connue d'avance. 

La simulation est souvent l'unique moyen de l’expérimentation 
et de la résolution des problèmes pratiques les plus importants. 
Il en est ainsi quand il s’agit d'étudier les phénomènes naturels très 
lents se déroulant pendant des dizaines, des centaines ou même des 
milliers d'années; dans les conditions artificielles de l'expérience, 
le phénomène simulé ne dure que quelques heures ou journées, 
comme c’est le cas de la simulation de l’infiltration du pétrole. 
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Il existe des cas contraires, lorsqu’au lieu du phénomène qui se 
déroule extrêmement vite dans la nature on reproduit, dans l'expé- 
rience, un phénomène semblable dont le déroulement est considé- 
rablement ralenti sur le modèle. 

Bien que d'une valeur scientifique très importante, la simula- 
tion doit être envisagée seulement comme une base de départ per- 
mettant de resoudre le problème fondamental qui consiste dans la 
détermination effective des lois de la nature, dans la recherche des 
proprietés et caractéristiques communes des différentes classes des 
phénomènes, dans l'élaboration des méthodes théoriques et expéri- 
mentales d'étude et de résolution d'un grand nombre de problèmes 
et, enfin, dans l'accumulation de données systématiques, procédés, 
règles et recommandations permettant de résoudre les problèmes 
pratiques concrets 


SUPPLÉMENT I 


FONCTIONS TENSORIELLES NON LINÉAIRES 
DE PLUSIEURS ARGUMENTS TENSORIELS *) 


par V. Lokhine et L. Sédov 


Un nombre considérable de notions géométriques et physiques 
fondamentales sont des grandeurs scalaires ou tensorielles. De 
nombreuses lois et régularités de nature géométrique ou physique 
trouvent leur expression mathématique grâce aux relations scalaires 
ou tensorielles. 

En écrivant les équations sous forme tensorielle, on parvient à 
traduire les régularités invariantes, indépendantes du choix du 
système de coordonnées. Les équations et caractéristiques tensoriel- 
les possèdent des propriétés invariantes complémentaires lorsque 
les phénomènes, les corps, les lois et les propriétés que l’on analyse 
admettent la symétrie. 

Dans la présente étude on développe les méthodes qui permettent 
de rendre compte immédiatement des propriétés de symétrie tant 
dans les problèmes linéaires que non linéaires, ceci par la mise en 
évidence des paramètres de définition appropriés en s'appuyant 
sur les hypothèses fondamentales mises à la base de la conception 
des problèmes à résoudre. Les déductions concernant l'effet de la 
symétrie s'obtiennent par des méthodes analogues dans l'essentiel 
aux méthodes employées dans la théorie de la similitude et des 
dimensions [1]. 

L'ouvrage proposé est consacré à la résolution de deux pro- 
blèmes fondamentaux. 

a) On a montré que les propriétés des textures et des cristaux 
peuvent être données par des tenseurs et on a établi des systèmes 
simples de tenseurs comme ensembles des grandeurs géométriques 
paramétriques determinant et donnant les propriétés de symétrie 
de tous les 7 espèces de textures et de toutes les 32 classes de cristaux. 

b) On a établi la forme généralisée des expressions pour les 
tenseurs d'ordre arbitraire lorsque ces derniers peuvent être inter- 
prétés comme fonctions d'un système d'arguments constitué de 
plusieurs scalaires et de tenseurs indépendants de divers ordres. 

Les deux problèmes sont essentiellement liés à l’analyse du 
système de transformations des coordonnées formant un groupe de 
symétrie. 

*) Article publié dans la revue « Prikladnaïa matematika i mekhanika »s, 
1963, t. 27, op. 3 (en russe). 
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La symétrie joue un rôle exceptionnel en physique. Les diverses 
espèces de fonctions et de tenseurs de différents ordres, invariants 
par les groupes correspondants de symétrie, furent l'objet de nom- 
breux travaux. Les résultats obtenus eurent favorisé la découverte 
de nouveaux effets dans des applications très variées. 

On trouvera un aperçu général des exemples concrets dans le 
livre de J. Nye [2] contenant également un grand nombre de refé- 
rences aux ouvrages traitant des problèmes en question. 

Une théorie générale développée en algèbre permet d'obtenir 
et de définir les propriétés des invariants scalaires, polynomiaux en 
composantes tensorielles et vectorielles, par rapport aux groupes 
de transformations finis. 11 fut montré [3] qu'il existe toujours, pour 
tout groupe orthogonal fini G, une base rationnelle complète des 
invariants polynomiaux constituée d’un nombre fini de polynômes 
scalaires invariants renfermant les composantes des vecteurs et 
tenseurs donnés, base qui permet d'exprimer tout polynôme inva- 
riant formé de ces mêmes composantes. 

Une base rationnelle complète fournit un système d'invariants 
par rapport à un nombre fini de transformations du groupe G, mais 
il est évident que ses éléments, polynômes formés des composantes 
des tenseurs donnés, ne sont pas invariants, en général, par rapport 
aux transformations quelconques des coordonnées, bien qu ils 
contiennent de tels invariants. Le nombre d'éléments d’une base 
rationnelle complète, ne! dépendant que du groupe et de l’ensemble 
donné de tenseurs et vecteurs, est, en règle générale, supérieur à 
celui de composantes variables indépendantes du système donné 
de tenseurs et vecteurs. Par conséquent, les éléments d’une base 
rationnelle complète révèlent généralement une dépendance fonc- 
tionnelle. 

La construction d'une base rationnelle complète pour les tex- 
tures et groupes de cristaux fut effectuée dans les travaux de Dôring 
[4], de Smith et Rivlin (5], de Pipkin et Rivlin [6], de Y. Siro- 
tine [7, 8]. On montre plus loin que pour construire les fonctions 
tensorielles, il faut et il suffit d'employer un système complet 
d'invariants fonctionnellement indépendants compatibles [9, 10] 
constitués de composantes tensorielles donnant les groupes de symé- 
trie et d’autres arguments tensoriels. 

Les exemples de scalaires et de tenseurs à symétrie donnée sont 
envisagés dans les articles de Smith, Rivlin et Pipkin [5, 11, 12], 
dans le livre de S. Bhagavantam et de T. Venkatarayudu [13], dans 
les exposés de Jahn [14], de A. Choubnikov [15, 16, 17] et de Y. Si- 
rotine [7, 8, 18, 19]. Analysant les différents tenseurs de nature 
physique, V. Koptsik [20] définit la symétrie d’un cristal comme 
« groupe d'intersection des symétries des propriétés du cristal que 


« 


l'on observe à l'instant donné» (p. 935). 
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Les tenseurs fonctions des arguments tensoriels étaient rapportés 
au cas des tenseurs du deuxième ordre. On constate que dans ce cas 
les relations fonctionnelles entre les tenseurs se ramènent à celles 
“entre les matrices carrées. Les principaux résultats dans ce domaine 
sont accumulés dans la formule de Hamilton-Cayley et dans sa 
généralisation au cas de plusieurs arguments matriciels [21 à 24, 
25 à 28] (tenseurs du deuxième ordre). Ces généralisations n'inté- 
ressent pourtant que les fonctions polynomiales des matrices et des 
Composantes tensorielles. 


1°. Notions fondamentales. Comme on sait, les tenseurs peuvent 
être interprétés en tant que êtres invariants, indépendants du choix 
du système de coordonnées, définis par les composantes scalaires 
dans une base correspondante. On introduit la base tensorielle de 
différentes manières. En particulier, on peut prendre pour base 
tensorielle les produits polyadiques des vecteurs de base d’un sys- 
tème de coordonnées dans une variété-espace quelconque. 

Pour simplifier, on n'envisage dans la suite que des tenseurs 
dans l’espace tridimensionnel. Soient x}, x?, x* les coordonnées 
des points de l'espace et 9,, 9:, 2, les vecteurs d’une base covarian- 


te *). Désignons par H le tenseur d'ordre r et par H°% °°° ses com- 


posantes dans la base 9,, 22, 2.. On utilisera le tenseur H sous forme 
d'une somme 


H = HA 9e... 00: (1.1) 


où la sommation s'étend à tous les indices &;, ..., &«, parcourant 
les valeurs 1, 2, 3. Dans le cas général, la formule (1.1) représente 
la somme de 3” termes linéairement indépendants dont chacun peut 
être considéré comme un tenseur. 

Il est à noter, qu'un même système de coordonnées admet de 
multiples variétés continuelles et, par suite, divers vecteurs de 
base. Pour les mêmes coordonnées x° et les composantes H*%°°°°" 
on peut imaginer les différents tenseurs rapportés aux bas2s diffé- 
rentes. L'exemple de telles variétés est fourni, en particulier, par 
les différentes positions d’un milieu donné lorsqu'on emploie le 
repère lagrangien figé se déplaçant et se déformant au cours du 
temps [26]. Il existe aussi des cas où les différentes variétés pos- 
sèdent, pour le repère lagrangien donné, des métriques différentes. 
Ainsi donc, il est de droit d'envisager simultanément les différents 
tenseurs de composantes identiques données dans les bases et espa- 
ces différents, aussi bien euclidien que non euclidien (Kondo, Krô- 
ner, Bilby et al.). 


*) Le système de coordonnées est arbitraire. 
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La théorie proposée est développée pour les tenseurs dans les 
espaces métriques. Désignons par ds la distance des points de coor- 
données x° et z° + dr’. Supposons que la grandeur ds* soit définie 
par la formule ds® = g,gdr%dx8. La matrice || g;; || est formée par 
les composantes covariantes du tenseur métrique fondamental 4, 
la matrice inverse || g" || par les composantes contravariantes. Les 
vecteurs contravariants de base 3° sont donnés par les relations 
9" = gg. Le tenseur fondamental métrique g vérifie les formules 


J = Lap9T9P = gP909p = 089498 
(6; est un symbole de Kronecker). (1.2 


La « jonglerie» avec les indices des composantes tensorielles 
est réalisée à l'aide de g;; et gŸ. L'expression (1.1) se récrit sous 
la forme 


p 
H = 2 kH;,, (1.3) 
s= 
où £, sont des scalaires et Æ, des tenseurs d'ordre r. On admet dans 
la suite que ces derniers sont linéairement indépendants. Il est 
clair que p < 3. 
Admettons que les composantes du tenseur H sont, indépendam- 
ment du choix du repère, les mêmes fonctions des composantes de m 
tenseurs 


Nu er y 
LT; Dai +-+ Pop, (x=1,...,m). (1.7) 


Les nombres entiers p,, ..., pm définissent l'ordre des tenseurs 
T',; en cas général, ils ne sont égaux ni entre eux, ni à r. Appelons 
le tenseur Æ fonction des tenseurs T,, ..., T,. Les tenseurs T',, 
parmi lesquels il peut y avoir des variables et des constants, sont 
des arguments tensoriels de la fonction tensorielle H. 

Si l’on peut former à partir des tenseurs TT, 3” tenseurs H, linéai- 
rement indépendants d'ordre r, alors le tenseur H vérifie la formu- 
le (1.3) où les scalaires k, ne dépendent que des invariants compati- 
bles du système de tenseurs TT, et, éventuellement, d’autres argu- 
ments scalaires donnés complémentaires. 

On n’envisage dans la suite que les fonctions tensorielles parmi 
les arguments tensoriels TT, desquelles figure le tenseur g. 

Les tenseurs Æ, peuvent être construits à partir des tenseurs T', 
à l’aide de deux opérations tensorielles: multiplication et con- 
traction *). La contraction sur deux indices arbitraires est toujours 


*) On saurait démontrer qu'une telle construction de p tenseurs H, d'or- 
dre r linéairement indépendants à partir des T,, lorsque parmi les arguments 
tensoriels on trouve les composantes covariantes g,; et contravariantes g'? du 
tenseur métrique et, par conséquent, celles des tenseurs TT, de toute structure 
indicielle. est toujours possible. Cette proposition est valable dans d’autres 
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réalisable, car parmi les arguments tensoriels est présent le tenseur g. 
La multiplication indéterminée de plusieurs tenseurs conduit à un 
tenseur dont l'ordre est égal à la somme des ordres des termes. 
La contraction sur 2/ indices abaisse l’ordre du tenseur de 2{ unités. 
En procédant à une multiplication et à une contraction naturelle 
du tenseur donné T' de composantes T**! avec le tenseur S de com- 
posantes 6/6, on obtient le tenseur T'* du même ordre de compo- 
santes 


T*ihl ... Thil . 


Le tenseur T'* est dit isomère du tenseur T. Ainsi, la permuta- 
tion des indices se ramène à une multiplication par le tenseur fon- 
damental et à des contractions. Par définition, le tenseur obtenu 
par permutation de plusieurs indices est également appelé isomère 
du tenseur T. 

On donne plus bas les procédés de construction des expressions 
générales de la forme (1.3) des fonctions tensorielles. On construira 
à cet effet une base tensorielle Æ, (s = 1, ..., p) linéairement 
indépendante à l’aide des arguments tensoriels (1.4), ceci en recou- 
rant aux opérations de multiplication et de contraction des ten- 
seurs déterminants. 


2°. Groupes de symétrie des tenseurs. Les composantes contra- 


variantes A%:°-% du tenseur À admettent le groupe de symétrie G 
donné par un système *) des matrices de transformation des coor- 


données 
dyi ii ity 
ti 0 (Dee 
lél(é=, =), 
lorsque chaque matrice du groupe G vérifie les égalités 


Are AT ra 2 - (2.1) 
Les groupes de transformations qui admettent le tenseur fondamen- 
tal g sont dits groupes orthogonaux. Cela veut dire que les matrices 
de transformation pour les groupes orthogonaux satisfont aux sys- 


cas plus généraux. Ici elle n’exige pas d'être démontrée, car pour toutes les 
espèces de symétrie orthogonale, dans l’espace tridimensionnel, on donne plus 
bas une construction de p tenseurs H, linéairement indépendants, en employant 
les produits et les contractions des composantes des arguments tensoriels. No- 
tons tout de même que, d’après la théorie générale, tous p + 1 tenseurs d'ordre 
r, admettant la symétrie donnée, sont linéairement dépendants. 


*) Pour simplifier, on omet le numéro des éléments des matrices du groupe 
G, de sorte que a w se trouve remplacé par a*, où v = 4, ..., het h est égal 
au nombre d'éléments du groupe G. 
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tèmes équivalents d'équations 
ge = gba, Lij = Lapa ii ap: (2.2) 


On vérifie sans peine que, pour un groupe G orthogonal, de la 
condition (2.1) de l’invariance des composantes contravariantes du 
tenseur À découle celle des composantes du tenseur À à structure 
indicielle arbitraire *) par les transformations de coordonnées 
formant le groupe G. Par conséquent, pour les transformations 
orthogonales, on parle simplement de la symétrie du tenseur et de 
l'invariance de toutes ses composantes par le groupe G. 

L'ensemble de toutes les transformations orthogonales par les- 
quelles le tenseur À est invariant forme son groupe de symétrie. 
Le groupe de symétrie d’un tenseur À peut comprendre uniquement 
la transformation identique. Pour un tenseur arbitraire du deuxième 
ordre (asymétrique, AŸ A7) le groupe de symétrie se compose 
de deux éléments: de la transformation identique et de la trans- 
formation inverse. Pour un tenseur symétrique du deuxième ordre 
le groupe de symétrie est confondu avec celui des coïncidences 
d'un ellipsoïde à trois axes. Lorsque l’ellipsoïde tensoriel est celui 
de rotation, le groupe de symétrie est infini. Le tenseur spherique 
du deuxième ordre possède un groupe de symétrie coïncidant avec 
le groupe orthogonal complet des rotations de même que le tenseur 
fondamental g. 

Soit T,,..., TT, les tenseurs et G,;, ..., G, leurs groupes de 
symétrie. Un groupe G formé par l'intersection des groupes G;, ... 
.... Gm est appelé groupe de symétrie de l’ensemble des tenseurs 
T,,..., Tm. I est aisé de voir que le tenseur H (T,,..., Th) 
admet le groupe de symétrie G, car ses composantes sont des fonc- 
tions des composantes des tenseurs T'; invariantes par les transfor- 
mations du groupe G; il s'ensuit que les composantes du tenseur H 
sont également invariantes par le groupe G. Il en découle avec évi- 
dence que le groupe de symétrie d'un tenseur obtenu par la multi- 
plication et la contraction de plusieurs tenseurs est confondu avec 
l'intersection des groupes de symétrie des tenseurs constituants ou 
possède une symétrie d'ordre plus élevé et comporte alors cette 
intersection en tant que sous-groupe. 

Si le tenseur H admet le groupe de symétrie G, le nombre p 
de termes linéairement indépendants dans la somme (1.3) en général 
est inférieur à 3”. Pour le groupe G donné et pour le tenseur d’ordre 
donné r, le nombre se calcule à l’aide de la théorie des caractères 
[143, 14, 30]; on trouvera des tableaux correspondants des textures 
et des groupes de symétrie cristallins dans les ouvrages [13, 14, 181. 

Si le tenseur H d'ordre impair n’admet qu'un groupe trivial G 


*) Si le groupe G n'est pas orthogonal, l'égalité (2.1) ne suppose pas l'in- 
variance des composantes du tenseur 4 ayant une autre structure indicielle. 
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composé d'une transformation identique, le nombre des termes 
lintairement indépendants de la somme est p = 3". Dans ce cas 
le tenseur Æ a la forme la plus générale. 

Si le tenseur H est d'un ordre pair, son groupe de symétrie G 
comporte toujours au moins deux éléments: une transformation 
identique et une inversion. Pour un groupe de symétrie constitue 
uniquement d'une inversion et d'une transformation identique, 
H = O0 si r est impair et, par conséquent, p = 0; si r est pair, on 
a p — 3” et le tenseur d'ordre pair aura la forme la plus générale. 

Dans la formule (1.3) les coefficients scalaires Æ, sont dans le 
cas général des fonctions des invariants compatibles des tenseurs 
T,,..., Th et d'un nombre quelconque de scalaires donnés (la 
température, la concentration. etc.). Certains des invariants com- 
patibles sont des paramètres constants; d'autres, variables. 

Notons Q@,, ..., Q + un système complet d’invariants compa- 
tibles [9, 10] du sysième des tenseurs T,, ..., TT. Le sy:tème 
d'invariants étant complet, tout. invariant J formé de composantes 
du système des lenseurs T,. ..., T, satisfait à la relation fonc- 
tionnelle 


Les invariants Q; conservent par définition leur valeur et [eur 
forme de fonctions des composantes par rapport aux transforma- 
tions d’axes. Ces invariants s’obtiennent par les opérations de mul- 
tiplication tensorielle et de contractions et représentent alors des 
polynômes homogènes [9. 10] en composantes des tenseurs T,, ... 


e. ee 7, me 
Supposons que les tenseurs T,, ..., T, (1<v<m) appar- 
tenant à l’ensemble T,, ..., T,} sont des tenseurs paramétriques 


constants et admettent un groupe fini de symétrie G*. 

Fixons les valeurs des composantes des tenseurs T,, ..., TT 
donnés dans le système d'’axes z'. Les invariants Q; se rameénent 
alors à des w, n'étant fonctions que des composantes des tenseurs 
T,,..., T1, de plus dans les axes z° on aura ©; = (2. 

Dans d’autres repères, ces égalités n’ont pas lieu en général, 
pourtant elles sont vraies pour toutes les transformations d’axes 
définies par le groupe G*, vu que pour ces transformations les com- 
posantes de tous les tenseurs T,, ..., T,} sont invariantes. Les 
grandeurs w,; ne sont pas, en général, invariantes par tout change- 
ment d’axes. Il est clair que certains w; dépendant uniquement 
des composantes des tenseurs T,,..., T,}, ou seulement de celles 
des tenseurs T,, ..., T,_, sont invariants par changement d'axes. 
Il est évident que toutes les grandeurs w;, fonctions des composantes 
des tenseurs T',, ..., T,_,, peuvent être considérées comme inva- 
riantes par le groupe G*. Ainsi donc, les coefficients invariants 4, 
de la formule (1.3) sont des fonctions des Q;. Lorsqu'on n’applique 
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que les changements d'axes du groupe G*, les grandeurs #, peuvent 
être envisagées comme fonctions uniquement des invariants &;. 

Les invariants w; sont analogues à ceux d'une base complète 
rationnelle, en coïncidant avec cette dernière pour un choix con- 
venable du système complet d'invariants Q;. Dans le cas général, 
une importance particulière est attribuée aux invariants variables 
fonctionnellement indépendants; on peut les choisir de manières 
différentes. 

Il est toujours possible de construire les tenseurs H, à partir 
des tenseurs déterminants donnés T,, ..., Th; les méthodes. 
générales de construction seront illustrées sur des exemples parti- 
culiers." 

L'indépendance linéaire des tenseurs H. peut être établie soit 
directement à partir des considérations géométriques, soit par le 
calcul des déterminants correspondants, soit par d'autres méthodes 
générales. En particulier, les tenseurs H,, et H., sont linéairement 
indépendants s'ils sont orthogonaux ou si leurs groupes de symé- 
trie ne coincident pas, Car, au cas contraire, ces deux tenseurs se- 
raient proportionnels, ce qui contredit les conditions de leur symétrie. 
Cependant, des tenseurs admettant le même groupe de symétrie 
peuvent être linéairement indépendants. 

Soit un tenseur H, admettant un groupe de symétrie G.. 

Souvent il est rationnel de choisir les tenseurs H, de façon que. 
Gr 6. 6; —>.:.:.-06G, M9! 

On voit que l’on peut toujours prendre pour q premiers tenseurs 
H,,..., H, linéairement indépendants g < p tenseurs H,,...,H, 
ne dépendant que du tenseur fondamental g ou de g et du tenseur 
du troisième ordre E: 


E = | 8" |/2(919:93— 919302 + 929391 — 9:9193+ 
+ 939192 — 930294). (2.3) 
Ces tenseurs correspondent à une isotropie par le groupe ortho- 
gonal complet ou propre. Les tenseurs isotropes H,,..., H, d'ordre 
r sont étudiés dans plusieurs ouvrages [3, 9, 19, 30]. 


Pour les tenseurs isotropes d'ordre r dans l’espace tridimension- 
nel, on a les valeurs suivantes du nombre maximal q [30]: 


r=12345 6 7 8 9 10 
g=011 3615 36 91 232 603 


Tous les tenseurs isotropes d'ordre r sont des isomères du ten-. 
seur H,et 


H$4- . -&, _ gaau — g°r%r-1 (r = 2k), 
H%4: Er ENS goans ,,, grrr (r—2k41). 
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Le nombre gq est égal au nombre de différents isomères linéaire- 
ment indépendants du tenseur H, compte tenu de la symétrie des 
Composantes du tenseur gÿ. Lorsque r est impair, pour le groupe 
Orthogonal complet on a qg = 0. Tous les tenseurs d'ordre impair, 
invariants par le groupe orthogonal complet, s’annulent. Les ten- 
seurs d'ordre impair invariants par le groupe orthogonal propre 
des rotations avec À = | a!;| — 1 ne diffèrent de zéro que pour 
F =; 

Lorsque r = 3, on a H, = E et, donc, q = 1. 

La symétrie d’une fonction tensorielle par un certain groupe des 
permutations des indices diminue, en général, les nombres p et gq. 
Les formules pour les fonctions tensorielles tenant compte de la 
symétrie par rapport aux indices s’obtiennent facilement à partir 
des formules complètes par opérations de symétrisation et d’alter- 
nance des indices correspondants, ent ne conservant que les ter- 
mes additifs linéairement indépendants. 


3°. Tenseurs donnant une symétrie géométrique des textures et 
des cristaux [29]. Le milieu est dit isotrope lorsque toutes ses pro- 
priétés en chaque point sont invariantes par le groupe de transfor- 
mations orthogonales. On distingue deux types de milieux isotro- 
pes : 

1) des milieux isotropes par le groupe orthogonal complet des 
changements d’'axes avec À = +1; 

2) des milieux isotropes par le groupe des rotations avec À = +1 
{milieux girotropes). 

Il est facile de voir que dans le premier cas la symétrie est suf- 
fisamment caractérisée par le tenseur fondamental g. Il est légitime 
de considérer la condition d’invariance des composantes du tenseur g 
comme une condition définissant un ensemble infini de matrices 
réelles, éléments du groupe orthogonal complet. 

Le groupe des rotations avec À = +1 caractérisant les milieux 
cirotropes est un sous-groupe du groupe orthogonal complet. On 
peut l'isoler en ajoutant aux équations (2.2) la condition supplémen- 
taire exigeant l'invariance des composantes du tenseur Æ défini 
par (2.3). 

Ainsi, l’ensemble infini d'éléments du groupe des rota- 
tions est complètement défini par la condition d'invariance des 
tenseurs get Æ. Ces derniers sont alors interprétés comme des ten- 
seurs définissant le groupe des rotations avec À — +1. 

Dans ce qui suit nous adoptons pour les groupes de symétrie 
les symboles condensés proposés par À. Choubnikov (15, 16]. Selon 
Choubnikov, un groupe orthogonal complet sera désigné par le 
symbole o/-m signifiant que les éléments du groupe sont des 
axes se coupant d'ordre infini et un plan de symétrie image m. 
Le symbole o/c caractérise un groupe des rotalions. 
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Dans 2° on a vu la forme générale des fonctions tensorielles pour 
des tenseurs d'ordre arbitraire en présence de l'isotropie, lorsque les 
seuls arguments sont g ou g et E. 

Un exemple simple d’un milieu anisotrope est fourni par des 
textures. Une texture est un milieu dont toutes les propriétés en 
chaque point sont invariantes par un groupe orthogonal infini 
comportant les rotations d’un angle quelconque autour d'un certain 
axe. Il est facile de voir que les groupes de symétrie des textures 
représentent des sous-groupes d'un groupe orthogonal complet. Une 
analyse simple permet de se convaincre qu'il n’est possible d'avoir 
que 7? types différents de textures, y compris deux types de milieux 
isotoropes. 

Les formes géométriques des différents types de textures ainsi 
que les tenseurs et les vecteurs donnant leurs groupes de symétrie 
sont rassemblés au tableau de la page 484. Les résultats proposés se 
vérifient directement. 

Un milieu anisotrope de composition continue ou discrète est 
dit cristal si l’on peut introduire un système de réseaux tripériodi- 
ques de Bravais (avec, dans les axes fixés, la même périodicité 
pour les réseaux différents), présentant les mêmes propriétés de 
symétrie que le milieu envisagé. L'ensemble de réseaux cristallins 
de Bravais à périodicité donnée peut admettre les groupes ponctuels 
de symétrie finis. La forme de ces groupes dépend de la structure de 
l'ensemble envisagé de réseaux ainsi que de celle du parallélépi- 
pède élémentaire des périodes. 

On sait [2, 16] qu'il n'y a que 32 classes différentes de symétrie 
des cristaux susceptibles d'être décrites par les groupes ponctuels 
finis. Le tableau rassemble les données sur toutes ces 32 classes ; 
les figures géométriques correspondantes illustrent chaque groupe 
de symétrie. Les vecteurs unitaires e,, e:, e, forment une base ortho- 
gonale cristallophysique; on a montré sur les dessins l'orientation 
de Ja base par rapport aux figures de symétrie des cristaux. Au coin 
gauche de chaque case on trouve le symbole du groupe de symétrie 
respectif selon Choubnikov, à côté des dessins on trouve également 
Ja notation de l’ensemble de tenseurs simples caractéristiques que 
nous avons établi pour chaque groupe. Les définitions des tenseurs 
correspondants figurent en marge du tableau *). 

Envisageons les tenseurs déterminant la symétrie des groupes du 
système cristallin cubique. Montrons que le tenseur O, est invariant 
par le groupe de 48 transformations donnant une représentation 


isomorphe du groupe 6/4 et qu’on ne peut indiquer aucunes autres 
transformations par lesquelles il soit invariant. Commençons. par 


*) Dans ce tableau et plus loin, les puissances des vecteurs sont interpré- 
tées comme des produits dyadiques ou polyadiques. 


31—0863 
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trouver toutes les transformations réelles par lesquelles le tenseur ©} 
est invariant. Les conditions d'invariance des composantes contra- 
variantes du tenseur O, sont équivalentes au système suivant 
d'équations algébriques non linéaires pour è éléments de la matrice 


de transformation || a [| : 


| 
arafayet+ agafatet+agafatat= | à . (3.1 


On pose le second membre égal à unité lorsque & = B — y = Ô 
et nul dans d’autres cas. En posant & = B et y — 6, on obtient 
pour a y les équations suivantes: 


(a?) (a7)° + (af) (a) +(a5) (ax) =0 (aÆy). (8.2) 


D'où l’on tire 


aÿa} = 0. (3.3) 


Comme le déterminant | a; | 0, il vient des égalités (3.3) que 
chaque ligne et chaque colonne de la matrice || a; || ne contient 
qu'un seul élément non nul. 

Comme" (a%)* + (ag)* + (a£)* — 1 lorsque a = B — y — 6 d'a- 
près (3.1), chaque élément réel de la matrice || a || non nul vérifie 
l'égalité 

ag= +i. . (3.4) 


L'analyse de tous les cas possibles présentés par (3.3) et (3.1) 
montre que les matrices constituées des éléments (aÿ)® égaux à 1 ou 
à 0 sont de la forme. 


| 100 100 0101 } 
EE] 

001 010 0 01 

010| oo! 0011 : (52) 
001|,|010 loc) 

100 100 010 |] 


On à obtenu le système qui comprend seulement six matrices. 
Si selon (3.4) on tient compte des signes des a%, chacune des six 
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matrices (3.5) engendre 8 matrices pour. Il a à Il. Ainsi, à la première 
des matrices (3.5) correspondent les matrices dur 


+1 0 O0 Rs 0 0! 
0 +1 O1, 0 +1 0}, 
0 O0 +1. | 0 O0 —1 

+1 O0 0 +1 0 0] 


O0 O0 --1 0 O0 —1 


—1 0 0 —1 0 0! : 


O —1 oO, O0 —1 | 


L 


==, 
+ 
te 
© 
+ 
CES 
© 


Par définition du groupe de symétrie cubique G:4, le système 
complet des matrices du type (3.6) forme, pour chacune des matrices 
du système (3.5), un groupe complet des matrices des transforma- 
tions de symétrie cubique pour le groupe-6/4 constitué des 6 X 8 = 
— 48 matrices, orthogonales en l'occurrence. Ainsi, donc, toule 
matrice correspondant à la solution du système d' équations (5.1) 
ne peut être qu'une des matrices du système (3.6) de 48 matrices. 
D'autre côté, il est facile de voir que la réciproque est également 
vraie : chaque matrice du système trouvé de 48 matrices est solution 
du système d'équations (3.1). 

Recherchons maintenant les matrices des op de tr'ansforma- 
tions préservant inchangé le tenseur T';. Les conditions d'invariance 
des composantes contravariantes du tenseur T, sont Cquivalentes 
au système suivant d'équations algébriques non lincaires pour 


9 éléments de la matrice de transformation || a; ||: 


| 1 
aaBay + acabay + aïaba? + aaba} +- aZaba? + azal aÿ= 0” (3.7) 


On prend dans le second membre de (3 1) l'unité lorsque &, 6. * 
se distinguent et zéro si on trouve au moins un couplé d’ indices 


tr 
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xi, x, 2$— coordonnées cartésiennes cristallographiques 
E1, E3, ES — coordonnées arbitraires 


dE i Fe ôr 
a: = - = | 5 |, ei = - 
0x] ox 

— or 

dE 


— na: 2 — 1X 
Ej—G.; Ja es — a%a$ 998 
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E = ejesc3— e2t1e3+ e2e3e1 — e3eres + eses 2 — 41€ 32 = 

= À (919298 — 929498 + 229391 — 939201 + 339192 — 919392), 

Q = ej67— e2e1 = (aTah — a af) 2098 = aTa$ (2098 — 9800), 
On=et+et+ e4 = (afafaya) + aZ1BaYaÿ + aaba}a}) 2,98098, 


T=ejei;+eiesteiel, Ta=ejeres+ ese1es + e2eses + 
+ esse + Cseies + egeses, 


Dyn=ei—esei—eseser— cles, Dsa = es (e?—eez — eseies — ele:), 
Den = (ei —ejei—esejes — eïe:)?, 
Don = Mie} + Ate3+ 88e = Mia ob: 9096 = dP9098 
(A A2 ASS AM O0, db da), 
Ci=Dytotiese;= Coup wii= — oi -£ 0. 


DER Système sir 
orthorhomobique |  monoclinique trictinmque 
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égaux. Prenons celles des équations (3.7) où y = B, on a 


| œ= À, 2, 3 
- atalaë+afaheë+ afatab=0 [AT 2) (3.8 
Comme {4} [Æ 0, il découle du système d'équations (3.8) que 
afaÿ — 0, (3.9) 


B étant un indice arbitraire fixe. 
Ceci et la condition | a; | O0 permettent de voir que chaque 


ligne et chaque colonne de la matrice || a; || ne renferment qu'un 
seul élément non nul. On n'a que six matrices de différentes struc- 
tures indicielles des éléments non nuls, à savoir 


a 0 0 a: 0 0 0 4 0 ) 
0 b,0 |, vou) DX | 
0 0 c, O c 0 0 0 
0 & 0 0 0 a 0 0a ! 10 
u 5 6 
O0 O 6, ||, ne] BY . 
c; O 0 c5 0 0 0 c 0 } 
Les équations (3.7) d'indices &, B, y différents donnent 
abc; = 1 (i—1,..., 6). (3.11) 


On voit sans peine que pour les transformations orthogonales 
lorsque sont remplies les conditions 


3 : 1 pour i=}j, 
4 9 
2 aka = À 0 pour i j, 


a=i 


(3.12) 


on a les égalités 
a; = Hi, bi = +, = +1. (3.13) 


Dans le cas général, la représentation du groupe de symétrie 
3/4 exige que la condition d'invariance du tenseur T'; soit complétée 
de celle d’invariance du tenseur g, car c’est seulement dans ce cas 
seront remplies les conditions (3.12) faisant partie de la définition 
des groupes cristallins de symétrie *). 


*) On vérifie aisément que, si|e;|= 1, on a l'égalité °g = Ta:Ta, où 
la contraction est effectuée sur deux indices de même position; il n’en découle 
pourtant pas l’invariance de g par les transformations (3.10), compte tenu de 
(3.11). 
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Le système matriciel (3.10) nr avec les conditions 
(3.13) définit 48 matrices du groupe de symétrie 6/4; les égalités 
complémentaires (3.11) en dégagent un sous-groupe de 24 matrices 
où soit a; = b; — c;3 — 1Â, soit deux éléments des trois nombres 
ai, b;, c; sont à la fois égaux à —1. Par exemple, la première matri- 
ce (3.10) ne donne que quatre matrices 


+1 O0 0 +4 O0 O0 | 
+1  O |, 0 —1 oO | 
0 Ag 0 O0 —1 
û er l (3.14) 
; —1 0! 0 41 O0 | 
O0 O0 +1 O O0 —1 ] 


On s’en convainc aisément que le système obtenu de 24 matrices 
représentant le groupe 3/4 est solution du système complet d'équa- 
tions (3.7). De plus, lorsque | ai | 0, ce système de matrices 
constitue un système de toutes les solutions réelles des équations 
(3.7). à condition que les matrices recherchées soient orthogonales. 


Passons maintenant aux conditions d'invariance pour le ten- 
seur T'}. 


Le système d'équations pour les a;, éléments de la matrice de 
transformation, est équivalent aux conditions d'invariance des 
composantes contravariantes du tenseur T';: 


1 
acabaYaë + aïabaYas + cratayat = | 0° (3.15) 
On pose le second membre égal à l'unité lorsque &« = B = 2, 
v=d—= 3 a = —=3, y—0—1; af —=1, y =0 —2 et 


à zéro dans tous les autres cas. D’après (3.15) 

pour a—fBf—1, y—Ô0—1,3 

aa, =0, alaï=0, aja;=0, alaÿ=0, aa=0, ala:=0, (3.16) 
pour a=f$f—2, y—0—1,2 

aal=0, a=0, aa=0, aïa=0, a%a!=0, aa:—0, (3.17) 
pour a=fpf—3, y—0—2,3 


aa; =0, aja;=0, afai=Ù0, asaÿ=0, aa; =0, aa —0. (3.18) 
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Il découle des 18 équations (3.16) à (3.18) et de la condition 


| ai | £ 0 que chaque ligne et chaque colonne de la matrice || ai || 
ne peuvent contenir qu'un seul élément différent de zéro; ainsi, 
lorsque 


1 ae 
aÆ0, alors a—a=a=a—at—a=0, 
Ainsi donc, on obtient les matrices 


pour a; 0 pour a, 0 pour a Ù 


ai O0 O0 0 ai 0 0 O0 à 
0 a 0 |, 0 O «|, ai O O |. (3.19) 
0 O a a OU 0 0 a 0 


Quand le second membre est égal à l’unité et a! =£ 0, trois équations 
(3.15) donnent 


(a) (as) =1, (a)*(a)*=1, (as) (a) =1. (3.20) 


Les solutions réelles de ces équations, ainsi que des équations ana- 
logiques qu'on obtient pour a = 0 et a! 0, sont données par 


ai= +1, =+i, a=—+i, 
a;= +1, a=+1, a= +1, (3.21) 
ai=+i, a=+i, a= +1. 


Les valeurs obtenues pour a font voir que chaque matrice (3.19) 


se décompose en 8 matrices; en tout, on a pour 6/4 un sous-groupe 
matriciel composé de 3 X 8 = 24 matuices orthogonales. Il est 
clair que les solutions trouvées satisfont au système complet d’équa- 
tions (3.15) et que chaque solution réelle y trouve sa place. 

L'introduction du tenseur ÆE en tant que grandeur déterminante 
complémentaire, invariante uniquement par le groupe des rotations 
propres, fait exclure pour À — +1 les matrices avec À — —1. 
L'ensemble des tenseurs O, et ÆE fait dégager du groupe de 48 
matrices obtenu pour O}, un sous-groupe de 24 ‘matrices avec 
A = +1. 

De même, l’ensemble de tenseurs g, T',; et E dégage de 24 ma- 
trices trouvées pour le groupe g, T; un sous-groupe de 12 matrices 
avec À — +1. Le fait de dégager effectivement les matrices corres- 
pondantes montre que les groupes de transformations associés aux 
systèmes de 12 matrices pour les tenseurs g, T4, E et les tenseurs 
T'}, E coincident. 
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Dans le cas du système cristallin tétragonal l'équivalence des 
tenseurs cités dans le tableau et des groupes de symétrie correspon- 
dants peut être expliquée de la manière suivante. Les groupes de 
symétrie pour le système cristallin tétragonal s’obtiennent comme 
l'intersection des groupes correspondants de symétrie des cristaux 
du système cubique et des groupes de symétrie des textures. Ainsi 
on peut former les sous-groupes corsespondants à partir des groupes 
du système cubique et des groupes des textures en composant l’en- 
semble approprié des tenseurs à partir des tenseurs donnant les 
groupes de symétrie cubique correspondants et des tenseurs défi- 
nissant les groupes des textures. On voit tout de suite que la con- 
dition d'invariance des ensembles cités de tenseurs pour chacune 
des 7 classes du système tétragonal définit les groupes des matrices 
de transformations associées aux groupes de symétrie correspondant 
justement à ces systèmes cristallins. 

Pour justifier le choix des tenseurs donnant la symétrie hexago- 
nale et trigonale, il faut envisager les conditions d'invariance des 
composantes des couples de tenseurs suivants: Den et e5, Dan et 
ei, Dsa et e5. La condition d'invariance de la dyade ei dégage en 
tant que matrices de changement de coordonnées admissibles seule- 
ment les matrices de la forme 


da da à 
ai ay a |. (3.22) 
0 0 +1 


De l'invariance de D;, ou de D, ou de Dsa il découle que a; = 
= a; = (. 


Si l'on exige l’invariance du vecteur e, au lieu de eë, cela conduit 
aux matrices de transformation suivantes: 


a) a 0 
a? a 0 : (3.23) 
0 O0 +1 


Comme Der, Da et D:, s'expriment uniquement par les vecteurs 
de base e, et e,, l'invariance de ces tenseurs est liée à la structure 
des matrices du second ordre 


ai ü 


di a 


D— (3.24) 


La structure matricielle des D se dégage facilement si l'on intro- 
buit une base complexe de la forme 


ha " €] + les, Jo — €] — Len. 
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Dans cette base, les tenseurs D:}, Der et D:34 prennent la forme 
2Dsn= fi+ fer AD =(fi+ fs)  2Dsa = 3 (Ji + Je): 


Les conditions d'invariance de ces tenseurs dans une base réelle 
peuvent être récrites dans la base complexe. Les formules de trans- 
formation d’une ! ase complexe s'écrivant 


Ji = CHR PR 


la relation entre Îles matrices || a; [| et || b | sera donnée par 


1 
j a! a! | =D 0: b, b; 1 i 
2 | : ll 9 
ar] 2 4 hi allie 62 
| 2 2 


La condition d'invariance du tenseur Du conduit au système 
d'équations suivant pour bi: 
1 pour a=pB=7y ; 
BY : AG p Vi É 
DID 1b} + bzb2b5 O dans les autres cas, 
qui, sous forme développée, est équivalent aux équations 
(b:)° +(b.)=1, bi (bi) +06, (b:)° = 0, | 
(ES + (62) =1, DE (b!)2 + BE (61)? — 

Il est facile d'obtenir toutes les solutions des équations (3.26) 
satisfaisant, à la condition | b; | 0. Comme les a; sont réelles, 
on tire de la formule (3.25) que bi -- bZ et b} — b?. Compte tenu 
de ce fait, écrivons 6 matrices pour || bi Il 6 


(3.26) 


| 1 0 e 0 e° 0 

0 1 0 e° 0 € Sci 

o1 0 € 0 &° (e= exp). (3.27) 
| 1 0 e 0||” € 


L'orthogonalité des matrices correspondantes D) s'obtient 
automatiquement. À l’aide des formules (3. 27), (3.25) et (3.22) il 
est facile d'écrire les douze matrices liées à l’invariance des ten- 
seurs Dan, 5 et caractérisant la classe m°3 : m du système hexa- 
gonal. L'invariance de la combinaison D:,, e; détermine six matrices 
qu'on obtient de (3. 23), (3.25) et (3.27) et qui correspondent à la 
classe 3-m du système cristallin trigonal. 

Les conditions d'invariance de D;,4 et de e° modifient quelque 
peu les équations (3.26). La résolution des équations correspondantes 
conduit au système de douze matrices, dont les six premières, liées 
à l'invariance de e,, sont confondues avec les matrices de la classe 
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N 


3-m (Dr, e3), les six autres s'obtiennent à partir des premières 
par changement de signe de toutes les composantes matricielles. 
Les conditions d'invariance de D, et de e? donnent les matrices du 
type (3.22), alors dans les équations correspondantes du type (3.26) 
on ccrira à droite +1 au lieu de +1. La solution est donnée donc 
par douze matrices de la classe m+3 : m et par douze matrices sui- 
vantes 


m0  O r0 O0 0 O0 
O x OÙ, ox o!, |o + ol, 
0 0 +1 00 +1 0 0 +1 . 
0 & O0 0 + 0 Ow O0 (r= exp +). 
#0 OÙ, | w0 0, [+0 o 
lo o +1 0 0 +1 00 +1 


Un écrit facilement les matrices réelles correspondantes en se servant 
de (3.25). 

Les paramètres tensoriels de toutes les autres classes des systèmes 
hexagonal et trigonal, qui sont les sous-groupes des groupes de symé- 
trie étudiés plus haut, s'obtiennent sans difficulté comme intersec- 
tions des groupes correspondants dont les caractéristiques tensorielles 
sont déjà établies. 

Quant aux systèmes cristallins rhomboédrique, monoclinique 
et triclinique, les caractéristiques tensorielles indiquées dans le 
tableau sont évidentes. Il est clair que les ensembles de tenseurs 
donnant tel ou tel groupe de symétrie ne se définissent pas univoque- 
ment. 

Dans chaque cas envisagé dans le tableau on peut prendre au 
lieu des tenseurs indiqués un autre système de tenseurs lié univoque- 
ment au système de tenseurs du tableau. En particulier, il est pos- 
sible de varier le nombre et l’ordre des tenseurs donnant la symetrie. 

Par exemple, au lieu des tenseurs du tableau on peut prendre la 
combinaison suivante des groupes et des tenseurs *) 


m-2im ei, €’, ei, 2 e?, e;, ex, E, 
. 2 2 2 . 

2 e 2: €;; Co) Es E, m C1 LE C3) 

2m Ci, Cr y 2 eç6:, €1e3,] ere 3. 


2im £;, €, €; ©, 


Chaque tenseur de ces systèmes s'exprime facilement par ceux 
du tableau. Les relations réciproques sont tout à fait évidentes. 
Dans ce qui précède, le problème était de définir les tenseurs 


*) On sous-entend que les produits des vecteurs et leurs puissances sont 
dyadiques. 
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donnant les groupes de symétrie des cristaux et des textures. Le 
problème concernant la définition des groupes de symétrie orthogo- 
naux correspondant au tenseur donné a été traité plus haut pour les 
cas particuliers les plus importants. 


4°. Fonctions tensorielles des tenseurs caractérisant les propriétés 
géométriques des textures et des cristaux. On donne ci-dessous les 
expressions générales de la forme (1.3) vraies en axes arbitraires 
pour les composantes des vecteurs 4°, les composantes des tenseurs 
du second ordre A‘, du troisième ordre AŸ* et du quatrième ordre 
Al pour les textures *) et les cristaux, en fonction des variables 
tensorielles données dans le tableau, définissant les groupes de symé- 
trie correspondants. 

Comme les invariants compatibles des tenseurs définissant les 
groupes de symétrie sont des constantes absolues, les coefficients 
invariants k#, (s — 1 ..., p) représentent soit les nombres cons- 
tants, soit les fonctions de quelques scalaires qui, en plus des ten- 
seurs relevés, peuvent figurer aussi parmi les paramètres déter- 
minants. 

Les formules contiennent, dans chaque cas, seulement p termes 
additifs linéairement indépendants. Le choix de ces termes peut 
varier, mais chaque fois l’ensemble correspondant des termes addi- 
tifs peut être écrit sous forme de combinaisons linéaires des termes 
présents dans les formules. Le problème du choix des tenseurs linéai- 
rement indépendants peut jouer un rôle important lorsqu'on recourt 
à certaines hypothèses complémentaires sur le caractère des relations 
fonctionnelles (dépendance linéaire de certaines composantes, etc.). 
On tire de ces formules les données connues [2] quand sont remplies 
les conditions de symétrie suivantes : 


AU = A, AR — Aïkj 

FARETL ? 

ARE AUX AR  AÏRL  AiÏM __ Ah 
Es 9 Es 9 nes " 

Ces conditions sont observées à condition d'imposer les restric- 
tions supplémentaires aux coefficients invariants. Les formules 
correspondantes s'obtiennent à partir des formules écrites à l’aide 
de l'opération de symétrisation. 

Textures 
Classe co/00 -m (9) | 

A! =0, A es kg, A iJR = 0, 
AURA = je gi ph + kg pi + kel, 
Classe 00/00 (49, E) 
Ai=0, Aÿ — ke, AR — LEÿN: AURAI AiAI (00/00em). 


. *) Des formules analogues, en partie incorrectes, furent publiées dans [28]. 
Ici on a pris soin de corriger les erreurs. 
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Classe m-00:m(g, B—=e;) 
Ai— 0, A — kg + k,BÜ, AUX — 0, 
AR — AURI (00/00 -m) + kg" Bt + ksg'* Bit + kg Bi + 
2 kg BU + keg!B'* + kg Bi so k1oBŸB!. 
Classe co : 2: (9, B=e;, E) 
At= 0, A = kg + k,Bh, 
A = RER LL BLER LRENRE, AR — AUKI (m. 00 : m). 
Classe co :m(g, B=e;, = e;e: — ese:) 
Ai 0, A — kigŸ + k,B1 LRQ, AE — 0, 
AR — AURA (m0 : m) + kg Q*! nn Lg *Q! se kg OX se 
+ RRQ RQ EL AQU EL, BQ 1 pe, BRQ! + Qi BAT. 
Classe co-m (9, b—es) 
Ai=hbt, A kg + Kbib}, 
AUR — k gb" + k .p*b? na k:p”*b! so kbib’b!, 
AËRI— AR (00/00 -m) + kg bb! + ke "bib! + DA A 
+ kg bb + ag bib} + kog/*bibt + Job'bbFb! . 
Classe oo (9, b=es, E) 
At= kbi, AÛ = hig! + Rbib + KE b., 
AR = kg Pb" LE Log b) LE kg *bi + kb bib} + | | 
nu kQ Nb se kb? sh k-*b!, 
AihI — AURI (oo -m) + kg OX! Reg QI + 
LRQ he Q LE IQR LL PRO ER bib Qt 4 
+ sb Q + RQ bb! (QÙ = ETp,). 
Système cristallin cubique 
Classe 6/4 (O;) 
Ai — O, A _ ke, PULL — 0, PULI = PULL (00 /00 .m) + KO“, 
Classe 3/4 (O0;, E) 
Ai 0, AÙ — ket?, AE = KEÙR, PULL == PULL (6/4), 
Classe 3/4 (9, Ts 
Ai=0, AÏ—kgeÿ, AR ETUR, AR AU (GA). 
Classe 3/2(9, E, Ty) ou (T,, E) 
A=0, AÏ= kgŸ, AÛR 2 RENTE, 
AU = ADM (GA) RTE + ATP + The. 
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Classe 6/2(T;) | 
Ai=0, A hei, AÛRLO, AÛRI AU (3/0). 
Système cristallin tétragonal 
Classe m-4:m(O,, B = ei) 
Ai=0, AŸ= A (m°00 : m)= kg kB, 
AE 0, AR  AÜRI (m «00 : m) + k OP! 
Classe 4-m(9, Ty, B=e;) 
Ai=0, AE 18 + keBŸ, 
AR RTL LT BL RTE B, AM AR (m4 : m). 
Classe 4:2(0,, B=e, E) 
Ai=0, A = kg + kB, AR = AR (00 : 2), 
AK AR! (m-4:m). 
Classe 4: m(O», Q —eses — se, B = ei) 
Ai=0, A — A (oo : m), AE 0, 
ART 2 AU (oo : m) + kyO "+ kaON QE. 
Classe 4(9, Ta, Q—=eies —eses, B = €:) 
Ai=0, AŸ = AŸ (00 : m), 
AE AU (Tem) RTE + RQ TRE RQ TP BE 
ARE AÏ (4: m). 
Classe 4-m(0;, b = e;) 
Aie kbi, A = higÿ 3 Lbibf, Aïk = Ah (co.m), 
At 2 AK (m4 : m), 
Prise 4(0x, b=ez, E) 
Ai kbi, A = kg + kbib) L kQi (QŸ = EE), 
AR = LA (eo), à AN = ART (00) + kapO + kON TO, 
Système cristallin hexagonal 
Classe m-6:m(Don, 13 — e?) : 
Ai=0, A kigÿ + kB, AR 0, LL AE (m + 00 M). 
Classe m.3:m(D:,, B = e‘) 
Ai=0, AP = kg + nb, AE RD, AUKI 2 AN (m. 00 : M). 
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Classe 6:2(D,;,, B=—e;, E) 
Ai=0, AÏ = kg + kB, A" = AÏX (00 : 2), 
AE = AURA (me 00 : M). 
Classe 6: m(Dsn, D —ei, Q—e;es—eres) |. 
Ai=0, Az AË (oo :m), A0, AK — Ai (00 : m), 
Classe 3:m(Dar, B= ei, Q—e;e: —ese;) 
Ai=0, Aÿ— Aïü{o0 : m), A = kD + kDR ES, 
| Aïkt — A5! (00 : m). 
Classe 6-m(Dir, bd = e3) 
Ai= kbi, A = kg + kil, A4 — Ah (com), Al — AA (oo. m), 
Classe 6(Duhs 0 =e3, E) | 5 oo 
Ai= kbi, Aÿ= A (oo), AÏ%— Ai (oo), Aït = AU (oo). 
Système cristallin trigonal 
Classe 6-m(D:, B = ei) 
Ai=0, AÏ = kg + kB, AO, 
AM = AH (m- 00 : m) + kaDE + EeDhd + HsDid" + ki Dia”. 
Classe 3:2(Dar, B=e;, Ë) 
Ai 0, AÏ = kg + koB55, AU A (oo : 2)+ HD, 
AËKE = AT (me 00 : M) + k1DR Eos he Dh a+ 
+kET Di. a + AuE DSi. a 
Classe 6(Dsa, B = € Q = eje: — ee) | 
Ai=0, AÏÿ— A (oo :m), A" =0, 
AGE = AE (oo : m) + Ka + Ka Did + KaeD3! + ke DES + 
+ RD Os + as Dhd Qu + KoeDhd OH DE Oa. 
Classe 3.m(Da, 0 b—=e;) 
Ai kbi, AÏ = kg + kb'b, AÏ% = AE (oo -m) + ks Dh, 
AU = AK (00 -m) + EDR! + KDE 2 His DIRE + y DL". 
Classe 3(Dan, bd —es, E) | 
| Ai= kb', A = A" (co), 
A 2 Ah (00) + k8 DR + HD Q"e AR AU (G). 
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Système cristallin rhomboédrique 
Classe m-2:m(Dox, 9) 
A'= 0, Aùÿ = k1g ÿ + kD#, + ksD 5 Daho: À (tormule de Cayley-Hamilton), 
Ar — 0, AK — kg se kg* pit + kag'!g/* + kg Dih + kg Do + 
+ ke DE + RD + RD + ko Da + kg MY + 
+ kg EME ki MR + RM gt RM + 
+ MU + Rae D D Dh + ka DE M + kisDB MU + 
+ ko DM + kooM Dh + ko M ME (M = DS Donc). 
Classe 2:2(D:, E, 9) 
Aï=0, AŸ= AŸ(m.2:m), 
AÛR = RER LL EDR + kE Done + KE MES + 
+ REV MI + kDRES EM, AK AÜK (m.2 : m). 
Classe 2-m(D:r, db =es, 9) 
Ai= kbi, A AŸ (m.2:m) = kg + kbib + kD,. 
AÏR = Rg + kog XD) + ag" D! + Ki bb D" + 
+ KDE + KDE + k DSbi, AR AÜRI (m.2 : m). 
Système cristallin monoclinique 
Classe 2:m(D:p, Q — eies — ses, 9) 
A=0, AA (m.2:m)+kQ + KO Dons, Ak—0, 
AR AR (m.2:m)+k 2 QX + ko giQi + ko gilQ* > 
+ Reg QT RQ og QUE Los Diop: + 
+ kg FO Donc! + ka08 RQ Donc: + kaB QE Donc? + 
+ ko Q Done. + kasg QT Donc! + ka DHQM + 
+ as DT ke DR + ko DH Donc! + 
+ ka DR Dan: + kss DA Donc? + ko MO + ki ME Donc - 
Classe 2(Den, E, db =e;, 9) 
Aî= kb!, AŸ= AŸ(2:m), 
AU 2 RE ko D + kag D + DEEP + ks DD + ke DEhb + 
+ kDHbi + RQ + ROAD a QD + ki RE Dons 08 + 
+ ki Dan D + k3@* Donc’, 
ARI  AURI (2:m). 
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Ne 
Classe m (Den, D = es, C = 2) 
A = kb + hoc, A = kg + kb + ko + bo + kscib?, 
AR — kg" + ko giÀb} ne kb! + kb'bb* + kg c* + kag*c? ER 
+ kg oi LE ke be + KI EÀ + kb bic" + kisb'cc* + 
+ kuoc'b? + kucio b* + kuc'c c*, 
AÿRI — APR (2 . m) = kg Vght se kg * pit + kagiteih se kg bb! + 
+ ag M bibt + het b* + Robbie + Rbibhgit + Lbibl it + 
+ Ho bŸ ct + ug bel + bit + has bio + kg tt + 
+ kise bel + Right + ag MOD + Lise D + King} cb + 
+ he tcibh + Le /tcibl + k2cibbhbt + kb bhbt + 
+ kbib ch bt + ka bibibhct + hagichcl + kg oct + 
+ kon oc + kogchclcic? + kb bb Mb + ka cict + kb cet + 
+ kb hoc! + habbo À + kssc bb! + kagcic* bb! + 
nc cbr + kdo che! + kasc'behc! + kioo cb} cl + kusc'o ch. 


Si au lieu de D;,», €, e. on prend e,, e, et e5 comme tenseurs 
déterminants, la dernière formule pour les tenseurs du quatrième 
ordre peut être remplacée par la formule suivante: 


A, = kihle.ejese, + Ke eseses + ke e.eses + k°*%eseseses + 


3a3 3aB3 363 
+ Re se esen + KBesecenes + kPecesepes + Seseseses, (+) 


où la sommation est effectuée sur les indices à, j, k, L, &. B ne pre- 
nant que deux valeurs: 1 et 2. Un calcul élémentaire montre que 
cette formule se compose de 41 termes additifs dont l'indépendance 
linéaire est évidente. 

On voit aisément que pour les tenseurs de l’ordre pair et, en 
particulier, pour les tenseurs du quatrième ordre pour les classes 
du système cristallin monoclinique 2 : m, 2 et m, les paramètres 
déterminants correspondants peuvent être remplacés par un même 
système de tenseurs e,, e, et e, d’où la possibilité d'employer les 
mêmes formules. Ainsi donc, la formule (+) est valable pour Îles 
tenseurs du quatrième ordre de toutes les classes du système cris- 
tallin monoclinique. 

De même, on voit facilement que les tenseurs du quatrième ordre 
du groupe cristallin rhomboédrique à 21 termes linéairement inde- 
pendants s'obliennent à partir de la formule (+), où il ne faut garder 
que les termes avec i=j, k=l; ik, j=leti-=1l,; j =k 
et a = $. 


32—08683 
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Il est clair alors qu'il est souvent rationnel, lors de la construc- 
tion des formules générales pour les fonctions tensorielles, de modi- 
fier la base initiale suivant le cas considéré. 

Système cristallin triclinique 


Classe 2 (C;) 
Ai=0, AŸ-— cas général avec 9 composantes, 
AÏk—0, Aïkl__ cas général avec 81 composantes. 


Classe 1 (e,, e:, e3). 
La forme générale de tous les tenseurs est celle en l'absence de 
symétrie. 


5°. Fonctions tensorielles pour les textures et cristaux en présence 
des arguments tensoriels complémentaires. Admettons maintenant 
qu'en plus des tenseurs donnant les propriétés géométriques des 
textures et des cristaux, on trouve parmi les paramètres détermi- 
nants arguments indépendants, d'autres tenseurs. Ïl est évident que 
les groupes de symétrie de l’ensemble des paramètres déterminants 
sont alors des groupes ou des sous-groupes correspondants des tex- 
tuies ou des cristaux. Les sous-groupes, différents des groupes cris- 
tallographiques, peuvent avoir lieu seulement lorsqu'on envisage 
les textures. En ajoutant d'autres tenseurs aux tenseurs définissant 
Ja symétrie cristalline, on obtient de nouveau des groupes de symé- 
trie cristalline, ou bien le groupe de symétrie se réduit à une trans- 
formation identique. 

Tous les sous-groupes d'un groupe donné de symétrie cristalline 
sont contenus dans les 32 groupes cristallins. Par conséquent, en 
ajoutant d’autres tenseurs à ceux qui donnent la symétrie des cris- 
taux, on] arrive à des groupes de symétrie de l’ensemble des argu- 
ments qui appartiendront également à un des 32 groupes cristallins. 

Le nombre de composantes linéairement indépendantes des ten- 
seurs à déterminer ne se réduit, en général, qu'en présence d'une 
symétrie correspondante. Il est clair que les simplifications, dans 
le cas des cristaux, ne sont possibles que lorsque l’ensemble des 
paramètres déterminants admet un groupe non trivial de symétrie. 
Après avoir déterminé le type du groupe de symétrie cristalline 
pour l'ensemble des arguments tensoriels, on peut recourir, afin 
d'éclaircir la structure des composantes de la fonction tensorielle 
recherchée, à une des formules du paragraphe 4°. 

Ainsi, les formules du paragraphe 4° peuvent être utilisées pour 
établir la structure des fonctions tensorielles dans le cas général 
pour les cristaux. La nature des formules respectives n'apparaît 
que lorsqu'on met en évidence les propriétés de symétrie de l’en- 
semble des arguments donnés, ce qui équivaut, pour les cristaux, 
à représenter les tenseurs déterminants au moyen de l’ensemble des 
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\ 
tenseurs caractérisant les classes cristallines indiquées dans le 
tableau. 

Les considérations qu'on vient de communiquer permettent 
d'analyser avec succès un grand nombre de différents cas particuliers 
quand les tenseurs complémentaires sont spéciaux ou ont une forme 
spéciale en axes cristallophysiques. 

En présence de tenseurs complémentaires, les scalaires k, sont, 
en général. des fonctions des invariants compatibles des tenseurs 
complémentaires et des tenseurs donnant la symétrie des textures 
ou des cristaux. Les invariants compatibles variables sont dus aux 
tenseurs complémentaires. Le nombre d'invariants fonctionnelle- 
ment indépendants est égal, en général, au nombre de composantes 
fonctionnellement indépendantes des tenseurs variables. Dans cer- 
tains cas particuliers le nombre de composantes fonctionnellement 
indépendantes peut être plus petit. 

Dans un système de coordonnées fixe les arguments scalaires 
w;, dont peuvent dépendre les coefficients Æ,, peuvent être choisis, 
dans le cas général, de manière qu'ils conservent leur valeur pour 
les différents tenseurs variables, équivalents du point de vue de la 
symétrie des textures ou des cristaux respectivement. Ces arguments, 
établis en axes fixes, peuvent différer des invariants Q; lors de tout 
changement de coordonnées et coïncider avec eux (w; =: Q;) dans 
un système de coordonnées fixe donné. 


6°. Tenseur de courbure de l’espace riemannienet la généralisation 
du théorème de Shur. La présente théorie concerne toutes les régula- 
rités formulées en physique et en mathématiques sous forme d’équa- 
tions vectorielles et tensorielles et qui sont plus au moins liées 
aux propriétés de symétrie géométrique. 

Les applications connues sont très variées, citons, entre autres, 
la loi de Hooke pour les textures et les cristaux, les effets optiques 
et piézoélectriques, etc. À titre d'exemple envisageons le tenseur 
de la courbure de Christoffel-Riemann RÀ;;,,,. Comme on sait, ce 
tenseur est antisymétrique par rapport aux indices * et L si l’on 
permute les indices à et j, et symétrique par la permutation des 
couples d'indices ij et Al. Dans l’espace tridimensionnel, parmi les 
composantes de R;;r: six seulement peuvent prendre des valeurs 
indépendantes arbitraires. Ces six composantes définissent six 


composantes d’un tenseur symétrique du second ordre À” que l’on 
introduit par la formule 


KOM=ENMER, Le. (6.1) 
D'où 


1 m 
Rigui= 7 EigmEnn ET. (6.2) 


32% 
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On connaît [31] que les composantes du tenseur de courbure véri- 
fient l'identité de Bianka 


VrRijmn + VmRijnr + VaRijrm —=0, 


où les indices m, n, r sont différents et V, est le symbole de la dérivée 
covariante par rapport à la coordonnée z*. On se convainc aisément 
que l'identité de Bianka est équivalente à l'identité suivante pour 
les composantes du tenseur X7”: 


VaR" = 0. (6.3) 


Si en des points de l’espace riemannien le tenseur de courbure 
admet une symétrie quelconque, en se basant sur la théorie déve- 
loppée dans le présent ouvrage, il est facile d'écrire des formules 
générales exprimant les composantes des tenseurs R;;,, et K7” 
par celles des tenseurs donnant les groupes de symétrie correspon- 
dants. Par exemple, pour la symétrie du type texture sont vraies 
les formules suivantes: pour la symétrie oo/co-m et oo/co 


KT = ke: (6.4) 
pour la symétrie oco:m, m-o0 : m, oo : 2, oo : m, co 
KT = ke + k,b7b", (6.5) 


b" étant les composantes du vecteur unitaire dirigé le long de l'axe 
de symétrie. On trouve les formules analogues toujours quand les 
composantes du tenseur À” admettent un groupe fini de symétrie 
quelconque. Ainsi, en présence de la symétrie répondant à l’une 
quelconque des cinq classes du système cristallin cubique, on a la 
formule 

KP = ke, (6.6) 


On voit que dans ce cas le tenseur X°”" est sphérique comme dans 
celui d'une isotropie parfaite. 
A partir des relations (6.2) et (6.4) à (6.6) on peut écrire les 
formules correspondantes pour les composantes du tenseur ÆÀ;;xr. 
La formule (6.4) et l'identité de Bianka (6.3) donnent 


gray k = 0. (6.7) 


Cette dernière égalité est l'expression du théorème connu de 
Shur, selon lequel de l'isotropie du tenseur de courbure en chaque 
point découle la constance de la courbure dans tout l’espace, car 
on a, d'après (6.7), 

k — const. 
La démonstration qu’on a donné ci-dessus du théorème de Shur 


contient une généralisation de celui-ci consistant en ce qu'il n’est 
pas nécessaire d'exiger une isotropie parfaite de la courbure en cha- 
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que point d'espace pour que ce théorème soit vrai. Il suffit d'observer 
en tout point les conditions de symétrie du groupe 3/2, c'est-à-dire 
les conditions d'invariance des composantes du tenseur X7* ou 
Rijns par les 12 transformations du groupe de symétrie 3/2. 

Si la courbure est définie en chaque point par des vecteurs cons- 
tants colinéaires b*, l'identité de Bianka donne 


VYk + bb, = 0. (6.8) 


Les équations (6.8) représentent un système d'équations imposées 
à la courbure pour les espaces riemanniens correspondants. 

Les auteurs expriment leur très vive gratitude à Y. Sirotine 
dont les connaissances approfondies dans la cristallophysique leur 
ont permis de se faire une idée nette de l’état de choses dans ce do- 
maine, jusqu'à présent peu connu ’eux. 
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SUPPLÉMENT II 


MODÈLES DES MILIEUX CONTINUS À DEGRÉS 
DE LIBERTÉ INTERNES * 


par L. Sédov 


On sait aujourd'hui que la physique et la mécanique exigent 
l'élaboration, la mise en œuvre et l’utilisation de nouveaux modèles 
de corps aux propriétés plus complexes. Aussi le moment est-il 
opportun de mettre au point une theorie macroscopique consacrée 
non seulement au mouvement des gaz mais aussi à celui des solides 
déformables considéré en liaison étroite avec les phénomènes phy- 
sico-chimiques se déroulant au sein de la particule et au cours de 
son interaction avec les particules voisines et les objets extérieurs 
au corps. La science mondiale s’est enrichie ces dernières années 
d'ouvrages théoriques faisant appel à de nouveaux types de forces 
généralisées et d'équations d'état, dont la plus grande partie est 
fondée sur des constructions mathématiques formelles. 

Afin d'établir de nouvelles théories il est essentiel d'introduire, 
en tant que caractéristiques de définition et caractéristiques recher- 
chées, de nouvelles notions et de définir mathématiquement les 
grandeurs correspondantes en vue de décrire les propriétés spatio- 
temporelles, la position et l’état des particules substantielles, du 
corps et des champs, en mettant aussi en évidence les grandeurs de 
définition élémentaires dans les lois générales régissant le mouvement 
et les phénomènes physico-chimiques. 

Pour mieux dégager le problème, considérons le cas général des 
recherches de modèles schématisant les vastes classes de mouvements 
et de processus en Mécanique des milieux continus. 

Donnons tout d’abord quelques exemples de grandeurs caracté- 
ristiques essentielles. L'étude physique du mouvement de continua 
matériels fait appel aux notions de temps et d'espace métrique à 
trois ou à quatre dimensions et ceci toujours dans deux systèmes de 
coordonnées (fig. 66) **) : celui de l'observateur zx!, z°, x°, x‘ et celui 


*) Texte de l'exposé fait le 25 janvier 1968 à l'inauguration du ÏJII€ con- 
grès de la Mécanique en U.R.S.S. et publié dans la revue & Prikladnaïa matema- 
tika i mekhanika », 1968, t. 32, op. 5. 

*+) Certains auteurs pensent que la mécanique des milieux matériels conti- 
nus en mouvement peut être développée, sans restrictions sensibles de l'aspect 
général, au moyen d’un système unique de coordonnées, cartésien en l'occurren- 
ce. Ce point de vue qui figure dans certains ouvra:es et que l'on inculque de 
bonne foi aux élèves est erroné et nuit à la compréhension de la mécanique et à 
la formulation de ses problèmes. 
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de Lagrange Et, E*, ES, Ed = ÿ qui lui correspond. En physique nevw- 
tonienne, on peut toujours admettre l'égalité zt = E* = { et consi- 
dérer le temps absolu comme une variable scalaire. Les coordonnées 
Et, E°, ES définissent la position des particules individualisées. En 
général, les deux systèmes de coordonnées sont des systèmes de réfé- 
rence curvilignes. 

L'élément de longueur de l'espace métrique riemannien a pour 
expression 


ds? = g;5 dr AD = gi; di dé. (1) 


Les composantes du tenseur g;; définissent la métrique et sont des 
caractéristiques fondamentales spatio-temporelles. En Mécanique 


T 


Fig. 66. 


classique de Newton, le tenseur g;; est euclidien. 11 est pseudo- 
euclidien dans la relativité restreinte. Les composantes de ce tenseur 
sont définies auxiliairement par l'observateur par le choix arbitraire 
du repère xt, z*, 2, xi. 

En relativité générale, le tenseur g;;, est déduit des équations 
traduisant des principes physiques. Les quantités différentielles 
invariantes définissant les propriétés du tenseur métrique g:; de 
l'espace riemannien à quatre dimensions apportent un premier 
exemple concluant des grandeurs physiques recherchées non classi- 
ques de type nouveau. 

La relation fondamentale recherchée dans le système de réfé- 
rence de l'observateur, relation définissant le comportement du 


La confusion provient, d'une part, de ce qu’en mécanique des solides défor- 
mables on n’étudie généralement que des problèmes linéarisés où l'on peut 
admettre dans les calculs que le système de référence concomitant et celui de 
l'observateur sont confondus, d’autre part, de ce que dans la théorie des fluides 
la métrique du repère concomitant de Lagrange n'est mise en évidence que par 
la densité. Cependant l'on oublie souvent que toutes les caractéristiques subs- 
tantielles, telles que la vitesse, l’accélération, le tenseur des taux de déforma- 
tions, etc., sont introduites dans le repère de l'observateur en utilisant essen- 
tiellement la notion de repère concomitant. 
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milieu, est la loi du mouvement traduite par quatre fonctions 
a = z'(Et, E, E5, Et) (= 1, 2, 3, 4). (2) 
Il est commode d'introduire, outre les fonctions x° (E*), les dérivées 


: î 
i — ox 


J dE 9 


 Vaté ces VaVis ces Va ce (p= 1, 2,3, ...) (3) 


pi 


que l’on peut considérer comme les arguments essentiels des diverses 
fonctions physiques. 


Le symbole V4 désigne ici la dérivée COVANIANLS par rapport 


à £* en considérant les dérivées premières r' d'indice j fixé comme 
composantes vectorielles d'indice i. Ces vecteurs représentent soit 
les composantes du vecteur vitesse, soit les rotations correspon- 
dantes, soit, si l'on compare la position actuelle du corps avec une 
certaine « position initiale » introduite mentalement, les composan- 
tes d'un tenseur lié à la déformation 


s | n © 
ITS (Li — Li) = + (enr22 =) 


e 
où g;;(E?, E*, E%, E*) sont les composantes du tenseur métrique 
correspondant à la « position initiale » laquelle est définie par con- 
vention d'ordre physique. Dans les cas particuliers les plus simples 
la position initiale est introduite sous forme d'un « solide inva- 
riable » qui à un certain instant «initial » coïncide, dans la partie 
tridimensionnelle, avec le corps déformable étudié (voir [11). 

Outre la loi du mouvement (2) il est nécessaire d'introduire les 
paramètres variables u4 et leurs gradients (dérivées covariantes) 
de différents ordres 


Feu” (E!, LA cr, 2°): VuiVe … Va …. (4) 
(A=1,2,... N; q=1, 2, 3, ...) 


On peut prendre pour paramètres complémentaires 4 

— l'entropie; la concentration des constituants d'un mélange; 
les composantes des tenseurs de déformations résiduelles et de la 
densité *) de dislocations (S; c;: e{p. Di sea) 


— les composantes À; du vecteur potentiel électromagnétique 
pour le tenseur du champ électromagnétique 


*) Grâce à l'introduction de nouveaux paramètres la théorie de plasticité 
est actuellement en voie de perfectionnement et de généralisation, ce qui en- 
traîne l'élaboration de la théorie des dislocations (voir [2] par exemple). 
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défini dans un système de coordonnées inertial correspondant par 
la matrice (voir [3], par exemple): 


(0 B3 —B? cE, 
— B° 0 B\ cE: 
B? —B: 0  cE3 ||? 
—cE, —cE: —cE; 0 
où c est la vitesse de la lumière, £,, E., E, les composantes du vec- 
teur champ électrique et B?, B*, B% les composantes du vecteur 


induction magnétique ; 
— Îles composantes du tenseur d’aimantation et de polarisation 


F;;= 


Pi; = (Fi — H;;), les HŸ étant définies par la matrice 
0 H3 —H; — Die 

— H; 0 H, —D:{c 
H; —H, O  —D;c ||? 
Die D?je  Djc 0 


où À,, H,, H, sont les composantes du vecteur champ magnétique 
et D}, D*, D* celles du vecteur induction électrique; 

— les composantes des moments cinétiques internes m;», etc. 

Les paramètres variables À peuvent être scalaires, tensoriels 
ou spinoriels 14, 5, 6]. L'existence des paramètres variables u4 
qui, d’après (4), doivent être définis au cours de la résolution des 
problèmes implique que le modèle du milieu continu en question 
possède des degrés de liberté internes. 

Une importante particularité propre à tous les modèles macro- 
scopiques des milieux déformables et des champs réside en ce que 
les grandeurs recherchées, pour des corps de dimensions finies, 
dépendent fonctionnellement des paramètres de définition. Ainsi, 
l'énergie interne totale U que possède un corps déformable de dimen- 
sions finies sera toujours une fonctionnelle de zx'(E*) et 
uA (E*). 

Dans la pratique, on peut admettre la propriété généralisée 
d’additivité de l'énergie interne, ce qui permet d'utiliser pour 
l'énergie totale U la formule suivante: 


u=| U (Si); T4, cos VhVho Va, Ti) uA, Sais 


ses Nha Val, S, K'3) dm + U, (9) 


où m est la masse au repos, dm l'élément de masse au repos, u l’éner- 
gie interne locale rapportée à l'unité de masse; celle-ci représente 
une fonction physiquement définie seulement par les arguments 
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énumérés, $ en est l’entropie et X x (B = 1, 2, ...) les fonctions 
connues des coordonnées E* (généralisation des constantes physiques 
données). Comme il est entendu dans la convention physique prin- 
cipale, la valeur de l'énergie spécifique locale w au point donné 
ne dépend pas des gradients d'ordre supérieur *) non mentionnés 
comme arguments de w (r et s sont des valeurs fixées). 

La théorie classique de l’élasticité (opérant dans l'espace tri- 
dimensionnel euclidien) prévoit un cas simple, à savoir 


u—=u (£gij, Eijs S, K 8). 


Dans de nouveaux modèles plus complexes **) des milieux con- 
tinus, les arguments de l'énergie interne spécifique uw contiennent 
déjà des caractéristiques physico-chimiques complémentaires pu 


et des gradients d'ordre différent des grandeurs zx et u14. 

La présence de ces gradients dans l'expression de l'énergie interne 
conduit à réviser les conceptions actuelles des équations du mouve- 
ment et des processus, des conditions initiales et des conditions aux 
limites, du mécanisme des interactions, des conditions aux discon- 
tinuités et de beaucoup d'autres problèmes. 

En élasticité classique, la constante U,, expressément mise en 
évidence dans (5), n’est pas essentielle et prise ordinairement égale 
à 0. Dans le cas plus général, où il s’agit d'un corps composé de 
plusieurs parties, on doit tenir compte de la constante U, qui n’est 
plus considérée comme une quantité additive pour les divers éle- 
ments du corps. Car tout fractionnement du corps en parties ou 
sa pulvérisation s'effectuent aux dépens d’une énergie extérieure. 
Dans une première approximation, la constante U, permet de tenir 
compte du caractère non additif de l'énergie interne totale U. Il 
est très important d'évaluer les variations de U, engendrées par 
les modifications de la surface du corps au cours de la fissuration, 
de la formation et du développement des dislocations ou de la des- 
truction du corps. 

Pour des corps élastiques présentant des singularités isolées, 
la variation de la constante U, pour des processus équilibrés peut 
être obtenue en fonction de la variation globale de l'énergie élasti- 
que. L'apparition ou la disparition de certains défauts à l'intérieur 
du corps sous l'effet de processus internes ou actions externes connus 
sont accompagnées de pertes d'énergie puisée soit dans l'énergie 
élastique totale du corps, soit dans les flux extérieurs. Les varia- 


*) Déjà Cauchy, en élaborant la théorie de l'élasticité, avait prévu la pos- 
sibilité et jugé utile d'introduire les dérivées supérieures dans les arguments des 
fonctions données. 11 résulte des théories statistiques que les dérivées de (3) 
d'ordre arbitraire peuvent apparaître dans les arguments de l'énergie interne 
spécifique z lors du passage à la limite d’un discontint à un continu. 

**) Rappelons, en particulier, le modèle du liquide avec des bulles [7]. 
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tions de Üo\peuvent parfois être assimilées aux variations de la 
chaleur latente de fusion ou, plus généralement, de l'énergie de 
changement d'état. 

L'on ne saurait trop souligner *) que la résolution du problème 
de la résistance des matériaux sur des bases physiques est intimement 
liée à l'étude de la variation de U,. On est en droit d'imputer l'ab- 
sence d’une théorie parfaite et de succès notables dans la résolution 
des principaux problèmes portant sur les critères de résistance des 
matériaux au peu d'attention allouée à la quantité U,. En revanche, 
le progrès de la théorie des ruptures dans les corps fragiles est la 
conséquence de l'importance accordée à la variation de U,. 

Dans le cadre de la théorie de l'élasticité, les contraintes cal- 
culées peuvent devenir infiniment grandes dans de très petits élé- 
ments isolés sans entamer une destruction totale ou même locale 
notable. Donc quelquefois les critères de destruction fondés sur 
l'apparition, dans un champ élastique, de contraintes calculées 
supérieures à certaines valeurs limites ne jouent plus. 

La destruction de différents ouvrages ou d'échantillons testés 
constitue, en général, un phénomène global au même titre que l'ins- 
tabilité de mouvement et l'impossibilité d'équilibre ou de mouve- 
ment continu. 

Les critères de destruction ne sont pas, en général, de nature lo- 
cale. Cependant, souvent l'instabilité globale est déterminée par 
des conditions locales, pourtant dans certains cas celles-ci sont 
nécessaires sans être suffisantes à la rupture de l'équilibre ou à la 
destruction d’une construction donnée. 

Construire un modèle d'un milieu continu, c'est d'établir les 
grandeurs caractéristiques et les systèmes d'équations fonctionnelles 
ou différentielles ainsi que diverses conditions supplémentaires 
permettant de formuler mathématiquement, dans les cas concrets, 
les problèmes de définition des lois du mouvement z'(t*) et des 
processus physico-chimiques décrits par les fonctions pA (E). 

La construction de modèles des milieux continus pour des classes 
connues d'objets et de phénomènes réels est un des problèmes prin- 
cipaux de la recherche physique. En résolvant ce problème, on 
s'appuie sur les hypothèses fondamentales de caractère universel 
ou particulier, sur les données expérimentales en tenant compte de 
la concordance des observations et des mesuses empiriques avec 
les conclusions et les calculs théoriques faits avec une précision 
nécessaire pour la pratique ou dictée par la nature du problème. 

Le présent article a pour objet la description, l'analyse et le 
développement d'une méthode générale qui permet, en partant 
d'un nombre réduit d’hypothèses physiques, d'établir pour des 
modèles de milieux aux degrés de liberté internes les systèmes d'équa- 


*) Voir, en particulier, le tome II de cet ouvrage. 
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tions fermés de caractère complexe avec des conditions aux limites 
supplémentaires et autres conditions concrétisant les modèles et 
tenant compte des particularités des problèmes posés. L’équation 
aux variations mise à la base de cette méthode est une généralisa- 
tion naturelle et simple du principe variationnel de Lagrange: 
dans de nombreux cas importants elle coïncide avec les applications 
et les formulations bien connues de ce principe [8, 4, 6, 9, 1, 101]. 

On sait depuis longtemps que toutes les équations fondamentales 
de la relativité, de l’électrodynamique, de la mécanique analytique, 
de la thermodynamique des processus d'équilibre, de l’élasticité, 
de l’hydrodynamique et de plusieurs autres théories sont déduites 
de l'équation aux variations de Lagrange. 

Dans de nombreuses théories physiques modernes ce principe 
des variations est dans la recherche scientifique un instrument 
rationnel, unique en cela sans doute. 

L'analyse effectuée montre que l'équation aux variations de 
Lagrange pour continua matériels et champs physiques peut être 
considérée comme fondamentale pour n'importe quel modèle phy- 
sique se rapportant tant aux phénomènes réversibles qu'aux phé- 
nomènes irréversibles. 

Les équations aux variations ont permis d'associer et de com- 
biner sur une même base les diverses méthodes phénoménologiques 
et statistiques de la théorie des processus irréversibles en thermo- 
dynamique et en mécanique. En particulier, il est devenu possible 
d'interpréter et d'évaluer dans le cadre de la thermodynamique des 
processus irréversibles développée auparavant la loi associée des défor- 
mations élastiques résiduelles de la théorie mécanique de l’élasticité. 

La théorie exposée présente une certaine nouveauté dans l’appli- 
cation de l'équation intégrale aux variations en ce qui concerne les 
objectifs suivants: 

1 — description des phénomènes irréversibles qui sont effective- 
ment réalisables dans des milieux continus; 

2 — établissement de l'équation d'état; 

3 — établissement des équations cinétiques; 

4 — obtention des conditions initiales et des conditions aux 
limites; 

5 — obtention des conditions aux fortes discontinuités, sauts au 
sein d'un milieu. 

En développant une théorie moderne de modèles macroscopiques 
complexes des milieux et des champs, il faut se garder d'oublier 
que, même dans le cadre de la mécanique newtonienne, il est impos- 
sible de décrire les phénomènes présentant des degrés de liberté 
internes non négligeables au moyen de la seule équation fonda- 
mentale de la mécanique de Newton 


ma = F. (6) 
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L'équation (6) peut servir de base au développement de la méca- 
nique analytique d’un système de points matériels, de la théorie 
du solide parfait, de l’élasticité adiabatique, de la théorie de l'écou- 
lement d'un liquide incompressible parfait et dans certains autres 
cas, mais elle s'avère insuffisante quand il s'agit de rendre compte 
des effets calorifiques et électromagnétiques macroscopiques. 

En particulier, l'équation (6) ne saurait être un point de départ 
pour l'établissement des lois macroscopiques régissant la croissance 
des déformations plastiques, pour l'étude des effets liés à l'évolu- 
tion des dislocations continues, des processus ou des effets relatifs 
aux théories macroscopiques de polarisation électrique et d'aiman- 
tation des milieux, etc. 

De même, l'équation connue des moments cinétiques pour les 
particules infinitésimales ou les corps de dimensions finies ne peut 
être déduite de l'équation (6) et constitue une relation fondamentale 
indépendante qui se base sur la symétrie des lois de la nature 
par rapport au groupe de rotations, tandis que l'équation (6) est 
une conséquence de la symétrie des lois de la nature par rapport 
au groupe de translations. 

Pour de nombreux modèles classiques des milieux continus, 
l'équation différentielle des moments cinétiques se ramène à la 
condition de symétrie du tenseur des contraintes internes ou 
bien elle est automatiquement satisfaite lorsqu'on introduit 
ce tenseur comme une caractéristique qu'on définit en partant 
des hypothèses générales sur les propriétés du milieu. 

Notons que le développement des théories statistiques en vue 
d'établir les lois macroscopiques sur la base de l'équation (6) opé- 
rant au niveau microscopique implique l'introduction d'hypothèses 
essentielles complémentaires, de nature universelle et particulière, 
qui ne découlent pas immédiatement de l'équation (6). 

Tirons maintenant au clair la signification de l'équation fon- 
damentale aux variations que l'on peut considérer comme équation 
de base pour les milieux macroscopiques aux degrés de liberté 
internes. 

Pour plus de simplicité et de généralité, examinons la théorie 
étudiée dans le cadre de la relativité restreinte, en supposant l’espa- 
ce-temps pseudo-euclidien. 

Comme le montrent l'expérience et une analyse plus détaillée, 
il est très commode, naturel et, dans les cas importants, absolument 
nécessaire du point de vue physique de développer la théorie, en 
utilisant un espace-temps physique quadridimensionnel géométri- 
quement déterminé et les notions de vecteurs et tenseurs quadri- 
dimensionnels. 

Soient, dans un système fixe de coordonnées de l'observateur, 
des fonctions lisses par morceaux 


rt (Et), mA (E*), S (E*), (7) 
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qui décrivent les mouvements et processus réels. Introduisons, 
mentalement, dans ce système de coordonnées une certaine classe 
suffisamment vaste de fonctions admissibles lisses par morceaux 
et qui contiennent, par hypothèse, le système des fonctions (7): 


z' (Et) = 2° (E*) +62, 


pA (E}) = pA (E*) + ôu4, (8) 
S E*)=S €) +65, 

de plus, d’après la signification des quantités X3 (£*), on pose 
ÔK 3 (E*) — 0. 


Les fonctions z', u*, S sont considérées aux points d'un domaine 
du système d'événements du quadrivolume V, spatio-temporel 
limité par une surface tridimensionnelle Z,. On suppose en outre 
que, dans la classe des fonctions admissibles, les variations ôzx', 
Ôu4 et ÔS à l'intérieur du volume V, sont continues avec toutes 
leurs dérivées entrant dans les équations aux variations et sont 
suffisamment arbitraires de surcroît ; les variations 6x}, ÔVuti, Mes 
..., ÔVrUA, ... s'expriment par les fonctions x; (E*) et uA (£*) 
par les variations ôx' et ôu4 et leurs dérivées par rapport aux coor- 
données zx. 

Soulignons les traits essentiels nouveaux de la théorie ébauchée: 

1 — les variations 6x sont définies comme composantes d'un 
quadrivecteur contravariant et les variations ÔuÂ comme composan- 
tes des tenseurs de même nature que les LÀ; 

2 — aux frontières Z, des volumes V, € V, les variations 
ôx" et Ôu4 et leurs dérivées peuvent différer de zéro et être dans une 
certaine mesure arbitraires. 

Notons l'équation fondamentale sous la forme 


ô | Adr+5W*+5W=0, (9) 
Va 


où À est la densité de la fonction de Lagrange. 
Pour un milieu matériel, À peut être donnée par la formule *) 


À = — pu (gi, té, Var, ., uA, Val, PRE K 3); (10) 


*) On peut ajouter à l'intégrale variée sur V, les termes qui mettent en 
évidence la quantité Un de la formule (5), variable, en général, du fait du dé- 
veloppement de la frontière %, et des surfaces de discontinuité à l’intérieur de 
V,. Dans la variante principale de la théorie que l'an expnse ici, ce terme com- 
plémentaire n’est pas introduit. Dans les arguments de À on a spécialement 
mentionné, à cûté des paramètres Te l'entropie S, sans en mentionner les gra- 
dients. La théorie peut être directement étendue au cas où l'entropie n'est pas 


expressément marquée mais s'identifie à un des paramètres u4 entrant dans À 
avec ses gradients de tout ordre. 
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où p est la masse volumique scalaire (quotient de la masse au repos 
par le volume tridimensionuel dans un repère concomitant), « 
est l'énergie interne par unité de masse au repos dans un repère 
concomitant. En relativité restreinte, la quantilé u peut être con- 
sidérée comme un scalaire quadridimensionnel. Le premier principe 
de la thermodynamique stipule que la fonction up dt peut être 
définie pour toute particule physique infinitésimale. 

L'établissement des arguments et de la forme de la fonction 
est un problème physique essentiel qui se pose lors de la concréti- 
sation d'un modèle de milieu continu. Afin de pouvoir exprimer 
l'énergie interne en fonction de ses arguments il faut introduire 
quelques hypothèses dont certaines paraissent naturelles et tou 
à fait évidentes. 

En pratique, on considère souvent les valeurs des paramètres 
variables comme des caractéristiques de petites perturbalions, ce 
qui permel parfois de présenter la fonction w simplement comme 
une forme quadralique définie positive de petits paramètres essen- 
tiels variables. Dans ces cas le problème de la détermination de la 
fonction uw se ramène à l'établissement des coefficients constants 
de la forme quadratique correspondante. lour trouver ces coeffi- 
cients, on peut se servir des conditions de symétrie [11, 12], des 
données expérimentales ou bien, dans certains cas, on peut relier 
les valeurs des coefficients aux constantes moléculaires à base des 
théories statistiques développées moyennant leurs propres hypothè- 
ses universelles et spécifiques au modèle donné. Ces coefficients 
sont semblables à ceux d'Young et de Poisson: ils peuvent être 
aisément déterminés de l'expérience. On sait les calculer statistique- 
ment (en s appuyant sur certaines hypothèses d'une grande portée). 
Il arrive pourtant que certaines valeurs statistiques calculées pour 
les solides ne sont pas en accord avec l'expérience. La concordance 
des calculs avec l'expérience est meilleure pour les gaz, mais leur 
vérification expérimentale est toujours nécessaire. Toutefois, les 
théories stalistiques permettent d’esquisser quelques relations entre 
de tels coefficients, comme, par exemple, les coefficients de con- 
duction thermique, de viscosité et de diffusion, relations qui ne 
ressortent pas d'une façon évidente des théories phénoménologiques. 

En mécanique newtonienne, on remplace dans le système inertial 
la formule (10) par l'expression 


A =f ({/o0°—u), 


où & est la vitesse des points du milieu continu, w le scalaire tridi- 
mensionnel égal à l'énergie interne. 

Dans les théories déjà développées, on peut considérer Ja fonc- 
tion À comme connue tant pour les modèles déterminés des milieux 
continus que pour le champ électromagnétique. En relativité géné- 
rale, la partie de A liée à la gravitation est connue et sert à délermi- 


33—0863 
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ner le tenseur métrique g;, représentant le champ gravitationnel. 
Diverses généralisations de la relativité générale sont toujours 
liées à la variation (ou à une autre présentation) de la densité du 
lagrangien A. 

Notons l'importance du fait que, du point de vue physique, un 
système hysique est donné ou connu seulement si l'énergie interne 
ou le lagrangien À sont donnés ou déterminés [1, 10, 13-15]. 

Ainsi donc. physiquement parlant, il est naturel d'exiger que 
dans l'équation (9) le lagrangien A soit donné en fonction des varia- 
bles macroscopiques, ce qui nécessite l’utilisation de tout l'ensemble 
de données accumulées dans les diverses théories et expériences. 
Les hypothèses nécessaires que l’on fait intervenir pour construire 
la fonction À peuvent être toujours justifiées par diverses suppo- 
sitions intuitives ou autres, très simples par nature. 

L'on ne peut entreprendre d'établir la fonction A sans confronter 
directement les théories macroscopiques avec les principes physiques 
universels, l’expérience et les théories statistiques. 

Essayons maintenant d'établir l'expression de la fonctionnelle 
ÔW* donnée qui caractérise les interactions extérieures volumiques 
dans V, et superficielles sur Z, de la région donnée du milieu dans 
V, avec les champs et les corps extérieurs, ainsi que certaines actions 
irréversibles des régions voisines du milieu et adjacentes au volume 
donné V, le long de la surface Z.. 

Si le processus est adiabatique et réversible et s'il n'y a pas 
d'apport d'énergie de l'extérieur, on peut souvent admettre simple- 
ment qu'à l'intérieur de V, et sur la surface SZ, on a 


ÔW* = 0. 


Pour les systèmes conservatifs de la mécanique céleste, on peut 
toujours poser ÔW* = (0. 

Dans le cas général des théories phénoménologiques, lorsqu'il 
y a apports extérieurs d'énergie volumique et superficiel et les 
processus sont irréversibles, les arguments de AÀ contiennent les 
dérivées de différents ordres des x'(E*) et uA (E*) en E* ou x' et 
l'expression générale de ÔW* peut être écrite de la façon suivante *): 


sW*— | (pOSS — Q,8z° — M ,ôuA) dr — 
Va 


> | ( > Qÿ1-- HA 2 us V;,Ôx + 
Zs+S. jt... .9p 
+ DS Mir ay, Viaôu4) nn do. (11) 
j1...3q 


*) Pour choisir correctement les signes des produits scalaires donnant les 

L Aa e . La ® e e e Q Q 

apports d'énergie dans l'interprétation quadridimensionnelle, il faut tenir 
compte des remarques figurant au renvoi à la page 342. 
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On a désigné ici par S, les deux côtés de la surface tridimension- 
nelle $S à l’intérieur de V, sur laquelle les caractéristiques du mouve- 
ment peuvent subir de fortes discontinuités ; par n,, les composantes 
du vecteur unitaire de la normale extérieure de ©, et de S+ ou 
de S_. Les composantes 


Q(Q:, Qt), MM, Mt À) 


sont certaines « forces » extérieures génii:lisées données. La quantité 
0 joue le rôle de température absolue et on peut la compter parmi 
les données ou les inconnues, selon le cas. La variation ÔS de l’en- 
tropie dans (11) est introduite comme une quantité indépendante des 
variations Ôz* et ôu4. 

L'introduction de la fonctionnelle ôW®* est liée au problème 
de la séparation des interactions internes et externes. Par exemple, 
si l’on considère le champ électromagnétique ou le champ gravita- 
tionnel comme extérieurs, les flux d'énergie respectifs des forces 
clectromagnétiques pondéromotrices et de gravitation sont inclus 
dans l'expression de ÔW*. Si, au contraire, ces champs appartien- 
nent au modèle du milieu, il faut dégager les différentielles totales 


correspondantes dans l'expression de ÊW* et les porter dans celle 
de A. Quand on porte les différentielles tLotales de ÔW* dans 


4) | À dr, la signification de À change et la formule (10) peut être 


remplacée par une formule analogue, où à l'énergie interne se trou- 
vent substituées l'énergie libre, l’enthalpie ou d'autres fonctions 
thermodynamiques d'état. Pour des processus irréversibles il est 
impossible de transposer entièrement le terme ÔW* dans À, car, 
en général, la variation ÔW* n’est pas holonome. 

Le problème de déterminer les composantes des forces volumiques 
et superficielles généralisées Q et A1 se trouve en corrélation étroite 
avec la théorie des mécanismes dissipatifs et pour le résoudre l’on 
se voit dans la nécessité de faire appel à toutes sortes d’hypothèses 
et d'avoir recours à la thermodynamique des processus irréversibles 
développée antérieurement. Le problème de déterminer Q et M 
est analogue au problème fondamental de la mécanique classique 
concernant l'établissement des lois pour les forces définies par 
l'équation de Newton et par l'équation aux variations (9) dans 
notre cas. Les propriétés que possèdent les grandeurs entrant sous 
le signe de l'intégrale dans l'expression de ôW%* sur la surface de 
discontinuité S+ revêtent une signification physique particulitre. 
La détermination de ÊW#* est liée au choix des paramètres essen- 
tiels z° et 4, à la recherche de leurs variations ct. en particulier, 
à la continuité de la variation aux discontinuités. 

Il est important de noter que dans la détermination ou la donnée 
des quantités À et ÔW* se mettent en évidence les bases générales 
des modèles les plus divers. Ceci permet de mettre à profit l'expé- 


33* 
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rience acquise dans divers domaines ainsi que d'établir des relations 
directes entre différentes théories. En outre, cela fournit des moyens 
complémentaires facilitant l’utilisation de certaines conclusions 
statistiques. 

L'équation aux variations (9) est étroitement liée au premier 
et au second principe de la thermodynamique. Examinons de plus 
près ce fait dans le cadre de la mécanique classique. L’équation de 
l'énergie (premier principe de la thermodynamique) peut être écri 
(voir l'équation (2.18), chap. V) sous la forme À 


d À &pdr= | (Faso-dr + dg(® + dg°*) par + 
Va Va 


+ \ pênsdr* do (A) 


LD 
ee 


to 


et le second principe de la thermodynamique (voir $ 5, chap. V) 
sous la forme 


| 0 dSp dr = | (dgt®) + dg') par. (B) 


Va Vs 


Ici € est l'énergie totale par unité de masse, la quantité 0 joue dans 
le cas général le rôle de température absolue, S est l’entropie spe- 
cifique, dg” la chaleur non compensée, V, le volume mobile substan- 
tiel arbitraire du milieu et ©, la surface délimitant V;. 

Les équations (A) et (B) sont écrites pour un volume V, tridi- 
mensionnel arbitraire et l’on a par définition 


d | &o dr = | £'o' dr — | &o dr. (C) 


Va V 3 Va 


Les grandeurs non primées correspondent à l'instant ? et les gran- 
deurs primées à l'instant £ + d{, le temps dé étant le même pour 
toutes les particules dans l'équation de l'énergie. La relation (A) 
peut être également envisagée comme conséquence de l'équation 
de l'énergie en supposant que la quantité di qui se manifeste par 
l'intermédiaire des accroissements dx', dg(@, etc. soit differente 
pour différents particules et instants {. Dans ce cas, la relation (A) 
n’est plus une équation de l'énergie mais une conséquence des équa- 
tions de l'énergie pour l’ensemble de particules occupant le volu- 
me V3. 

Prenons un volume V, quadridimensionnel arbitraire dans l'espace 
xt, x°, x, t. Les sections de ce volume par des surfaces { == const 
forment les différents volumes iridimensionnels V.,. Examinons 
maintenant les relations (A) pour tous les V, possibles correspondant 
aux différentes valeurs 4 = const. 
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En intégrant les égalités (A) par rapport au temps et en tenant 
compte de (B) et de (C), on arrive à une relation qui représente une 
conséquence d’un ensemble de relations du type (A) pour des volu- 
mes V, correspondants: 


_ 4 | £o dr dt+ | (Fmoss dr + 0 dS — dg' + dg**) p dr dt + 
Va Va 
+ | pôns dit do dt = 0. (D) 
23 
Si en intégrant l'égalité (A) on admet que tous les V, corres- 
pondent à un même volume mobile de substance, les dt étant égaux 
pour toutes les particules, la relation (D) devient une équation 


ordinaire de l’énergie pour un intervalle de temps fini, car on a dans 
ce cas 


d\ 8parat= | 8par— | 8pdr. 
Va Va(t2) Vas(ts) 

L'hypothèse naturelle fondamentale s'exprime alors de la façon 
suivante: la détermination des quantités À, ÔW* et ÔW dans l’équa- 
tion aux variations *) (9) est soumise à la condition qui exige que 
l'équation (9) coïncide exactement avec (D) lorsque les variations 
de toutes les grandeurs sont des accroissements réels infiniment 
petits des paramètres essentiels au bout du temps df ou, autrement 
dit, que soient vérifiées les égalités suivantes: 


i_ dri i 
Ôx' = TL dt =v' dt, 
A . 
ôuA — + dt= A dt, (E) 
6S—S dt. 


La considération ci-dessus est à la base de l'interprétation physique 
de diffcrents termes et fonctions entrant dans l'équation (9) lorsque 
les variations sont définies par les égalités (E). Il en découle que 
pour le cas général des variations ôz1', ôu4 et ÔS arbitraires mais 
permises par les contraintes (la condition à (p dt) = 0 par exemple), 
on pourrait toujours donner à l'équation (9) la forme 


—6 | &pdrat+ | (Fmass - ôr -- 0 8S — 6g' + 8g**) p dr dt + 
Va Va 
+ | phnpôz do. dt+ | &drdt=0; (F) 
Z3 Va 


*) On démontre plus loin que la’quantité ôW est déterminée lorsque A et 
ôW* sont donnés: l'établissement des équations d’état se ramène précisément à 
ceci. Une partie de ÔW est introduite dans (9’) par l’intégrale de surface; ÔW 
peut également contribuer à la somme dgq'®) + da**. 
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on a noté ÔQ une fonctionnelle identiquement nulle pour des mou- 
vements-processus réels: dQ = (0. 
En mécanique classique on a 


— Ép = 2 pu et A = — pu. 


On en déduit aisément que l'expression de 6Q doit contenir le terme 


; d 
OS = p [ Ou? — — (va0x®)]. 
Il est évident que dQ, = 0. On obtient donc 


[— 655 +60—< veôre | par di = 


2 œ B 
= 8 pdrdi— PE + DE | dr dt. 


Pour obtenir le deuxième terme du crochet on recourt à l'équation 
de continuité, (F) se récrit alors sous la forme 


ô j A dry+ | 184S+ Finass- 87 — Ôg' + 8g"*] p dti + 
Va 
+ [(p8 — puêve) Na — Nifve] Ô2% d6,+ | (8R—65Q,)drdt=0. (9) 
Va 
Ici V es Any, VNy = —À sont les cosinus directeurs dans l'espace 


Le “En ee t de la quadrinormale à la surface ©, ayant pour équation 
f(a, ,æ, t) = 0; dans le repère cartésien on a 


(4 df \2 df \2 
À — V 7 D 
+ df \2 of \2 0f \2 ? 
(55) (53 | + ÔzS | +(5.) 
OÙ 73, lo, A4 SOnt les composantes tridimensionnelles de la normale 


à la surface bidimensionnelle Z, qui a pour équation f (x*, 2°, x°, t — 
— const) = const; l'expression 


__ 0f 
ot 


of \2 df \° of \2 
(54 ) DA Or? | + ( 75 ) 
est la vitesse du Ho emen de la surface Z,; du, est l'élément de 
surface tridimensionnelle Z:. 


En général, les équations d'Euler qui découlent de l'équation 
aux variations (9) ou (9’) dépendent de la forme de la fonctionnelle 
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ô (S — Q,). La présence du terme 6 (Q — Q,) s'explique jar la 
présence éventuelle des « forces giroscopiques généralisées » qui 
font partie de l'équation d'Euler mais n'interviennent pas dans 
l'équation de l'énergie, bien que ces forces fournissent un travail 
généralisé différent de zéro sur les accroissements virtuels des para- 
mètres essentiels. 

Dans le cas général la fonctionnelle 8 (Q — Q,) se définit aisé- 
ment en comparant l’équation (9) à l'équation (D), si ÔôW*, la den- 
sité du lagrangien À et, par conséquent, l'énergie interne uw sont 
données. 

Le problème de l'expression générale de ôQ a été étudié en 1964 
dans [14;. Lorsque 6 (Q — Q,) 0, un exemple d’une force giro- 


scopique nous est fourni par la force de Lorentz = (v X H) perpen- 


diculaire à la vitesse de la charge mobile e et, par suite, n’effectuant 
aucun travail dans le cas de mouvements réels. Le choix des « forces 
giroscopiques généralisées » représente certainement un problème 
dont la solution univoque est apportée dans ce qui suit à l’aide de 
l'équation (9), lorsque l'on a défini la fonction A et la fonctionnelle 
ôÔW*. D'autre part, pour une relation énergétique fixée (D), la 
fonctionnelle 6 (Q — Q,), de même que A et ÊW*, correspondant 
à cette fonctionnelle et à l'équation de l'énergie, peuvent être diffé- 
rents par suite de la différence des « forces giroscopiques généra- 
lisées ». 

Il est possible et commode d'étudier les processus de dissipation 
en s'appuyant sur l'équation de l'entropie dans les lois des mouve- 
ments ct des processus réels. L'équation qui définit la variation 
de l'entropie des particules est déduite plus bas des équations d'Euler 
dans le problème variationnel général (9). L’accroissement positif 
de l’entropie dû aux processus internes irréversibles est nécessaire- 
ment assuré par les lois qui définissent À et les forces généralisées 
Q et M pour les phénomènes réels. 

Le sens principal de l’équation (9) suggère que la quantité ÔW 
peut être représentée par l'intégrale de surface étendue à Z, + S.. 
Si les variations ôx', Ôu4 et leurs dérivées sont différentes de zéro 
sur Ë, + S,, la variation ÔW se détermine à partir de (9) à l’aide 


de 6 | À dt: et SW*. 


Lorsque la quantité ôÔW est définie sur Z, + S, (pour 6z", 
ôuA et leurs dérivées quelconques) non seulement par (9), mais 
aussi par les conditions extérieures, on verra surgir, comme il sera 
montré plus loin, les conditions initiales, les conditions aux limites 
et les conditions aux discontinuités. 

Dans le cas des variations 6x et ôu4 avec leurs dérivées d'ordre 
voulu nulles sur Z,<+ S,, mais arbitraires (linéairement indeé- 
pendantes) à l’intérieur de V,, l'équation (9) se ramène aux équations 
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d’'Euler *) 


ie Vis + Ve | m ce) 4e Vikat Qt Mavitt= pois, (12) 

= = — P8, Tr = Ma. (13) 

Jci FA are et désignent les dérivées variationnelles, par 
exemple 

: TM ri HS AL De 7e (44) 


Eu multipliant les équations (12) par xi et en sommant sur l'indice 
t on obtient 


ds ôxi A KB . 
PO Er = Qi OEA + Ma Re 0Kp dé a + Vél”, (15) 
où 
5 __ Li 6A d ce ôzi 
Par ne a a Vr 
car 
6A SA 
à + se Ve+eve(S x) = Ve (si 1 &r ) 
en vertu de l'égalité 
ÔA : ÔA °rP 2rP 
= CV HV) = (Tire — rar) 


L'égalité (15) est une équation de la production de l’entropie 
dans une particule, car, par hypothèse, la coordonnée ËE‘ représente 
le temps. l’our obtenir les dérivées par rapport au temps propre 
dr = (gu)t/2 dEf, il suffit de multiplier les deux membres de la 
relation (15) par (£g«c) 71/2. 

Les équations d'Euler contiennent les équations des impulsions 
et de l'énergie et peuvent renfermer, selon la signification des para- 
mètres u4, les équations de Maxwell, les équations de la cinétique 
chimique et d'autres types d'équations des paramètres recherchés 
uA, caractéristiques des degrés de liberté internes. On peut montrer 
[2] que tous les modèles macroscopiques connus des milieux continus, 


*) Ces équations sont obtenues en égalant à zéro les coefficients de 6x1, 
ô1LÀ et 6S dans l'intégrale de volume compte tenu des égalités suivantes : 


SA=-0A--6riViA, ônt—=du\+6riVut, 6dt=Viôri dr. 
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y compris ceux des milieux plastiques, se déduisent de l'équation 
fondamentale (9). 

Les équations d’Euler constituent en général les équations aux 
dérivées partielles dont l’ordre est lié à celui des dérivées entrant 
dans les arguments du lagrangien A, ordre généralement assez 
élevé. 

Lorsque A dt et ÔW* sont des scalaires quadridimensionnels 
définis par (10) et (11), on déduit de l'équation fondamentale (9) 
après variation de la première intégrale et intégration correspon- 
dante par parties 


w= [LS (Mr y, y 624 


Zs+5+ jt .. jp 


+ D: ULMES Er : a) Vi... Via GuA | ny do À 
j4. . -3q 
4 | VQ'%#n, do. (16) 


Zs+S+ 


. mhJi...i Rj1...3 Le 
Ici P; Pet N4 7 sont des quantités (composantes des ten- 
seurs) s'exprimant par À et par les dérivées de z° et de n4; elles 
s'obtiennent au cours des transformations de la variation 


8 Ad 


par intégration par parties. La technique de ces transformations ne 
conduit pas en gengres à une détermination univoque des compo- 


santes P* “Pet N? 4, Ceci s "explique par la possibilité d'écrire 
dans (16), à gauche, la dernière intégrale qui est identiquemeunl 
nulle lorsque Q‘* est un tenseur antisymétrique à composantes con- 
linues possédant les dérivées continues du premier et du secon 
ordres aux points du volume limité par la surface ZX, + S.. 
Cette proposition est évidente en a du théorème de Gauss- 
Ostrogradsky, car on déduit de l'égalité Q%#* — —Q# que Y V,0"* 


On peut prendre comme composantes de Q°%* toute forme linéaire 
du type des premiers termes des expressions sous le signe de l'intc- 
grale dans la formule (16). 11 est clair que les formules qui expriment 
les composantes tensorielles 


Rjt-.. Rite) Rj1. ..3 Rj1...J 
P;”! îP L O1 Le N À! 14 L M 4! q 


au moyen des paramètres caractérisant le mouvement et l'état des 
particules ne sont pas déterminées d'une façon univoque par suite: 


sk 


du choix arbitraire de Q°*. 
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Ainsi on se heurte à la non-univocité de la notion de tenseur 
énergie-impulsion ainsi qu’à l'arbitraire du choix, pour les équations 
d’Euler données, des équations d'état, en général, et de la notion 
fondamentale de contraintes internes, en particulier. 

La dépendance des composantes tensorielles énumérées dans 
(16) des paramètres de définition peut être envisagée et interprétée 
comme des équations d'état du milieu physique. Ce sont des équa- 
tions généralisant la loi de Hooke. 

Ainsi donc, pour un système fixe d'équations d'Euler les équa- 
tions d'état ne se déterminent pas de façon univoque. Une analyse 
plus détaillée montre que les conditions complémentaires initiales 
et aux limites sur de fortes discontinuités traduisant des interactions 
physiques à la frontière ou à l’intérieur du corps, aux discontinuités, 
ne suffisent pas pour éliminer la non-univocité relevée dans les 
équations d'état. 

On peut, pour un système fixe d'équations d'Euler, modifier 
la densité du lagrangien À par addition du terme divergent: on 
s’apercevra sans peine que cela entraîne également la modification 
des équations d'état. Néanmoins, un lagrangien complètement fixé 
peut être utilisé en vue de déterminer physiquement le modèle du 
milieu continu. Or, il ne suffit pas de fixer le système d'équations 
d'Euler pour avoir une information complète ou même indispen- 
sable sur un modèle concret du milieu. 

Naturellement, les contraintes sont définies univoquement lors- 
que les équations d'état sont établies. Mais l'essence même de la 
non-univocité en question réside en ce que toutes les lois du mouve- 
ment et des processus de variation des paramètres 4 dans les pro- 
blèmes concrets demeurent identiques pour certains types diffé- 
rents d'équations d'état. 

I1 faut souligner que l’ambiguité signalée n’est pas inhérente 
à la méthode d'établissement des équations d'état à l’aide de l’équa- 
tion aux variations (9). On aboutit au même résultat en utilisant 
l'équation thermodynamique généralisée de la chaleur reçue sous 
forme différentielle [14]. 

La nature de cette ambiguïté peut être expliquée si l’on recourt 
aux raisonnements généraux d'ordre physique suivants. 

On sait que le problème des contraintes internes dans des solides 
parfaits en mouvement n’a pas de solution déterminée. On peut 
toujours supposer qu'au sein d’un solide il existe un système arbi- 
traire de contraintes internes équivalent à zéro, dont la présence 
ou l'absence ne peuvent être décelées. L'existence d’un tel système 
de contraintes ne revêt pas d'importance. 

On comprend aisément que dans le cas des corps déformables, 
pareillement à celui des solides parfaits, on peut imaginer divers 
systèmes de contraintes n’exerçant pas d’action sur les lois du mouve- 
ment. dont la présence ou l'absence sont, donc, indécelables. Pour 


MODELES À DEGRÉS DE LIBERTÉ INTERNES 523 


des systèmes de contraintes différents les équations du mouvement 
et les conditions complémentaires sont identiques, mais les équations 
d'état diffèrent. 

Evidemment, le problème d'ambiguïité ne se pose pas si les 
équations d'état sont définies à l’avance. Néanmoins, quand on 
établit le système d'équations d'état dans les problèmes de cons- 
truction de nouveaux modèles, le choix des équations dépend du 
problème à résoudre. Le problème devient particulièrement impor- 
tant lorsque la densité du lagrangien dépend de l’ordre de succession 
des gradients des caractéristiques essentielles. 

Ilustrons la proposition ci-dessus sur l'exemple des équations 
de la théorie de l’élasticité où les équations d'état se présentent 
sous la forme a 


LL ou 


iÿ — 

p'—=P ET 
Prenons au lieu de (17) les équations d'état sous la forme 
po pi+ps, DE YVAN (Ni — NN), (18) 
telles que les quantités W iksŸ soient antisymétriques comme indiqué 
par rapport aux indices s, j et représentent les composantes du ten- 
seur qui, pour tous les problèmes, dépend identiquement mais de 
façon arbitraire des paramètres d'état et de leurs déri- 
vées *), quels qu'ils soient. On s'aperçoit aisément que toutes 
les lois du mouvement et des déformations se définissent indépendam- 


ment des contraintes complémentaires p” qui satisfont identique- 
ment aux équations d'équilibre 


En outre, on a pour un volume V arbitraire délimité par une surface 
fermée 2 


LFP) Ga dr = À V2: + VaN*/T B2;) n; do = 
V 


D 


és 


(17) 


= | Vs (VaN'hsi6z,) nj do = 0. 


Ÿ 


Dans ce cas, à côté des contraintes p”” on voit apparaître les con- 
traintes superficielles du troisième ordre *“*) V,N‘*‘. Les composantes 


*) En élasticité, dans les problèmes d'équilibre, en l'absence de forces vo- 
lumiques extérieures, on peut chercher les contraintes également sous la forme 
pii = pii; toutefois, en introduisant la loi de Hooke ou une autre équation d'état, 
les quantités Viksi deviennent des fonctions des coordonnées et non des fonc- 
tions universelles (identiques pour tous les problèmes) des caractéristiques des 
déformations. En particulier, les composantes pi? sont, conformément à (18). 
symétriques si VNiksi = wikwsi, où WPI est un tenseur antisymétrique quelconqur.. 

**) Pour plus de détail voir L. Sédov, ZAMP, vol. 20, fasc. 5, pp. 652 à 
658, 1969. 
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normales du gradient V, de la fonction sous le signe de l’intégrale de 
surface incluses dans les conditions aux limites sont identiquement 
nulles en tout point de Z. L'intégrale étendue à tout élément super- 
ficiel arbitraire Ao de Z se ramène, d’après la formule de (iauss- 
Ostrogradsky, à l'intégrale suivant le contour T délimitant l'élé- 
ment. Les interactions sur l'élément Ao sont alors les interactions 
le long du contour let l’on peut les considérer comme internes. 
Lorsque ôxr; = 0 sur F, l'intégrale par rapport à Ao est nulle. I] 
s'ensuit alors que les contraintes complémentaires p* et V,.\ 
ensemble ne contribuent pas aux flux énergétiques des interactions 
(pour des déplacements arbitraires ôx; possibles) entre les particules 
voisines séparées les unes des autres par des éléments d'une surface 
quelconque ©, ni, par suite, entre les corps extérieurs sur la frontière 
du corps 2,9. Une transformation analogue appliquée aux composan- 
tes p” définies par la formule (17) dans laquelle x est une énergie 
spécifique interne aboutit à l'équation de l'énergie avec échange 
de travail mécanique entre les particules séparées les unes des autres 
par les éléments Ao de la surface Z pour ôx; 0. Dans ce cas, l'é- 
change d'énergie entre les particules voisines s'effectue uniquement 


aux dépens des contraintes ordinaires p‘ du deuxième ordre. Sou- 
lignons à cet égard que les interactions superficielles internes dans 
des modèles plus complexes ne se réduisent pas uniquement aux 
contraintes ordinaires du deuxième ordre; c’est pourquoi les rai- 
sonnements qui précèdent présentent un intérêt. 

L'équation aux variations (9) permet d'approfondir les notions 
d'équations d'état, de conditions initiales, de conditions aux limites 
et aux fortes discontinuités qui ne se déduisent pas directement des 
équations différentielles sans hypothèses complémentaires. Il s'avère 
que les conditions et les équations mentionnées ci-dessus doivent 
être analysées dans leur ensemble. 

Les résultats qui suivent sont obtenus par la transformation 
de (16) pour ÔW telle que l'expression sous le signe de l'intégrale ne 
contienne que les variations ôr', ôu4 et les dérivées covariantes 
VQ® ôri et VP ôuA (œ, B = 1, 2, ...) indépendantes sur 3 + S, 
par rapport à la normale. Il est de fait que les variations 62? et 
V;ôxr' ainsi que certains gradients supérieurs V;, ..., V;n Ôax 
sur > + S, peuvent être considérés comme indépendants. 

Pour les cas particuliers simples, les transformations mention- 
nées de la formule (16) destinées à obtenir les conditions aux limites 
ont été effectuées par Mindlin *) [17]. Les conditions aux discon- 
Linuités ont été obtenues à l’aide des transformations particulières 
correspondantes par M. Lourié. 


*) La transformation générale dans l'espace-temps quadridimensionnel 
pe un ordre fini quelconque des gradients des variations a été effectuée par 


Gelnorovitch. 
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Supposons la surface Z, + Sy lisse. Pour cela il suffit que soit 
lisse la surface S (car le volume V, et la surface ©, sont choisis 
arbitrairement). Les transformations considérées conduisent là la 
formule 


ôW = | (D oz! + PV n8Z +... + Pig Vh OZ + 
E+S4 


+ ol aoÔUA + A AV nÔUA +... + of au VS ôUA) do. (19) 


Ici, les composantes vectorielles 6, y, . . ., Pit) de 
même que les composantes tensorielles’ o# 40, - . ., ef A(s-1) Sont 


# L] L] æ e R31...9 
définies univoquement et s'expriment au moyen de P; * + 


voquement. 

Les composantes vectorielles S;,, et tensorielles #14 définies 
aux points des éléments do sur la frontière Z, + S, possèdent une 
particularité essentielle : elles dépendent non seulement de l'orien- 
tation de ces éléments comme c'est habituellement le cas pour des 
contraintes ordinaires, mais aussi de la courbure et d’autres pro- 
priétés géométriques différentielles plus fines de ces éléments *). 

Les vraies caractéristiques du milieu obtenu sont justement les 
vecteurs , et les tenseurs #4. Leur dépendance des particularités 
géométriques des éléments de surface par lesquels se produisent des 
interactions et des paramètres essentiels s'exprime par la fonction 


kRj1...3 hj1...3 . 
de Lagrange À et par les Qi Yet MA  Ÿ qui entrent dans 
l'expression de ÔW*. Il va sans dire que seules les combinaisons 


des Or et M" servant à définir die et e#{ag Sont essen- 
tielles dans la formule (11) de ÔW#*. 

Si la quantité ÔW est donnée sur une partie de la frontière X,, 
on peut, en s'appuyant sur la formule (19) et ayant en vue l'arbi- 
traire de Ôxz", ôuA et de leurs gradients normaux sur ©Ÿ,, obtenir 


| kj1...3 kj1...3 R3,...3 : ee . 
+ Q;j° "Yet + V+ MA" qui ne sont pas définies uni- 


*) Il est très facile de passer de la formule (16) à la formule (19) si la sur- 
face ©? + S+ ne présente pas d'arêtes ni de points coniques ; en présence de telles 
sin ularités fa formule (19) est également vérifiée, mais alors la valeur de l'inté- 
grale (19) doit être considérée comme une limite lorsque la surface ÈS + S., 
lisse tend vers une surface aux arêtes. À cause des singularités et des disconti- 
nuités de la fonction sous le signe de l'intégrale dans (19) qui dépend du vecteur 
n ct de ses dérivées tangentielles, lors du passage à la limite (vers la surface 
Z-+S + tridimensionnelle aux arêtes bidimensionnelles), on voit apparaître des 
intégrales complémentaires étendues aux surfaces bidimensionnelles des arêtes. On 
peut obtenir ces intégrales en appliquant l'intégrale (16), dépourvue de singu- 
larités sur les arêtes, directement à la surface aux arêtes ct en passant ensuite 
à la formule (19) ; au cours de cette transformation la seconde intégrale du terme 
divergent, égale à zéro sur la surface lisse Z + S:, fournit pour la surface aux 
arêtes des intégrales étendues aux arêtes, faciles à calculer ct qui ne s'annulent 
pas en général. 
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aux points À sur la partie considérée Z les conditions suivantes: 
Pia =fia (A), A8 = 848 (À) (20) 
(i=1,2,3,4; A4=1,2,...,N; a=0,1,2,...,r—1;: 
B=0, 4: 2: ..., S—1), 


OÙ ia (À) et £ag (À) sont, en général, des fonctions données aux 
points À. Sur la partie spatiale tridimensionnelle de la frontière 
Zo, qui correspond à l'instant {, = const, les égalités (20) repré- 
sentent les conditions initiales dans le volume tridimensionnel 
occupé par le corps. 

Les conditions (20) sur la partie tridimensionnelle Z formée 
par la frontière bidimensionnelle Z, du corps et, en même temps, 
par la variable temporelle { peuvent être considérées comme les 
conditions aux limites sur les frontières du volume tridimensionnel 
variable occupé par le corps. Les égalités (20) sur la frontière actuelle 
pour { = const > /, peuvent être considérées, en général, comme 
de simples relations définissant les seconds membres sur la base 
des lois du mouvement dégagées par les conditions initiales et les 
Conditions aux limites. 

Essayons maintenant d'établir les conditions sur une surface 
tridimensionnelle S de forte discontinuité située à l’intérieur d'un 
volume quadridimensionnel V, du milieu continu. Admettons que 
les recherches préliminaires et les hypothèses correspondantes ont 
permis d'inclure dans ÔW* toutes les actions extérieures réparties 
sur $ et appliquées au milieu (par exemple, la variation de la cons- 
tante « additive» U, et, en particulier, le dégagement de chaleur 
au cours des réactions chimiques sur le front de combustion ou de 
détonation, aussi bien que l’absorption d'énergie aux discontinuités 
le long de S peuvent parfois être considérés comme extérieurs. Ces 
mêmes effets peuvent être interprétés comme des processus inte- 
rieurs à condition de rendre complexe et de varier la densité du 
lagrangien À, en dégageant notamment les variations de l'intégrale 
de surface complémentaire étendue à la surface de discontinuité S). 

En posant nulles sur Z toutes les variations ôx' et ôuA avec toutes 
leurs dérivées faisant partie de ÔW, on obtient sur la surface de 
discontinuité S 


0= ÔW — | [(P08z!)4 + (P i007 )- +... + (Porn VS 0x )4 + 
S 


+ (Pire VTT 82!) + (04 1001 À)+ + (0 40814) + . . . + 
+ CPE Dôu4), (of a 5-0 VE MôuA)_] do. (21) 


Dans ce qui suit on attribucra à toutes les grandeurs de la formule 
(21) qui dépendent du sens de la normale sur S un même sens de la 
normale. 
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Compte tenu de la définition de #,, de #18 et de l'opéra- 
teur Va, on a 


Pia) = + Pia(—n2), Mas(n)= FA as(—n), Va =FVIA. (22) 


Le signe « moins » correspond aux valeurs paires de &, B et k et le 
signe « plus», aux valeurs impaires. 

Comme il a été indiqué, on répond à la condition principale de 
la classe des fonctions admissibles en supposant que la solution 
recherchée et les fonctions comparées dans le volume V, soient con- 
tinues par morceaux avec toutes leurs dérivées partielles présentes 
dans l'équation aux variations fondamentale (9). En introduisant 
la surface S de forte discontinuité à l’intérieur du volume V,, on 
s'est inspiré surtout de l’idée que, si l’on traverse mentalement la 
surface S$, les solutions recherchées et chacune des fonctions variées. 
admissibles subissent des discontinuités *). Celles-ci peuvent être 
de nature différente suivant, notamment, l’ordre et la forme des 
dérivées ou des #onctions elles-mêmes subissant des discontinuités 
sur $. A titre d'exemple, prenons les fortes discontinuités du type 
des fissures pour lesquelles les fonctions cherchées sont discontinues 
comme toutes leurs dérivées partielles; ou bien les discontinuités 
du type des dislocations pour lesquelles de petits déplacements. 
normaux à la surface S sont continus, tandis que les déplacements. 
le long du plan tangent à la surface sont discontinus lors du passage: 
d’une face S, à l'autre S_; ou encore les discontinuités comme 
celles de l’onde de choc dans la dynamique classique des gaz, lorsque 
toutes les coordonnées z° (déplacements) sont continues sur S. 


: itoan: COR ° : nee 
tandis que les SOS peuvent présenter des discontinuités. 
Si on compte au nombre des arguments de la fonction A les. 


dérivées d'ordre supérieur 
ORri 


j 
0E71 ... ER 


on voit apparaître l'éventualité de très nombreuses discontinuités 
prononcées de différents types. 

Dans les problèmes relevant de la dynamique des gaz et des 
théories élémentaires de la mécanique des solides, différents cas 
peuvent se présenter quand le type de la discontinuité superficielle 
est donné ou quand il se détermine au cours de la résolution du 
problème. 

Par suite, en utilisant les équations aux variations, il est indis- 
pensable d'introduire ou de trouver les classes des fonctions recelant 


*) Dans le cas général, les valeurs des discontinuités que subissent les 
fonctions cherchées sont également à déterminer. Cependant, il existe des pro- 
blèmes où certaines discontinuités des quantités cherchées sont fixées par les, 
conditions supplémentaires du problème. 
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la solution recherchée *). Si l’on suppose, en particulier, que la 
classe des fonctions admissibles soit définie aux points de la surface 
S par les conditions suivantes: 


(VF 6x). = (VA 6x). (i=1, 2, 3, 4; | 
aæ=0, 4,...,r7à—1; ri<r) 
avec (VS6z')., (VSôzx')- arbitraires et indépendants 


(23) 
pour œ= rs, raki,...,r—1, 


(VÉôuA),. = (VSUA). (A—1, 2, ...,N: 
B=0, 1,...,53—1; s3<5s), 


avec (VÉSuA)., (Vhôu4)_ arbitraires et indépendants pour f — 
-+ 81, ..., 8 — 4, on obtiendra, en traversant la surface S, la 
classe des fonctions admissibles x? (£!, E*, ES, EŸ) continues avec 
leurs dérivées partielles jusqu'à l’ordre r, — 1 et celle des fonctions 
uA (xt, x°, z*, x) continues avec leurs dérivées partielles covarian- 
tes jusqu’à l’ordre s, — 1. Notons de surcroît que les dérivées de 
ces fonctions d'ordre plus élevé normales à S peuvent présenter une 
discontinuité arbitraire. Outre les conditions (23), on suppose ici 
que toutes les quantités entrant dans l’équation (9) soient continues 
de chaque côté de S lors du déplacement le long de S. 


Etant donné que les grandeurs V#ôzx' et VÉôUA sont arbitraires 
et indépendantes, grâce à (22) et à (23) on tire de (21) les conditions 
suivantes sur la surface de discontinuilé : 


(Fia)+ = (Pia) (eW a8)+ = (A 48) - 
pour œ—0, 1,...,r—1, B=0, 1,...,s,—1, 
(Pia)+ = (Pia)- = 0, (4 48)4 = (oh a8)-= 0 
pour Œ—7r:, ri+1,...,r—1, B = s;, Si+1,...,Ss—1. 


(24) 


Les conditions (24) peuvent être considérées comme les condilions 
de continuité (ou de conservation, lorsque la discontinuité S est 
traversée par les lignes d'univers des particules) des quantités 
Pia et # ap sur S. Cette propriété des P;, et e#{ A8 constitue leur 
caractéristique physique importante. 

Une étude plus détaillée des problèmes touchant aux solutions 
discontinues et, en particulier, des problèmes liés aux frontières 
variables de la surface de discontinuité S (par exemple, lors de la 
propagation des dislocations isolées par les particules à l’intérieur 
du milieu, lors du développement des fissures et dans bien d’autres 


*) Ces hypothèses sont analogues aux hypothèses très générales sur la con- 
tinuité et la dérivabilité des diverses fonctions en mécanique des milieux con- 
tinus. 
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Cas) permel de généraliser l'équation aux variations fondamentale 
(9) et d'introduire une variation supplémentaire de la surface S 
ou de ses bords par rapport aux coordonnées lagrangiennes E*. 

Par suite, pour obtenir les relations complémentaires correspon- 
dant, dans des corps réels, à ce type de discontinuités complexes 
il faut, en général, modifier les fonctionnelles variées dans l’équation 


fondamentale (9) en introduisant dans ÔW* ou Ô | A dr des termes 


complémentaires contenant les variations correspondantes des coor- 
données lagrangiennes. La nécessité de tenir compte des effets 
énergétiques particuliers liés à la formation ou à la propagation 
éventuelle des discontinuités de nature différente par les particules 
du milieu conditionne cette dernière opération. 


Re 


æ 
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